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PRÉFACE. 


Cette  nouvelle  édition  ne  difl'ère  pas  beaucoup  de  la  précédente. 
J'ai  modifié  et  complété  un  certain  nombre  de  démonstrations,  et 
j'ai  ajouté  une  Note  de  quelques  pages  sur  les  formules  de  difle- 
rentiation  des  intégrales  définies  par  rapport  à  un  paramètre 
variable,  lorsque  le  champ  d'intégration  varie  avec  ce  paramètre. 
Les  solutions  d'un  grand  nomhre  de  problèmes  de  Physique  ma- 
thématique sont  représentées  par  des  intégrales  de  cette  nature. 
D'autre  part,  les  formules  auxquelles  on  parvient  se  rattachent 
étroitement  au  calcul  des  variations,  dont  on  peut  les  regarder 
comme  une  introduction  toute  naturelle. 

J'adresse  encore  une  fois  mes  allectueux  remerciements  à 
M.  Emile  Cotton,  qui  continue  à  me  prêter  son  précieux  concours 
pour  la  correction  des  épreuves. 

E.    GoURSAT. 
35  Février  1917. 
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INTRODUCTION'. 


I.  —  LIMITES.  -  ENSEMBLES. 

De  la  nolioii  du  noinljie  entier  on  s'élève  successivement  à  celles 
du  nombre  rationnel,  du  nombre  irrationnel  et  du  nombre  algé- 
brique. Nous  supposons  que  le  lecteur  a  déjà  acquis  ces  notions, 
qu'il  connaît  aussi  la  lliéorie  des  opérations  algébriques  et  i'appli- 
calioa  des  nombres  à  la  mesure  des  grandeurs  concrètes  ('). 

1.  Limites.  —  On  dit  qu'un  nombre  variable  x  a  pour  limite  un 
nombre  fixe  a.  on  tend  vers  a.  lorscpic  la  valeur  absolue  de  la 
diirérence  x  —  a  finit  par  devenir  et  rester  plus  petite  que  tout 
nombre  positif  donné  à  l'avance.  Lorsque  r/ =  o,  le  nombre  x  est 
dit  un  infiniment  petit.  11  revient  évidemment  au  même  de  dire 


(')  Nous  supposons  un  nombre  irrationnel  défini  par  la  décomposition  de  l'en- 
semble des  nombres  rationnels  en  deux  classes,  satisfaisant  à  certaines  condi- 
tions. A  toute  longueur  B,  n'admettant  pas  de  commune  mesure  avec  la  lon- 
gueur A  choisie  pour  unité,  correspond  un  nombre  irrationnel  i  qui  est  dit  la 
mesure  de  B  quand  on  prend  .\  pour  unité.  Inversement,  à  tout  nombre  irra- 
tionnel i  défini  d'une  façon  arithmétique  correspond  une  longueur  B  n'admettant 
pas  de  commune  mesure  avec  la  longueur  choisie  pour  unité.  Pour  établir  ce 
point  essentiel,  on  est  obligé  de  s'appuyer  sur  un  postulat  qui  dérive  de  notre 
intuition  de  la  ligne  droite.  Ce  postulat  peut  d'ailleurs  s'énoncer  sous  des  formes 
un  peu  dilTérenles,  quoique  équivalentes  en  réalité. 

G.,  I.  I 
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que  X  a  pour  limite  un  nombre  a,  ou  de  dire  que  la  dilTérence 
.T  —  a  est  un  infiniment  petit.  Pour  prouver  qu'un  nombie  r 
a  pour  limite  le  nombre  a,  on  partage  généralement  la  ditierencc 
X  —  a  en  un  certain  nombre  de  |)arties,  trois  par  exemple,  et 
l'on  prouve  cpie  l.i  \aleur  absolue  de  cbacnne  de  ces  paVties  finit 

par  rester  plus  petite  que^;  s  étant  un  nombre  positif  arbitraire. 

Ce  type  de  démonstration,  (jue  nous  emploierons  souvent,  est 
appelé  quelquefois  la  preuve  par  s. 

On  dit  aussi  parfois,  en  se  servant  d  une  locution  incorrecte 
mais  commode,  qu'un  nonjbre  x  a  ixiur  limite  4- x  ou  —  x,  ou 
tend  vers  ±  ce.  Dire  qne  x  a  pour  limiti'  +  x,  par  excmjile.  signi- 
fie que  le  nombre  x  finit  par  de\enir  et  rester  supérieur  à  tout 
nonil)re  positif  donné  à  l'avance  A,  cl  non  pas  que  la  dill'érencc 
(+  X  — .r)  tend  vers  zéro,  ce  qui  n'aurait  aucun  sens. 

De  même,  on  dit  souvent  qu'une  figure  géométriipie.  \ariable 
de  forme  ou  de  position,  a  pour  limite  une  figure  fixe.  Si,  dans 
cliacjue  cas  particulier,  on  veut  mettre  un  peu  de  précision  dans  cet 
énoncé,  on  est  conduit  à  mesurer  l'écart  de  la  figure  fixe  et  de  la 
figure  mobile  par  un  ou  plusieurs  nombres  variables,  et  l'énoncé 
précédent  signifie  précisément  que  ces  nombres  tendent  vers  zéro, 
dans  des  conditions  déterminées.  Prenons,  par  exemple,  deux 
points  voisins  M,  M'  sur  une  courbe  C.  On  dit  que  la  corde  MM' 
a  pour  position  limite  la  langente  MT  au  poinl  M  lorsque  le 
point  M'  se  rajiproche  indéfiniment  du  point  M  sur  la  courbe  C. 
Les  deux  droite»  M.M',  MT  se  coupant  en  un  point  fixe  M,  il  est 
naturel  de  prendre  pour  mesure  de  leur  écart  l'angle  aigu  a  que 
font  ces  deux  droites,  et  la  proposition  énoncée  signifie,  en  langage 
analytique,  que  l'angle  a  sera  plus  petit  C[u'un  angle  donné  s  choisi 
à  volonté  pourvu  que  la  dislance  MM'  soit  elle-même  plus  petite 
qu'une  autre  longueur  •:  convenablement  déterminée. 

2.  Coupures.  —  Supposons  que,  par  un  mojen  quelconque, 
l'ensemble  des  nombres  positifs  et  négatifs  ait  été  décomposé  en 
deux  classes  A  et  B,  de  façon  à  satisfaire  aux  conditions  suivantes  : 

i"  Il  existe  des  nombres  de  deux  classes; 

2°  Tout  nombre,  positif  ou  négatif,  appartient  à  une  des 
deux  classes; 


1.    —    LIMITES.    —    ENSIi.MliLKS.  i 

'.'>"  Un  noDihre  quelconqup  de  lu  classe  A  est  plus  //clil  t/it'i/n 
noni/'ie  i/iie/conqiie  de  la  classe  lî. 

De  celte  Liernière  condition  il  suit  iiinnéiliutemeat  ijue,  si  un 
nombre  a  est  de  la  classe  A,  tout  nombre  inférieur  à  a  est  aussi  de 
la  classe  A  ;  au  contraire,  si  un  nombre  b  est  de  la  classe  B,  lout 
nombre  supérieur  à  b  est  aussi  de  la  classe  B.  Les  deux  classes 
renferment  donc  toujours  une  iniiiiité  de  nombres  rationnels  el 
une  infinité  de  nombres  irrationnels. 

^ious  allons  démontrer  qu'il  existe  un  nombre  L  jouissant  des 
deux  propriétés  suivantes  : 

1°    Tout  nombre  inférieur  à  L  esl  de  la  classe  A; 
2"   Toi/l  nombre  supérieur  à  L  est  de  la  classe  B. 

L'existence  de  ce  nombre  séparatif  L  est  une  conséquence  de 
la  notion  même  de  nombre  irrationnel.  Ne  considérons,  en  effet, 
dans  les  deux  classes  A  el  B,  que  les  nombres  rationnels.  On  dé- 
compose ainsi  l'ensemble  des  nombres  ralionnels  en  deuxclasses  (a) 
et  (,j)  de  telle  sorte  que  tout  nombre  rationnel  appartienne  à  l'une 
des  deux  classes  et  que  tout  nombre  rationnel  de  la  classe  (a)  soit 
plus  pelit, qu'un  nombre  rationnel  quelconque  de  la  classe  C^j). 
Cela  fait,  il  peut  se  présenter  plusieurs  cas  que  nous  allons  exa- 
miner l'un  après  l'autre  : 

1.  Il  peut  se  faire  qu'il  existe  un  nombre  rationnel  —  de  la  classe 

'  7.)  supérieur  ci  tous  les  autres  nombres  ralionnels  de  la  même 

classe.  C'est  ce  nombre  rationnel  —  (lui  est  lui-même  le   nombre 

<J     ' 

séparatif  L.  Eu  effet,  il  est  clair  cpie  tout  nombre  inférieur  à  —  est 
de  la  classe  A,  puisque  —  esl  de  la  classe  A.  Tout  nombre  b  supé- 
rieur à  —  est  de  la  classe  B.  Cela  est  évident  si  b  est  rationnel  ;  si  b 
'1 

est  irrationnel,  i)renons  un  nombre  r.ilionnel  /■  compris  entre  — 
'  '  '/ 

et  b.  Ce  nombre  rationnel  r  est  de  la  classe  B  ;  donc  il  en  est  de 
même  de  b. 

IL  S'il  existe  un  nombre  rationnel  —,  de  la  classe  (3),  inférieur 
à  tous  les  autres  nombres  rationnels  de  la  même  classe.,  on  voit 
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de  même  (iiie  tous  les  nombres  Inférieiiis  à  —.  sont  de  la  classe  A, 

,  ?  , 

et  tous  les  nombres  supérieurs  à  —,  de  la  classe  B  ;  ^  est  le  nombre 
séparatif  L. 

III.  Enlîn,  il  peut  arriver  qu'il  n'existe  aucun  nombre  rationnel 
de  la  classe  (a)  qui  soil  supérieur  à  tous  les  autres  nombres  ration- 
nels de  la  même  classe,  ni  aucun  nombre  rationnel  de  la  classe  (p) 
qui  soil  plus  petit  que  tous  les  autres  nombres  ralioiinels  de  la 
même  classe.  Cette  décomposition  des  nombres  rationnels  en  deux 
classes  (a)  el(,3)  défniil  alors  un  nombre  irrationnel  i,  qui  est 
plus  grand  que  tous  les  nombres  rationnels  de  la  classe  (a)  et  plus 
petit  que  tous  les  nombres  rationnels  de  la  classe  (P).  C'est  ce 
nombre  /qui  est  le  nombre  séparatif.  Il  est  clair  en  effet  que  tous 
les  nombres  rationnels  inférieurs  à  i  sout  de  la  classe  A,  et  tous 
les  nombres  ralionnels  supérieurs  à  i  de  la  classe  B,  d'après  la  défi- 
nition même  de  ce  nombre  i.  Prenons  maintenant  un  nombre  irra- 
tionnel /'<  i,  et  soit  /•  un  nombre  rationnel  compris  entre  /'  et  i; 
r  étant  de  la  classe  A,  il  en  est  de  même  de  i' .  On  verrait  de  même 
que  tout  nombre  irrationnel  supérieur  à  i  est  de  la  classe  B. 

Le  nombre  L,  dont  nous  venons  de  di'montrer  l'existence,  s'ap- 
pelle aussi  une  coupure.  Il  peut  appartenir  à  la  classe  A  ou  à  la 
classe  B;  il  est  de  la  classe  A  dans  le  premier  cas  examiné,  et  de 
la  classe  B  dans  le  deuxième.  Dans  le  troisième  eus,  il  peut  être 
de  la  classe  A  ou  de  la  classe  B. 

Cette  notion  de  coupure  se  présente  dans  un  grand  nombre  de 
questions  très  élémentaires.  Prenons,  par  exemple,  la  série  dont 
le  terme  général  est/i~!*;  si  l'on  met  dans  une  classe  A  tous  les 
nombres  a  qui  rendent  la  série  divergente,  dans  une  classe  B 
tous  les  nombres  u.  qui  rendent  la  série  convergente,  on  a  une 
décomposition  de  tous  les  nombres  en  deux  classes,  qui  satisfait 
évidemment  à  toutes  les  conditions  voulues.  On  a  ici  L  =  i ,  et  ce 
nombre  L  appartient  à  la  classe  A. 

3.  Ensembles  bornés.  —  Nous  avons  déjà  employé  plusieurs  fois 
le  mot  iVensemble.  La  notion  d'ensemble  est  une  de  celles  qu'il 
paraît  inutile  de  définir  autrement  que  par  des  exemples.  Toute 
collection  d  un  nombre  fini  ou  infini  d'objets  constitue  un 
ensemble  ;    tels  rensemble  des  nombres   entiers,   l'ensemble   des 
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nombres  rationnels,  l'ensemble  des  droites  d'un  plan,  etc.  Nous 
ne  nous  occuperons,  pour  le  moment,  que  des  ensembles  de 
nombres.  On  dit  qu'un  ensemble  de  nombres  (E)  est  borné  supé- 
rieurement s'il  existe  un  nombre  a  supérieur  à  tous  les  nombi-es 
de  cet  ensemble  ;  s'il  en  existe  un,  il  est  clair  qu'il  y  en  aura  une 
infinité,  et  tout  nombre  jouissant  de  cette  propriété  est  une  limite 
supérieure  des  nombres  de  l'ensemble  (E)-  De  même,  un 
ensemble  (E)  est  dit  borné  inférieurement  s'il  existe  un  nombre  b 
plus  petit  que  tous  les  nombres  de  l'ensemble  (E);  tout  nombre 
jouissant  de  cette  propriété  est  une  limite  inférieure  des  nombres 
de  cet  ensemble.  Un  ensemble  borné  supérieuremenl"èt  inférieu- 
rement est  appelé  un  ensemble  borné.  L'ensemble  des  nombres 
positifs  est  borné  inférieurement:  l'ensemble  des  nombres  néga- 
tifs est  borné  supérieurement  ;  l'ensemble  des  nombres  compris 
entre  o  et  i  est  borné  dans  les  deux  sens;  l'ensemble  des  nombres, 
tant  positifs  que  négatifs,  n'est  borné  dans  aucun  sens. 

Soit  (E)  un  ensemble  de  nombres  borné  supérieurement.  On 
])eul  ranger  tous  les  nombres  positifs  et  négatifs  en  deux  classes  A 
et  B,  relativement  à  l'ensemble  (E).  Nous  dirons  qu'un  nombre  x 
appartient  à  la  classe  A,  s'il  existe  un  ou  plusieurs  nombres  de  (E) 
supérieurs  à  x.  et  qu'il  appartient  à  la  classe  B  s'il  n'existe  aucun 
nombre  de  (E)  plus  grand  que  x.  L'ensemble  (E)  étant  borné 
supérieurement,  il  est  évident  qu'il  existe  des  nombres  des  deux 
classes  et  qu'un  nombre  quelconque  de  la  classe  A  est  plus  petit 
qu'un  nombre  quelconque  de  la  classe  B.  .Soit  M  le  nombre  sépa- 
ratif  entre  ces  deux  classes.  Ce  nombre  M  possède  les  deux  pro- 
priétés suivantes  : 

1°  Il  n'existe  aucun  nombre  de  (E)  supérieur  à  jNI  ; 
■i."  Quel  que  soit  le  nombre  positif  s,  il  existe  toujours  un 
nombre  de  (E)  plus  grand  que  M  —  t. 

En  elfet.  supposons  qu'il  existe  dans  (E)  un  nombre 

M -H /j  (h>o) 

plus  grand  cpie  AL  Le  nombre  M  H — >  qui  est  aussi  plus   grand 

que  i\L  serait  de  la  classe  A  ;  ce  qui  est  absurde.  D'un  autre  côté, 
E  étant  un  nombre  positif  quelconque,  le  nombre  .M  —  ;  est  de  la 
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classe  A;  ii  existe  donc  dans  (E)  au  moins  an  nombre  supérieur 
à  M  — e. 

Le  nombre  M  ainsi  défini  est  appelé  la  borne  supérieure  précise 
ou,  pUis  simplement,  la  borne  supérieure  de  l'ensemble  (E).  Ce 
nombre  M  peut  appartenir  lui-même  à  (E);  c'est  toujours  ce  qui 
arrive  lorsque  cet  ensemble  est  formé  de  «  nombres  («  étant  fini). 
Mais,  si  (E)  compreiid  une  infinité  de  nombres,  la  borne  supé- 
rieure ne  fait  pas  nécessairement  partie  de  l'ensemble.  Par  exemple, 
considérons  l'ensemble  des  nombres  rationnels  dont  le  carré  ne 
dépasse  pas  2  ;  la  borne  supérieure  est  le  nombre  irrationnel  \l -i 
et  ne  fait  pas  partie  de  l'ensemble.  Au  contraire,  l'ensemble  des 
nombres,  rationnels  ou  irrationnels^  dont  le  carré  ne  dépasse 
pas  2,  a  encore  pour  borne  supérieure  y/2,  mais  ce  nombre  fait 
partie  de  l'ensemble.  Observons  encore  que,  lorsque  M  ne  fait 
pas  partie  de  l'ensemble  (E),  il  existe  toujours  une  infinité  de 
nombres  de  (E),  supérieurs  à  M  —  î,  aussi  petit  que  soit  s.  Car, 
s  il  n'en  existait  qu'un  nombre  fini,  c'est  le  plus  grand  de  ces 
nombres  qui  serait  la  borne  supérieure  de  (E). 

On  démontre  de  la  même  façon  que,  lorsqu'un  ensemble  (E)  est 
borné  inférieurement,  il  existe  un  nombre  m  possédant  les  deux 
jiropriétés  suivantes  : 

1°  Aucun  nombre  de  (E)  n'est  inférieur  à  m  ; 
2°  Etant  donné  un  nombre  positif  s,  //  existe  toujours  un 
nombre  de  (E)  plus  petit  que  m  +  t. 

Ce  nombre  m  est  la  bonté  inférieure  de  l'ensemble. 

11  est  clair  qu'il  ne  peut  exister  qu'un  seul  nombre  possédant  les  deux 
propriétés  caractéristiques  de  w,  et  il  en  est  de  même  pour  M. 

i.  La  plus  grande  des  limites.  —  Soit  (E)  un  ensemble  borné, 
comprenant  une  infinité  de  nombres.  Relativement  à  cet  ensemble, 
nous  pou\ons  ranger  tous  les  nombres  positifs  et  négatifs  en  deux 
classes  A'  et  B'  d'une  autre  façon.  Nous  dirons  qu'un  nombre  .r 
est  de  la  classe  A'  s'il  existe  une  infinité  de  nombres  de  l'en- 
semble (E)  supérieurs  à  x.  Dans  le  cas  contraire,  nous  dirons 
que  le  nombre  x  est  de  la  classe  B'.  L'ensemble  (E)  étant  borné 
et  formé  d'une  infinité  de  nombres,  il  est  évident  qu'il  existe  des 
nombres  des   deux  classes,   et  qu'un   nombre  quelconque   de    la 
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classe  A'  est  plus  petit  quun  nombre  quelconque  de  la  classe  B'. 
Soit  A  le  nombre  séparatif  entre  les  deux  classes  A'  et  B'  ;  cest  ce 
nombre  A  quoii  appelle  la  plus  grande  des  limites  des  nombres 
de  l'ensemble  (Ei.  daprès  Caiichy.  Soit  s  un  nombre  positif  quel- 
conque ;  daprès  la  définilion  même  de  A.  le  nombre  A  -i-  î  est  de 
la  classe  B'  et  le  nombre  A  — ■  t  est  de  la  classe  A'.  Il  existe  donc 
toujours  une  iiilinilé  de  nombres  de  l'ensemble  (E)  compris  entre 
A  —  £  et  A -1- £,  tandis  qu'il  nen  existe  qu'un  nombre  fini  (ou 
zéro  I  qui  soient  plus  grands  cpie  A  -f-  ;. 

Ce  nombre  A  se  rattache  à  une  question  imporlantc. 

Pour  la  facilité  des  énoncés,  faisons  correspondre  à  tout  nombre  a  le 
point  d'abscisse  a  sur  une  droite  x'  r,  et  désignons  par  ia  même  lettre  un 
point  de  l'axe  et  son  abscisse.  .\  tout  ensemble  (E)  de  nombres  correspond 
ainsi  un  ensemble  de  points  sur  une  droite,  ou  ensemble  linéaire.  Les 
points  d'un  ensemble  borné  sont  tous  sur  un  segment  de  l'axe  de  longueur 
finie.  Etant  donné  un  ensemble  linéaire  fK),  un  point  /  est  dit  un  point- 
limite,  ou  un  point  d'accumulation,  s'il  existe  une  infinité  de  points  de 
l'ensemble  dans  le  voisinage  de  /  ou,  en  termes  plus  précis,  si,  £  étant  un 
nombre  positif  arbitraire,  il  existe  toujours  une  infinité  ilc  points  de  l'en- 
semble entre  l  —  £  et  l  -t-  i. 

Tout  ensemble  linéaire  Iwrné.  comprenant  une  injinité  de  points, 
admet  au  moins  un  point-limite. 

En  effet,  le  point  d'abscisse  A  est  évidemment  un  point-limite,  daprès  la 
proprieiecaraclerisliquedecenombre.il  peut  du  reste  en  exister  d'autres  ; 
ces  points-limites  forment  un  nouvel  ensemble  (E)'  qui  est  dit  l'ensemble 
dériié  de  (E  t.  La  borne  supérieure  M'  de  l'ensemble  (E/  est  précisé- 
ment le  nombre  A.  En  efl'el,  £  étant  un  nombre  positif  quelconque,  il  ne 
peut  V  avoir  qu'un  nombre  fini  de  points  de  (E)  supérieurs  à  .M'  -l-  ;,  sans 
quoi  ces  points  formeraient  un  nouvel  ensemble  dont  la  plus  grande  des 
limites  serait  supérieure  à  M'.  D'autre  part,  puisqu'il  y  a  au  moins  un  point- 
limite  supérieur  à  M' — i.  il  y  a  forcément  une  infinité  de  points  de  (E) 
supérieurs  à  .M' — £.  La  borne  inférieure  ni  de  l'ensemble  dérivé  s'appelle 
aussi  la  plus  petite  des  limites  de  l'ensemble  {>'-). 

L'existence  des  points-limites  d'un  ensemble  borné  comprenant  une  infi- 
nité de  points  peut  être  établie  directement,  par  un  raisonnement  qui  sera 
souvent  employé  (n"  8  et  \i).  Lu  ensemble  non  borné,  comprenant  une 
infinité  de  points,  n'admet  pas  forcément  de  point-limite  ;  tel  est  l'ensemble 
des  nombres  entiers.  Mais  il  y  a  certainement  un  point-limite  si.  sur  un 
segment  de  longueur  finie,  il  \  a  une  infinité  de  points  de  l'ensemble. 

o.   Suites  convergentes.  —  Considérons  une  suite  indélinic  de 
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nombres 

(i)  Se     s,,     a,,      ....     s„,      ..., 

dont  chacun  occupe  un  rang  détermine  :  cette  suite  est  dite  con- 
vergente  si  s„  tend  vers  une  limite  S  lorsque  le  rang  /)  augmente 
indéfiniment.  Toute  suite,  C|ui  n'est  pas  convergente,  est  dite 
divergente  ;  cela  peut  arriver  soit  cpie  |  s„  \  finisse  par  rester  supé- 
rieur à  tout  nombre  donné  à  l'a\ance.  soit  que  s„  ne  tende  vers 
aucune  limite,  sans  que  sa  \aleur  absolue  augmente  indéfiniment. 
Une  suite  est  dite  croissante.,  si  l'on  a,  quel  rpie  soit  «, 
5„^i  —  s„^o.  Elle  est  dite  décroissante,  si  l'on  a  i'„_,^,  —  i'„io, 
quel  que  soit  /;. 

Toute  suite  croissante,  dont  le  terme  général  rc  augmente 
pas  indéfiniment,  e.st  convergente. 

En  elTet,  les  nombres  de  la  suite  (i)  forment  alors  un  ensemble 
borné  (E).  Soit  M  la  borne  supérieure  de  cet  ensemble;  z  élant 
un  nombre  positif  C[uelconcjue,  il  existe  un  nombre  s„,  de  la  suite  (i) 
supérieur  à  M  —  z.  Pour  toute  valeur  de  n  supérieure  à  m 
on  a  s„  ^s,„,  et  par  suite  M  —  s  <  s„  ^M.  La  différence  M  —  *„  est 
donc  plus  petite  que  s,  si  l'on  a  «  5;  m  ;  ce  qui  revient  à  dire  que  s„ 
a  pour  limite  M  lorsque  n  augmente  indéfiniment.  On  démontre 
de  même  que  toute  suite  décroissante,  dont  le  terme  général 
reste  plus  grand  qu^un  nombre  fixe,  est  convergente  ('). 

Le  critérium  générai  de  convergence  d'une  suite  se  déduit  aisé- 
ment de  la  considération  de  la  plus  grande  des  limites. 

Pour  que  la  suite  {i)soit  convergente,  il  faut  et  il  suffit  quà 
tout  nombre  positif  z  on  puisse  f  lire  correspondre  un  nombre  n 
tel  cjue  la  différence  s,,^/,  —  s„  soit  moindre  que  z  en  valeur 
absolue,  quel  que  soit  le  nombre  entier  positif  p. 

I^a  condition  al  nécessaire.  En  effet,  si  s,,  a  pour  limite  S  lors- 
que n  augmente  indéfiniment,  on  peut  trouver  un  nombre  n  assi'z 


(')  Le  même  raisonnement  permel  de  démontrer  pliM  généralement  qu'un 
nombre  variable  x,  qui  ne  va  jamais  en  décroissant,  tout  en  restant  plus  petit 
qu'un  nombre  fixe,  tend  vers  une  limite,  ou  qu'un  nombre  x,  qui  ne  va  jamais 
en  croissant  et  qui  reste  plus  grand  qu'un  nombre  fixe,  tend  vers  une  limite. 
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grand  pour  que  toutes  les  dififérences  S  —  s,,.  S  —  x„+i,  •■.- 
S  —  s„+p,  ...   soient  inférieures  en  \aleur  absolue  à  -•  La  valeur 

absolue  de  s„^p — s„  seradonc moindre, quel  que  sohp,  f|ue  2  ^  =  î. 
La  condition  est  suffisante.  En  effet,  soit  t  un  nombre  positif 
quelconque.  Par  hypothèse,  il  existe  un  nombre  entier  n  tel  que 
la  valeur  absolue  de  s„+p — s„  soit  inférieure  à  ;,  quel  que  soit/?. 
Il  s'ensuit  que  tous  les  termes  de  la  suite  (i),  à  partir  de  s„,  sont 
compris  entre  s„ —  £  et  .<«„+  s;  il  n'y  a  donc  qu'un  nombreyinj  de 
termes  de  cette  suite  qui  ne  soient  pas  compris  dans  l'intervalle 
(.s,, —  t.  s„+  z).  Il  en  résulte  que  la  plus  grande  des  limites  S  de 
cet  ensemble  ne  peut  être  inférieure  à  s„ — i,  ni  3U|iérieure 
à  i„+  £.  On  a  donc  \s„ —  S  |^£,  et  de  l'identité 

s„^.p—  S  =  is„+,,—  s„)  —  {s„—  S) 

on  déduit  que  la  valeur  absolue  de  s„_^p —  S  est  inférieure  à  2î, 
quel  que  soilp.  Or  s  est  un  nombre  positif  arbitraire:  par  consé- 
quent. ,s„  a  pour  limite  S. 

Si  la  suite  (1)  ne  renfermait  que  />■  nombres  dill'érents.  pour  que 
cette  suite  fût  convergente,  il  faudrait  évidemment  qu'à  partir 
d'un  certain  rang  tous  les  termes  fussent  égaux.  Ce  cas  singulier 
rentre  donc  dans  la  règle  générale. 

Etant  donnée  une  suite  infinie  quelconque,  dont  le  terme  géné- 
ral est  //„,  on  dit  que  la  série 

(■2)  «O-i-  "I-Î--  ••+"«  —  ■•  • 

est  convergente,  si  la  suite  formée  par  les  sommes  successives  des 
termes  de  cette  série 

est  elle-même  convergente.  Soit  S  la  limite  de  celte  seconde  suite, 
c'est-à-dire  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme  .v„  lorsque  n  aug- 
mente indéfiniment;  S  s'appelle  la  somme  de  la  série  précédente 
et  l'on  indl(|ue  celte  dépendance  par  l'égalité 

S  =:  Ua-i-  tli^-.  .  .-i-  ll„-r-     .  .  =  ^,"v 

Une  série  qui  n'est  pas  convergente  est  appelée  divergente. 
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Reconnaître  si  une  série  est  convergente  ou  divergente  revient 
donc  à  reconnaître  si  la  suite  formée  par  les  sommes  succes- 
sives So,  S|,  Si.  ...  est  elle-même  convergente  ou  divergente. 
Inversement,  pour  savoir  si  une  suite  infinie  quelconque 

Soi     S],     s^ 

est  convergente,  il  suffit  d'examiner  la  série 

«0+  (^1  — ■So)  +(«2—  S,)-f-...-l-(S„  — S„_|)  +.  ... 

car  la  somme  des  (n-\-  \)  jiremiers  termes  de  cette  série  est  évi- 
demment égaie  au  terme  général  .«„  de  la  suite  considérée.  Celle 
remarque  est  d'une  application  fréquente. 

Le  critérium  de  convergence  d'une  suite  infinie  quelconque, 
appliqué  aux  séries^  donne  la  règle  générale  de  conxergeuce  de 
Caucliy.  Pour  qu'une  série  soit  convergente,  il  faut  et  il 
suffit  qu'à  tout  nombre  positif  z  on  puisse  faire  correspondre 
un  nombre  entier  n.  tel  que  la  somme  d'un  nombre  quelconque 
de  termes  à  partir  de  u„j^,  soit  moi/idre  en  valeur  absolue 
que  z. 

La  dillérence  s„_^_p  —  .s„  est,  en  effet,  égaie  à  la  somme  dey*  termes 
consécutifs  de  la  série  (2),  à  partir  de  u,,^,.  Le  théorème  sur  les 
suites  croissantes  appliqué  aux  séries  donne  de  même  la  proposi- 
tion suivante,  si  utile  dans  l'étude  des  séries  : 

Pour  qu'une  série  à  termes  positifs  soif  convergente,  il  faut 
et  il  suffit  que  les  sommes  s„  soient  toutes  inférieures  à  un 
nombre  fixe. 

II.  —  FONCTIONS.  —  GKNKHALITÉS. 

6.  Définitions. —  La  définition  moderne  du  mol  fonction  est 
due  à  Cauchy  et  à  Riemann.  On  dit  que  y  est  fonction  de  a;  lorsque 
à  une  valeur  de  x  correspond  une  valeur  de  y.  On  indique 
cette  dépendance  par  l'égalité  j' =y(j7).  La  plupart  des  fonctions 
que  nous  étudierons  sont  définies  analytiquement,  c'esl-à-dire  par 
l'indication  des  opérations  qu'il  fiiudrait  effectuer  pour  déduire  la 
valeur  de  j'  de  celle  de  x,  mais  le  plus  souvent  cette  circonstance 
n'intervient  pas  dans  les  raisonnements.  Soient  a  el  b  deux  nombres 
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fixes  (a<^b)\  si  à  tout  nonihie  x  compris  enlre  a  et,  b  coric-- 
pond  un  nombre  j)',  on  dil  c[ue  la  fonction  /"(.r)  est  définie  dans 
i'iiilervalle  (a,  b).  La  différence  b  —  a  est  /'ctnip/i/i/de  de  linter- 
valle,  les  nombres  a  cl  b  en  sont  les  limites  on  les  /roiitirres. 
Relativement  à  ces  deux  nombres  a  et  b,  on  peut  faire  plusieurs 
hypothèses;  on  peut  les  regarder  comme  faisant  partie  eux-mêmes 
de  l'intervalle  (a,  b),  qui  est  dit  alors  im  inlervnUe  fermé.  On 
pourrait  aussi  considérer  l'un  de  ces  nombres,  ou  les  deux  à  la 
fois,  comme  n'appartenant  pas  à  l'intervalle  (o,  h),  qui  est  dit 
alors  un  intervalle  ouvert..  Par  exemple,  l'enseirdjle  des  valeurs  de  .r 
satisfaisant  aux  conditions  o'fixSi  forme  un  intervalle  Iciiné, 
tandis  qu'on  a  des  intervalles  ouverts  en  prenant  l'ensemhle  des 
valeurs  de  x  satisfaisant  aux  conditions  o  <Z  x  <Z\ .,  ou  aux  condi- 
tions o  <C.  xSi .  Dans  la  suite,  quand  nous  parlerons  d'une  fonc- 
tion définie  dans  un  inl(Mvalle  («,  b),  il  sera  toujours  entendu,  à 
moins  de  mention  expresse,  qu'il  s'agit  d'un  intervalle  fermé, 
c'esl-à-dire  qu'aux  nombres  a  et  b  eux-mêmes  correspondent  deux 
valeurs  y"(«)  elf{b)  pour  )'. 

Soit  (E)  l'ensemble  des  valeurs  dune  fonction  /(x)  définie  dans 
un  intervalle  («,  b);  si  cet  ensemble  est  borné,  la  fonction  J  {x) 
est  dite  bornée  dans  l'intervalle  (a,  b).  Les  nombres  M  et  «?, 
définis  plus  haut,  s'appellent  aussi /a  6o/vie  supérieure  et  la  borne 
inférieure  île  f[x)  dans  cet  intervalle  ;  la  différence  A  ^  M  —  m 
est  V oscillation. 

Ces  définitions  donnent  lieu  à  quelques  remarques.  Poiirqu  une 
fonction  soit  bornée  dans  un  inlervalle  («,  b^.  il  ne  sutlit  pas 
qu'elle  ait  une  valeur  finie  pour  chaque  valeur  de  x.  Ainsi  la 
fonctiony(x)  définie  de  la  maLiière  suivante  entre  o  et  i, 

/(o)  =  o,        f(oc)=—  poiu-  a;>o, 

possède  une  valeur  finie  pour  chaque  valeur  de  x,  et  cependant 
elle  n'est  pas  bornée  au  sens  que  nous  attachons  à  ce  mot,  car  on 
af{x)  >  A,  pourvu  qu'on  prenne  o  <  x  <  j-  De  même  une  fonc- 
tion bornée  dans  l'intervalle  («,  b)  peut  prendre  des  valeurs  qui 
diffèrent  d'aussi  peu  qu'on  voudra  de  la  borne  siqiérieure  M  ou  de 
la  borne  inférieure  m,  mais  elle  n'alteint  pas  nécessairement  ces 
valeurs  elles-mêmes.  Par  exemple,  la  fonction  y'(j;)  définie  dans 
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riiiler\;ille  (o,   i  )  par  les  conciliions 

/■(o)  =  o,        ft.r)  =  i  —  X.         pour         o<:rSi, 

admet  ponr  borne  supérieure  M  =  i  et  n'atteint  jamais  cette 
valeur. 

7.  Continuité.  —  l^a  définition  moderne  de  la  continuité  est  duc 
également  à  Cauchj  (  '  ). 

Soit  y  ^/(x)  une  fonction  définie  dans  Fintervalle  («,  b);  pre- 
nons une  valeur  Xo  comprise  dans  cet  intervalle  et  une  valeur 
voisine  .^o+Zt  comprise  dans  le  même  intervalle.  Si  la  diffé- 
rence f{X(,+ h) — fi^o)  tend  vers  zéro,  !oi-sque  la  valeur 
absolue  de  h  tend  vers  zéro,  la  fonction  /(x)  sera  dite  continue 
pour  là  valeur  X a-  D'après  la  définition  même  de  la  limite,  on  peut 
dire  encore  (\W une  jonction  f{x)  est  continue  pour  .r  =  .ro,  si 
à  tout  nombre  positif  z,  aussi  petit  qu'on  le  suppose,  on  peut 
faire  correspondre  un  autre  nombre  positif  r,  tel  qu'on  ail 

|/(,r„a_/,)_/,.r„)|  <e. 

/)')(//■  toute  valeur  de  h  moindre  que  r^  en  valeur  absolue.  Nous 
dirons  qu'une  fonction/!  .r)  est  continue  dans  l'intervalle  {a,b)  si 
elle  est  continue  pour  toute  valeur  de  x  comprise  dans  cet  inter- 
valle et  si  les  difl'érences  f{a  +  li) — /(«),  fib  —  h) — f{b) 
tendent  vers  zéro  loisque  la  différence  /(  tend  vers  zéro  en  restant 
positi\e. 

On  démontre  dans  tous  les  cours  d  Ali;ébre  que  les  polynômes, 
les  fonctions  rationnelles,  la  fonction  expouentielle,  la  fonction 
logarithmique,  les  fonctions  trigonométriques  et  les  fonctions 
mv.erses  sont  des  fonctions  continues,  sauf  pour  certaines  valeurs 
particulières  de  la  variable.  Il  résulte  aussi  de  la  définition  que  la 
somme  ou  le  produit  d'un  nombre  quelconque  de  fonctions  conti- 
nues est  encoie  une  fonction  continue;  il  en  est  de  même  du  quo- 
tient   de    deux   fonctions  continues,  sauf  pour   les  valeurs  de  la 

(')  I^our  les  géomèlres  contemporains  de  Newton  el  de  Leibniz,  une  fonction 
était  continue  quand  on  pouvait  l'exprimer  au  moyen  des  symboles  d  opérations 
qu'on  avait  l'habitude  de  considérer,  telles  que  les  opérations  arithmétiques, 
logarithmiques  et  trigonométriques.  Cette  sorte  de  continuité,  assez  mal  définie, 
est  connue  sous  le  nom  de  continiiilc  eii/érienne. 
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varialjle  qui  annulent  le  dénominateur.  Mais  il  est  à  reinarc|aer  t|iie 
le  ([uolient  de  deux  fonctions  continues  peut  être  discontinu  pour 
une  racine  du  dénominateur,  tout  en  restant  Lorné.    Par  exemple, 

le  (|uotlent        /      tend  \ers  :jz  i.  suivant  que  x  tend  vers  zéro  par 

valeurs  positives  ou  par  valeurs  négatives. 

Etant  donnés  dans  un  plan  deux  axes  de  coordonnées  Ox  et  Oy, 
et  un  trait  continu  C,  dont  on  regarde  l'épaisseur  comme  négli- 
geal)le,  si  une  parallèle  à  Oj' ne  peut  rencontrer  ce  trait  C  en  plus 
triin  point,  l'ordonnée  y  d'un  point  M  de  il  est  ^ine  fonction 
continue  de  l'abscisse  du  même  point  M.  Soit  y  =  f(^x)  celte 
fonction  continue;  on  dit  que  la  courbe  C  représente  la  fonc- 
tion y"(x).  Mais,  inversement,  toute  fonction  continue  n'est  pas 
siisceplible  d'une  représentation  grapliique  de  cette  espèce.  On  a 
démontré,  en  effet,  qu'il  existe  des  fonctions  continues  ayant  une 
infinité  de  maxima  et  de  minima  dans  tout  inten'alle.  Or  il  nous 
est  évidemment  impossible  de  nous  figurer  un  Irailconlmu  présen- 
laiit  une  infinité  d'oscillations  enlre  deux  ordonnées  quelconques, 
aussi  rapprocbées  qu'elles  soient.  Ceci  nous  montre  que  la  repré- 
sentation grajihique,  qui  est  un  excellent  moyen  d'induction  pour 
découvrir  les  propriétés  des  fonctions  continues,  ne  saurait  fournir 
de  démonstration  rigoureuse  tle  ces  propriétés. 

8.  Propriétés  des  fonctions  continues.  —  En  s'appuyant  uni- 
quement sur  la  définition  de  la  continuité,  on  a  établi  un  certain 
nombre  de  théorèmes  sur  les  fonctions  continues  auxquels  il  sera 
fait  constamment  appel  dans  la  suite. 

Théorème  A.  —  Soient  f[x)  une  fonction  continue  dans  l'in- 
tei-%'alle  {a,  b),  et  e  un  nombre  positif  arbitraire.  On  peut  tou- 
jours décomposer  l'intervalle  (a,  b)  en  un  certain  nombre 
d' intervalles  partiels  tels  que,  pour  deux  valeurs  quelconques 
de  la  variable,  x'  et  x",  appartenant  à  un  même  intervalle 
partiel,  on  ait  toujours  \f{x')  — f{x")  \  <  e. 

,.                              ,,.           ••!      >            ■                ■      •              ■              a  -t-  b 
Supposons  en  ellet  qu  il   n  en  soit  pas  ainsi,  et  soit  c  =  ; 

l'un  au  moins  des  intervalles  («,  c),  (c,  6)  jouira  de  la  même  pro- 
priété que  (a,  b),  c'est-à-dire  qu'il  sera  impossible  de  le  décom- 
poser en  intervalles  partiels  satisfaisante  l'énoncé  du  théorème. 


Il  cinnriii:  i.  —  imiuidlktio.n. 

Désignons  par  («i,  6|)  ce  nouvel  intervalle  qui  esl  la  moitié 
de  (a,  b).  En  ojiérant  sur  [a,,  A,)  comme  on  a  opéré  sur  [a,  b),  et 
ainsi  de  suite  indéfiniment,  nous  formerons  une  suite  indéfinie 
d'inteivalles  (a,  b),  (a,,  b,),  («o,  b-j).  ...,  tlont  chacun  est  In  moitié 
du  précédent  et  qui  possèdejit  la  niéfuc  propriété  que  l'inter- 
valle primitif  (a,  b).  Quelque  grand  que  soit  >i,  on  peut  toujours 
trouMr  dans  l'intervalle  («„,  6„)  deux  nombres  x'  et  x"  tels  que 
\/[.r)  —  /(.r")|  soit  supérieur  à  s.  Les  nombres  a,  «,,  cio,  .••, 
(/„,  .  .  .  forment  une  suite  cioissante  et  sont  tous  inférieurs  à  b; 
donc  ils  tendent  vers  une  limite  ).  (  n"  5).  De  même  les  nombres  6, 
b,.  b-,,  .  .,  b„,  .  .  .  iorment  une  suite  décroissante  et  sont  tous 
supérieurs  à  a;  ils  tendent  donc  aussi  \ers  une  limite //.  D'ailleurs, 

la  dilTérence  b,, —  «„  = tend  vers  zéro  lorsque  n  croit  indé- 

■2"  ' 

flniment,  ce  qui  prouve  que  ),  ==  A. 

Su|)|)osons,  pour  fixer  les  idées,  (pie  ce  nombre  À  est  compris 
entre  «  et  b.  La  fonction  /^(x')  étant  continue  pour  x  =  ).,  on  peut 

trouver  un  nombre  Vj    tel   qu'on   ail   |y(y) — /(^^)|<"''   pourvu 

que  \x  —  Â|  soit  inférieur  à  7).  Ciioisissons  ensuite  n  assez  grand 
pour  que  rt„  et  b„  dlflérenl  de  \  de  moins  dé  r,,  de  façon  que  l'in- 
tervalle (««,  b„)  soit  compris  dans  rinter\alle  (X  —  r,,  X  +  r,  )  ; 
.r'  et  x"  étant  deux  valeurs  quelconques  de  rintcrvalle  (fl„,  b„),  on 
aura  donc 

|/(.r') -/(),)  |<  |,  |/(.r")  -/().)!<  J. 

et  par  suite  \f{^')  — fi^")  |  <C  '•  La  supposition  dont  nous  sonunes 
partis  nous  conduit  à  une  contradiction.  Le  théorème  esl  donc 
exact. 

CnroUairc  I.  —  Soit  a,  Xt,  x-2,  .  .  -,  ■^p-i,  b  un  mode  de  sub- 
division de  l'intervalle  (a,  b)  en  p  intervalles  partiels,  satisfaisant 
aux  condilious  de  l'énonci'.  Dans  l'intervalle  (rt,  .^  ,  )  on  aura 

[./■(.^■)l<l/(«)i+', 

et  en  particulier  [/^(■^^'i  )  |  <  |/^('^)  |  +  s  ;  de  même,  dans  l'inter- 
valle {x,,  Xi),  on  aura 

l/(^)l<l7(.'^.)!  +  £ 
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el  a  fortiori  |/(  x)  \  ■<  |/(«)  |  ^-  2£.  En  particulier,  pour  x  =  x-,, 

i.A^2)i<i/(«:)i-4-2E, 

01  ainsi  desiiile.  Pour  le  dernier  intervalle,  on  obtiendra  l'inéga- 
lité \f(x)\  <  |/(^p-i)  l^-î  <  |/(«)|  +/5Î-  On  voit  que  la  valeur 
absolue  de  /(x)  dans  l'intervalle  (a,  h)  reste  toujours  inférieure 
i»  |/<  "  '  I  -r-  />î-  Tonte  fonction  continue  dans  un  intervalle  («,  b) 
est  donc  bornée  dans  cet  intervalle. 

Corollaire  II.  —  Imaginons  qu'on  ait  décomposé  l'intervalle 
{a.  b)  en  p  intervalles  partiels  (a,  x,),  [x,.  x-2).  ..-,  {Xp^,.  b).  tels 

qu  ou  ait  ton  jouis  |/'(.r') — ./ ' -^^  )  1  \  .'  poui"  deux  valeurs  quel- 
conques de  X  appartenant  à  un  même  intervalle.  Soit  /;  un  nombre 
positif  plus  petit  que  toutes  les  différences  x,  —  a.  x-,  —  x,,  .  .  . , 
b  —  Xp_i.  Prenons  deux  nombres  quelconques  compris  entre  a 
et  b.  tels  qu'on  ail  \x' — x"]  <  "'n  et  cherchons  une  limite  supé- 
rieure de  \f{x') — f(x'')\.   Si  les  deux  nombres  x',  x°   tombent 

dans    un    même   intervalle    partiel,    on   a    \f(x') — f{^")\<^-' 

Dans  le  cas  contraire,  x'  et  x"  appartiennent  à  deux   intervalles 

consécutifs,    et   il   est  clair   qu'on   a  \f{x') — /(  i  ")  |  <  a  -  =  î. 

Donc,  à  tout  nombre  positif  z  on  peut  faire  correspondre  un 
autre  nombre  positif  r^  tel  que,  x'  et  x"  désignant  deux  nombres 
de  l'intervalle  {a,  b),  on  ait  |/(.r')  — f{x")  \  <  s,  toutes  les  fois 
qu'on  a  \  x' —  x  \  <  y,.  On  exprime  aussi  cette  propriété  en  disant 
que  la  fonction  f(.T)  est  uniformément  continue  dans  l'inter- 
valle («.  b). 

Théorème  B.  —  L  ne  fonction  f(x)  continue  dans  l'inter- 
valle {a,  b)  prend  au  moins  une  fois  toute  valeur  comprise 
entre  f  (a)  etf(b),  pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  b. 

Prenons  d'abord  un  cas  parliculier.  Supposons  quey(a)  el  fib) 
soient  de  signes  contraires,  par  exemple  qu'on  aity(«)<;o, 
yi  6)>o,  Nous  allons  montrer  qu'il  existe  au  moins  une  valeur 
de  X  comprise  entre  a  et  b  pour  laquelle /(.r)  =  o.  En  effet, /(ar) 
est  négatif  aux  environs  de  a  et  positif  aux  environs  de  b;  consi- 
dérons l'ensemble  des  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  b  qui 
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rendent  la  fonction  _/( a")  positive  et  soit  A  la  borne  inférieure  de 
cet  ensemble  («  <[).<;  6).  D'après  la  définition  même  de  la  borne 
inférieure,  /(A  —  II)  est  négatif  ou  nul,  pour  toute  valeur  positive 
de  h;fQ.)  qui  est  la  limite  de/(À  —  h)  est  donc  aussi  négatif  ou 
nul.  D'un  autre  côté,  on  ne  peut  avoir  y(X)  <  o.  Supposons  en 
effet /"(a)  =  — m.  ««  él;nit  un  nombre  posilif.  La  fonction  y  (a?) 
étant  continue  pour  ^  =  A,  on  peut  trouver  un  nombre  vi  tel  qu'on 
ait  |/(a")  — /(a)  !<</«,  lorsqu'on  a.  \x  —  ).  ]  <[t,  ;  la  fonction /(x) 
serait  donc  négative  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  ). 
et);  +  y,,  et  "k  ne  serait  pas  la  borne  inférieure  des  valeurs  de  x 
rendant  la  fonction  positive.  On  a  donc/(),)  =  o. 

Soit  maintenant  N  un  nombre  compiis  entre  f(f()  et  J\b).  La 
fonction  conliaiip  '^(x)  =f{x)  —  N  prend  des  valeurs  de  signes 
contraires  pour  x  :=  a  el  pour  x  =  b.  Donc,  d'après  le  cas  particu- 
lier qui  vient  d'être  traité,  elle  s'annule  au  moins  une  fois  dans 
l'intervalle  («,  b). 

Théorème  C.  —  Toute  fonction  continue  dans  un  inlei- 
valle  (a,  b)  atteint  ou  moins  une  fois  sa  borne  supérieure  et  sa 
borne  inférieure. 

D'abord  toute  fonction  continue  restant  finie,  comme  on  l'a  déjà 
démontré,  admet  une  borne  supérieure  M  et  une  borne  inférieure/». 
Démontrons,  par  exemple,  qu'on  a  f{x)  =  M  pour  une  valeur 
de  X  au  moins  dans  l'intervalle  (a,  b). 

Soit  c  =  ;  la  borne  supérieure  de  J(x)  est  égale  à  M  pour 

l'un  au  moins  des  intervalles  (a,  c),  (c,  b).  Remplaçons  (rt,  b)  par 
ce  nouvel  intervalle,  sur  lequel  nous  recommencerons  l'opération, 
et  ainsi  de  suite.  En  raisonnant  comme  on  l'a  déjà  fait  tout  à 
l'heure,  nous  formerons  une  suite  indéfinie  d'intervalles  (a,  6), 
(«1,  6|),  (a-,,  b.>),  ...  dont  chacun  est  la  moitié  du  précéileni,  la 
borne  supérieure  de  f{x)  dans  chacun  de  ces  intervalles  étant 
toujours  égale  à  M.  Soit  \  la  limite  commune  des  deux  suites  o, 
a,,  ...,  a„,  ...  et  b,  6,,  ...,  b,,,  ...;  /(X)  est  égal  à  M^/Siippo- 
sons,  en  effet, /().)  ^  M  —  /(,  h  étant  positif;  ou  peut  déterminer 
un  nombre  posilif  Y)  tel  que,  x  variant  de  X  —  ■r\  a  X  +  Y),  f{x) 

reste  compris  entre  /{}•)  +  -  et  /(X )  —  —  et  soil,  par  conséquent, 
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inférieur  à   M .  Prenons  ensuite  /)   assez  grand  pour  que  «„ 

et  b„  différent  de  leur  limite  À  de  moins  de  rj  ;  l'intervalle  («„,  b,,') 
sera  compris  dans  l'intervalle  ().  —  r,,  \ -{-  r^).  La  borne  supérieure 
de  f(x)  dans  l'intervalle  {a„,  b„)  ne  pourrait  donc  être  égale  à  M. 
En  rapprochant  ce  théorème  du  précédent,  on  en  conclut 
qvC une  fonction  continue  dans  un  inter^xille  («,  b)  passe,  au 
moins  une  fois,  par  toute  valeur  comprise  entre  sa  borne  supé- 
rieure et  sa  borne  inférieure.  Le  théorème  A  peut  de  même 
s'énoncer  ainsi  :  Etant  donnée  une  fonction  continue  dans  l'in- 
ten-alle  (a,  b),  on  peut  le  décomposer  en  intervalles  partiels 
assez  petits  pour  que  l'oscillation  de  la  fonction  dans  chacun 
d'eux  soit  moindre  c/ue  tout  nombre  positif  choisi  arbitrai- 
rement. L'oscillation  d'une  fonction  continue  est,  en  effet,  égale 
à  la  différence  des  valeurs  de/(x)  pour  deux  valeurs  particulières 
de  la  variable. 

Remarque.  —  JNous  supposons  toujours  qu'il  s'agit  d'un  iiiter- 
valle/erme  («,  b).  (>ette  condition  est  essentielle.  Par  exemple, 
la  fonction y(x)  =  i — x,  définie  dans  l'intervalle  o«t'é'/'<(o  <Cx^  i) 
qui  ne  contient  pas  la  limite  a:  =  o,  est  continue  jiour  toute  valeur 
de  X  dans  cet  intervalle.  La  borne  supérieure  est  M  ^  i,  et  f{x) 
n'atteint  pas  celte  valeur. 

9.  Fonctions  discontinues.  —  Soll  y  =  f{x)  une  fonction  dé- 
finie dans  un  intervalle  (a,  b).  Si  cette  fonction  n'est  pas  continue 
pour  une  valeur  Xq  comprise  entre  a  et  b,  le  point  Xst  est  dit  un 
point  de  discontinuité.  L'un  au  moins  des  deux  nombres_/(:ro-l-  s), 
/(j"o  —  e),  où  l'on  suppose  î>  o,  ne  tend  pas  vers/(X(,),  lorsque  e 
tend  vers  zéro.  On  dit  que  Xa  est  un  point  de  discontinuité  de 
première  espèce  lorsque /(a^o-l-  î)  elf(xo —  s)  ont  l'un  et  l'autre 
une  limite  quand  £  tend  vers  zéro,  et  l'on  représente  ces  limites  par 
f(Xo-+-  o)  et/(j?o —  o)  respectivement.  Lorsque  ces  deux  limites 
f(x„-\-o),  f(xo  —  o)  sont  égales,  le  point.ro  ne  peut  être  un  point 
de  discontinuité  que  si  cette  valeur  limite  est  différente  de  f{xa)\ 
il  suffirait  dans  ce  cas  de  modifier  la  valeur  de  la  fonction  au 
point  Xa  pour  supprimer  la  discontinuité.  Mais  si  les  deux  nombres 
/(.TD-t-o)  et  /(xo — o)  sont  différents,  quelle  que  soit  la  valeur 
de  f{xa),  le  point  Xo  est  nécessairement  un  point  de  disconti- 

G.,  I.  3 


l8  CHAPITRE    1.    —    INTRODUCTION. 

nulle.  Ln  point  de  discontinuité  de  première  espèce  est  dit  régulier 
si  l'on  a 

/(■,r„  — o)  -4-y\j-„— o)_ 


Ci) 


fi^o) 


remarquons  que  celte  égalité  subsiste  |)Our  tout  point  Xf,  où  la 
fonction  est  continue.  On  verra  plus  loin  (n"  3^  i  des  exemples  de 
fonctions,  représentées  par  des  séries,  qui  ont  des  points  de  dis- 
continuité de  cette  espèce. 

Soit  r=y(.r)  une  fonction  n'avant  dans  un  intervalle  (rt,  b) 
qu'un  nombre  fini  de  points  de  discontinuité,  tous  de  première 
espèce,  et  qu'un  nombre  fini  de  niaxima  et  de  minima.  La  courbe 
représentée  par  l'équation  i  =/(.<')  se  compose  de  plusieurs  traits 


continus,  ne  se  rejoignant  pas,  tels  que  AC,  CD,  D'B;  la  valeur 
de jK,  qui  correspond  aux  abscisses  c  et  cl  des  points  de  disconti- 
nuité, peut  être  quelconque.  Si  ces  points  de  discontinuité  sont 
réguliers,  les  points  milieux  des  segments  CC,  DD'  doivent  être 
considérés  comme  faisant  partie  de  la  courbe  représentative.  La 


fonction  citée   plus  luiut   )■ 


I  si  11  .r 


serait  représentée  par  deux 


traits  continus  aboutissant  respectivement  aux  deux  points  d'or- 
données -f-  1  et  —  1  sur  l'axe  Oy. 

Si  ^0  est  un  point  de  discontinuité  de  seconde  espèce,  l'un  au 
moins  des  nombres  /(j^u+s),  /{x^ — s)  ne  tend  vers  aucune 
limite  lorsque  le  nombre  positif  s  tend  vers  zéro.  Si,  par  exemple, 
f(Xo-\-  s)  ne  tend  pas  vers  une  limite,  il  y  aura  encore  à  distinguer 
deux  cas  possibles,  suivant  quey( .»•„-!- î)  augmente  indéfiniment 
on  non  en  valeur  absolue. 

Considérons  une  fonction  /(x)  définie  analytlquement,  jjar 
exemple  au  moyen  d'un  nombre  fini   de  symboles  élémentaires; 
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celte  fonction  est  en  général  une  fonction  continue,  mais  il  peut 
arriver  que,    pour  certaines   valeur»  de  la   variable,   la  définition 

devienne  illusoire.  Prenons  par  exemple  la  fonction  /(-i^)  =  - — — > 

qui  est  continue  pour  toute  valeur  Xo  jz^  o;  ce  symbole  n"a  aucun 
sens  pour  x  =  o.  Mais,  lorsque  x  tend  vers  zéro,  /{x)  tend  vers 
l'iinilé,  et  il  est  naturel  de  posery(o)  =  i . 

Prenons  au  contraire  la  fonction  fix)  = oui  est  continue 

pour  toute  valeur  Xo  de  x,  différente  de  a.  L'opération  qu'il  faut 
effectuer  pour  déduire  la  valeur  de  y  de  la  valeur  de  x  n'a  plus 
aucun  sens  lorsqu'on  donne  à  .r  la  valeur  a;  mais  nous  remarquons 
que,  lorsque  x  a  une  valeur  très  voisine  de  a,  y  est  très  grand  en 
valeur  absolue  et  positif  ou  négatif,  suivant  que  .r  est  plus  grand 
ou  plus  petit  que  a.  Lorsque  la  différence  x  —  a  diminue  de  plus 
en  plus,  la  valeur  absolue  de  r  augmente  indéfiniment,  de  façon  à 
devenir  supérieure  à  tout  nombre  donné  à  l'axance.   On  exprime 

ce  fait  d'une  façon  abrégée  en  disant  que  la  fonction est 

"  ^  3-  —  « 

infinie  pour  x=^a.  Il  est  évidemment  impossible  de  rétablir  la 
continuité  pour  x^a.  quelle  que  soit  la  valeur  que  l'on  con- 
vienne de  prendre  poury'(a). 

Prenons  encore  la  fonction  j'  =  sin  -•  Lorsque  .r  tend  vers  zéro, 
—  aiiomenle  indéfiniment  et  r  ne  tend  \ers  aucune  limite,  tout  en 

restant  compris  entre  — i  et  ^i;  l'écjuation  sin  -  ^  A,   où  l'on 

suppose  I  A.  I  <<  I ,  admet  toujours  une  infinité  de  racines  comprises 
entre  o  et  e,  aussi  petit  que  soit  s.  Quelle  que  soit  la  valeur  cjue 
l'on  convienne  de  prendre  pour  y  lorsqu'on  suppose  x^o,  la 
fonction  y  est  discontinue  pour  o;  =  o,  et  a  en  ce  point  une  dis- 
continuité essentielle. 

Dans  les  exemples  précédents,  on  voit  directement  comment  se 
comporte  la  fonction  dans  le  voisinage  de  la  valeur  singulière 
de  x.  Mais  il  n'en  est  pas  toujours  ainsi.  Supposons,  pour  fixer 
les  idées,  qu'on  ait  une  fonction  F(jr),  définie  par  son  expression 
analytique,  pour  toute  valeur  de  x  supérieure  à  un  nombre  fixe  «, 
et  qu'on  veuille  reconnaître  si  F(a')  tend  vers  une  limite  lorsque  x 
tend  vers  +  so.  Si  l'expression  analytique  de  F(x)  ne  permet  pas 
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de  le  reconnaître  directement,  on  peut  dans  bien  des  cas  lever 
le  doute  au  moyen  de  la  proposition  suivante  : 

Pour  que  F(.r)  tende  vers  une  limite  lorsque  x  tend  vers  -+-  oc, 
il  faut  et  il  suffit  que  la  différence  F(p)  ~F(q)  tende  vers 
zéro  lorsque  les  deux  nombres p  et  q  augmentent  indé/i/iiment, 
indépendamment  l'un  de  l'autre. 

En  termes  plus  précis,  pour  que  V(x)  ait  une  limiic,  il  faut  et 
il  suffit  qu'à  tout  nombre  positif  £  on  puisse  faire  correspondre  un 
autre  nombre  A  tel  que  la  valeur  absolue  de  la  différence  F(/;)  —  F[q) 
soit  inférieure  à  s,  lorsque  chacun  des  deux  nombres  p,  q  est 
supérieur  ou  au  moins  égal  à  A. 

La  condition  est  nécessaire.  Si  F(x)  tend  vers  une  limite  L,  il 
existe  un  nombre  A  tel  que,  pour  toute  valeur  de  x5  A,  la  valeur 
absolue  de  la  différence  F(a:)  —  I,  est  inféiieure  à  -•  Si  p  el  q 
sont  deux  nombres  quelconques  supérieurs  à  A,  la  valeur  absolue 
de  la  différence  F(p)  —  F(y)  sera  donc  inférieure  à  z. 

La  condition  est  suffisante.  En  effet,  considérons  la  suite 

F(,(),     F(a  +  i),      ••■,     F(n  +  /i),      .... 

où  n  est  un  nondjre  entier  positif.  Celle  suite  est  convergente.,  car 
la  différence  ¥  [a -\- ti -\- k)  —  F(a+«)  sera,  c[uel  que  soit  le 
nombre  positif /f,  inférieure  en  valeur  absolue  à  e,  pourvu  que  a-\-  n 
soit  supérieur  à  A  (n°  5).  Donc  F(rt  +  n)  lend  vers  une  limite  L 
lorsque  le  nombre  entier  n  augmente  indéliniment.  Considérons 
mainlenaut  un  nombre  quelconque  jc,  et  soil  n  un  nondjre  entier 
positif,  tel  ipie  a  +  n  soit  au  plus  égal  à  ./•,  mais  supérieur  à  j:  —  i  ; 
on  peut  écrire 

F(.r;i  — L  =  F(a:)  — F(rt  +  /0  +  [F(a  +  7t)—  L]  ; 

lorsque  x  croit  indéfiniment,  il  en  est  de  même  de  a  -\-  n,  el  les 
deux  différences,  qui  figurent  dans  le  second  membre  de  l'égalilé 
précédente,  tendent  vers  zéro  :  F(j?)  a  donc  pour  limite  L. 

De  même,  pour  qu'une  fonction  F(^j^')  lende  vers  une  limite 
lorsque  x  tend  vers  a,  en  restant  supérieur  à  «,  par  exemple,  il 
faut  et  il  suffit  que  la  différence  F{p)  —  F(y)  tende  vers  zéro, 
lors(|ue  les  deux  nombres  p  et  q,  supposés  plus  grands  que  «, 
tendent  vers  «,  indépendamment  l'un  de  l'autre. 
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10.  Fonctions  monotones.  —  L  ne  foncllon  /(j").  définie  dans 
un  intervalle  [a,  b),  est  dite  monotone  dans  cet  inlervalle  si,  .r, 
et  ^2  étant  deux  nombres  quelconques  appartenante  l'intervalle, 
le  produit 

(x,-x,)[/(>o)-/(:>7,)] 

a  toujours  le  même  signe.  La  fonction  est  c?-ois!ianle  si  ce  pro- 
duit est  positif  ou  nul.  quels  que  soient  x,  et  x^:  elle  est  décrois- 
sante si  reproduit  est,  au  contraire,  négatif  ou  nul.  quels  que 
soient  .r,  et  x^- 

Si  nous  supposons  Xn^x,,  la  dillérence  /"(a'2) — /i-^t)  est 
positive  ou  nulle  pour  une  fonction  croissante  et  négative  ou  nulle 
pour  une  fonction  décroissante.  Lorsqu'une  fonction  monotone  a 
la  même  valeur  pour  x  =  J7,  et  pour^^:r2,  elle  conserve  la  même 
valeur  dans  tout  l'intervalle  (x,,  x-i).  Une  fonction  monotone  peut 
avoir  des  points  de  discontinuité  eu  nombre  quelconque  dans  lin- 
tervalle  (a.  b),  mais  tous  ces  points  de  disconlinuilé  sont  de  pre- 
mière espèce.  Considérons,  par  exemple,  une  fonction  croissante 
et  soit  j"o  un  point  de  discontinuité.  Lorsque  s  tend  vers  zéro,  en 
restant  positif,  /{xg  —  s)  ne  peut  décroître;  d'ailleurs  il  reste 
toujours  ^f(b).  Donc  /{Xa — s)  a  une  limite  f(xe — o),  et  l'on 
verrait  de  même  que/(a;o  +  î)  a  une  limite/(  j»  +  o).  Soit  .To  un 
point  quelconque.  Comme  on  a  toujours  y"(a;o — ')=fi^o+')i 
on  en  conclut  qu'on  a  aussi  /{x^ — o)^y"(Xo+o).  Lorsque 
/{xo — o)  =y"(xo-l- o),  on  a  forcément /"(a^o)  ^/(^o — o)  et 
la  fonction  est  continue  au  point  Xg-  Mais,  si  /{xg —  o)  est  infé- 
rieur à  /(xo-\-  o),  f{Xg)  peut  être  un  nombre  quelconque  com- 
pris entre /"(.ro —  o)  et  f{xg-\-o). 

Remarque.  —  H  }'  a  quelquefois  lieu  de  distinguer  une  fonc- 
tion croissante  d'une  fonction  qui  va  constamment  en  croissant. 
Nous  appelons  ainsi  une  fonction /(.r)  telle  que,  si  l'on  a  .2:2  >-  a?) , 
on  ait  aussi /(.r2)  >/(a:,  ),  le  signe  ^=^  étant  exclu.  On  définit 
de  même  une  fonction  qai  va  constamment  en  décroissant. 

11.  Fonctions  à  variation  bornée.  —  Soii  f(x)  une  fonction  bornée 
dans  un  intervalle  (a,  b),  où  a  <^b.  Partageons  cet  intervalle  en  inter- 
valles partiels  au  moyen  de  nombres  croissants  x^,  x,,  . . .,  x,i-\, 

ar„  =  a  <  a",  <  ^2  <  . . .  <  x„-x  <  a-„  =  è. 
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et  posons 

(4  )      '■  =  \f{x,)-f(a)  I  +  \f(x.)  -/(n)  I  H-.  . .+  |,A^  1  -/i^,,-,  I  |. 

A  chaque  division  de  l'intervalle  (a,  b)  correspond  ainsi  un  nombre  l'iio 
qu'on  appelle  la  variation  àe  f{x)  pour  celte  division,  Si  l'ensemble  des 
nombres  c,  qui  correspondent  à  tous  les  systèmes  de  division  possibles, 
est  un  ensemble  borné,  on  dit  que  la  fonction  y( a?)  est  à  variation  bornée 
dans  l'intervalle  (a,  b).  La  borne  supérieure  V  des  nombres  c  s'appelle  la 
variation  totale  de  la  foncliony(a:)  dans  cet  intervalle.  L'introduction  de 
cette  classe  importante  de  fonctions  est  Jue  à  M.  Jordan. 

Toute  fonction  monotone  est  évidemment  à  variation  bornée,  car  toutes 
les  dilTérences  y(a",)  —  /(r/-))  sont  de  même  signe.  Il  résulte  aussi  de  la 
définition  que  la  somme  de  deux  fonctions  à  variation  bornée  est  aussi 
une  fonction  à  variation  bornée.  Sïf(x)  est  à  variation  bornée  dans  l'in- 
tervalle (a,  b),  elle  sera  aussi  à  variation  bornée  dans  tout  intervalle  («i,  ii) 
intérieur  au  premier  et  en  particulier  dans  l'intervalle  (a,  .)),  .v  étant  un 
nombre  quelconque  compris  entre  a  et  b. 

Soit  jD  la  somme  de  celles  des  différences /(ar,)  — f(Xi-,)  qui  sont  posi- 
tives, et  —  n  la  somme  de  celles  de  ces  différences  qui  sont  négatives.  On 
a  évidemment 

r  =/)-!-«,         /(è) —/(«)  =/>  —  «, 
et  par  suite 

r  =  ■ip-^fia)-f(b),         <•  =  m  +f{b)-f(a). 

Si  la  fonction  f{x)  est  à  variation  bornée,  l'ensemble  des  nombres  p  et 
l'ensemble  des  nombres  n,  pour  toutes  les  divisions  possibles  de  l'inter- 
valle, sont  donc  aussi  des  ensembles  bornés.  Soient  P  et  N  les  bornes  supé- 
rieures de  ces  deux  ensembles  qu'on  appelle  aussi  l'ariation  totale  posi- 
tive et  variation  totale  négative.  Entre  les  nombres  V,  P,  N  on  a,  d'après 
ce  qui  précède,  les  relations 

V  =  2P+/(a)— /(6),         V  =  2N+/(6)— /(a). 

Appelons  de  même  \{x),  P(a-),  Nfx}  les  trois  variations  totales  dans  l'in- 
valle  {a,  .r),  x  étant  compris  entre  a  et  b.  D'après  leur  définition  même, 
ces  trois  fonctions  V(a7),  P(a7),  N(a:)  sont  des  fonctions  croissantes;  il  est 
évident  en  effet  que  V(x)  et  ^{x)  ne  peuvent  décroître  quand  x  aug- 
mente. Entre  les  fonctions /(x),  \  (x),  P(a^),  Nfx)  on  a  toujours,  quel 
que  soit  x,  les  deux  relations 

(5)  V(x)  =  2P(.r;-)-/(a)-/(.r),         V(a-)  =  2N(a: j +/(x) -/(a), 
d'où 

(6)  /(r)=/(«)-t-P(:.r)-N(a;). 
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Les  deux  fonctions /(«) -4-  P(x)  et  IV(^)  étant  croissantes,  on  en  coiiclnl 
que  toute  fonction  à  variation  bornée  est  la  différence  de  deux  fonc- 
tions croissantes.  Cette  propriété  pourrait  être  prise  pour  définition  ;  en 
elTet,  la  différence  de  deux  fonctions  croissantes  est  égale  à  la  somme  d'une 
fonction  croissante  et  d'une  fonction  décroissante,  c'est-à-dire  de  deux 
fonctions  à  variation  bornée.   Elle  esl  donc   elle-même  à  variation  bornée. 

Si  l'on  ajoute  aux  deux  fonctions  croissantes  Vix),  j\(x)  une  fonction 
croissante  quelconque  o(.<-),  les  deux  fonctions  V^ix),  Ni(x)  ainsi  obtenues 
sont  aussi  des  fonctions  croissantes  et  leur  différence  n'a  pas  changé;  on 
voit  donc  que  toute  fonction  à  variation  bornée  peut  être  considérée, 
d'une  infinité  de  manières,  comme  la  différence  de  deux  fonctions  crois- 
santes. Une  fonction  monotone  n'ayant  que  des  points  de  discontinuité  de 
première  espèce,  il  en  est  de  même  de  la  somme  de  deux  fonctions  mono- 
tones; par  suite,  toute  fonction  f(  x)  à  variation  bornée  n'a  que  des 
points  de  discontinuité  de  première  espèce. 

Comme  exemple  de  fonction  à  variation  non  bornée,  reprenons  la  fonc- 
tiony(:r)  =  sin— ■  en  convenanl  de  posery(o)  =  o.  La  variation  totale  de 
cette  fonction  dans  rinlervalle  compris  entre  les  inverses  des  deux 
nombres  -et  n~ -r-  -  est  égale,  comme   il   est  facile  de  le  voir,  à  m.   La 

2  2 

fonction  esl  donc  à  variation  illimitée  dans  l'Intervalle  (o,—  1;  ce  qui 
résulte  aussi  de  ce  fait  que  r  =  o  est  un  point  de  discontinuité  de  seconde 
espèce. 

Considérons  maintenant  en  particulier  une  fonction  continue  /(x)  à 
variation  bornée  (').  Lorsque  le  nombre,  n  augmente  indéfiniment,  de 
façon  que  la  valeur  maximum  À  des  différences  x; — x,-i  tende  vers 
séro,  le  nombre  v  a  pour  limite  la  variation  totale  \ . 

La  démonstration  repose  sur  la  remarque  suivante.  Su|)posons  qu'on 
subdivise  chacun  des  intervalles  (a,  x^),  (x^,  x-,),  ...  en  intervalles  plus 
petits  par  de  nouveaux  points  de  division,  et  soit 


yu      Vi.     ...,     yk-\,     Ti,     .K/.+IJ      ■■■,     yi-x^     -r-i,    .rz+i, 


b 


la  nouvelle  suile  obtenue;  le  nouveau  mode  de  subdivision  est  dit  consé- 
cutif aa  premier.  Soit  v'  le  nombje  analogue  à  c  pour  celte  nouvelle  divi- 
sion. On  a  évidemment 

|/(x,)-/(«)  I i l/f^, ) -/(rA-i)K- ••+!/( J'i)     -/(«)  I' 
|i/(x,)  -/(x.)  I  %  \f{x,)  -f(y,-i  )  1  +. . .+  Ifir/.-^,  )  -/(^.  )  I, 

et  par  suite  v  1  v' . 

(')  Une  fonction  continue  n'est  pas  nécessairement  à  vjrialion  bornée.  La 
icinction  continue  citée  plus  loin  (n'SS)  esl  à  variation  illimitée  dans  tout 
inlervalle. 
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Cela  posé,  soient  V  la  borne  supérieure  des  nombres  p  et  j  un  nombre 
positif  quelconque.  D'après  la  définition  même  du  nombre  V,  il  existe  une 
suite  de  nombres  croissants 

a  Ca\<(ii<-  ■  ■<  ctp-,  <  b. 
tels  que  le  nombre  l'o, 

co  =!/(  <7, ) -/(a)  I -H  |/(  as) -Aa, )!--...+ 1/(6) -/(a„_,)L, 

soit  supérieur  à  V  —  -■  Soil  /.  un  nombre  positif  plus  petit  que  toutes  les 

différences  a,  —  a,  aj — a,,  ...,  b  —  fl/j-i.  Considérons  une  division  quel- 
conque de  l'intervalle  {a,  b)  en  intervalles  partiels  moindres  que  À  par  des 
nombres  croissants  a,  .r,,  j\,  .  .  .,  x„-t,  b,  et  soit  c  la  variation  corres- 
pondante. Rangeons  maintenant  tous  les  nombres  x,  et  «,  par  ordre  de 
grandeur  croissante;  nous  obtenons  une  nouvelle  division  de  l'inter- 
valle (a,  b)  qui  est  consécutive  aux  deux  premières,  et  par  suite  la  varia- 
tion correspondante  i''  est  supérieure  ou  au  moins  égale  à  r»  et  à  v. 

Cherchons  une  limite  supérieure  de  (' — c.  On  passe  de  la  division  qui 
donne  c  à  la  division  qui  donner'  en  décomposant  quelques-uns  des  inter- 
valles tels  que  {3-/—i,x,}  en  deux  intervalles  plus  petits  au  moyen  de  l'un 
des  points  a,,  a»,  .  .  .,  fl/i-i.  Le  nombre  total  des  intervalles  qu'on  décom- 
pose ainsi  en  deux  est  au  plus  égal  à  p  —  i,  et  l'on  a 

"'  -  "  =2 1 1/(^')  -/(«A-  )  I  -+-  [fiai  )  -fi  :r,_,  )  |  -  l/(^,  )  -/(x,_,  )  |  ] , 

le  signe^  étant  étendu  à  tous  les  intervalles  (.r,_i,  .r,)  tels  qu'entre  x,_i 

et  Xi  se  trouve  un  des  points  a/.-.  Soit  w  la  valeur  maximum  de  l'oscillation 
de  /{t)  dans  chacun  des  intervalles  partiels  (a,  x,  i,  (xt,  .r.,),  ....  Il  est 
clair  que  la  différence 

l/ix.)  -/(«;;)  I  +  !,/(«/.■  )--/(x,_,)  i  -  \f(x,,  -f(x,-i)\ 

est  au  plus  égale  àjw,  etpar  conséquent  v'  —  f  es  tau  pi  us  égale  à  i{p  —  i)(u. 
La  fonction /(a-)  étant  continue,  soit  r,  un  nombre  positif  tel  que,  dans 
tout  intervalle  partiel  d'amplitude  inférieure  à  r,.  l'oscillation  de  /(x)  soit 

inférieure   à  — -^^ •   Si  la  valeur  maximum   À    des  différences  xi  —  a,, 

i  '  />  —  I  ) 

x,^  Xi,  . .  . ,  b  ^x,i-<  est  inférieure  à  r,  on  aura  d'après  cela  v' —  c  <  -• 

2 

D'ailleurs,  nous  pouvons  écrire  la  différence  \  —  i-, 

\  —  (•  =  V  —  ('o-t-  (f' —  «'  '  —  (  i'' —  Cl  ), 

et  par  conséquent  on  a  V  —  t' <  e  ;  comme  r  ne  peut  être  supérieur  à  \', 
V  a  donc  pour  limite  \'. 
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Ce  théorème  permet  de  démontrer  que  la  fonction  \{x),  qui  repré- 
sente la  variation  totale  de  f{x)dans  V intervalle  (  a,  .r ',  est  nne  fonc- 
tion continue  de  x. 

Soient  Xi,  une  valeur  de  .r  comprise  entre  "  ot  b,  et  a,  y\.  >•>,  .  .  .,_Kni 
Xij  une  suite  de  nombres  croissants;  V(a'(j)  est  la  limite  de  la  variation 

'■  =  l./Xn  )  -/(«)  I  -I-  l,/'<.r2  I  -/(  J'i  )  I  ^--  ■  . 

-  l/(r« '  -fKy.-^^  I  +  l/(-'-c. ) -/( v„) |. 

La  somme  de  tous  les  termes,  sauf  le  dernier,  ne  peut  dépasser  V(j)'„  )  ni 
par  suite  V(.r„  —  o  ),  puisque  V(.ri  est  une  fonction  croissante.  On  a 
donc 

,.<V(.r„_oi  +  |/(.r„,-/,r„i|; 

or/' (  Xss)  — f  \y  II)  tend  vers  zéro  puisquey"(  x  )  est  continue.  La  limite  \  (  a-j  ) 
de  V  ne  peut  donc  dépasser  V(a'o — o);  comme  la  fonction  V(3'j  est  crois- 
sante, on  a  nécessairement  V(3-o)  =  y (xt, —  o  ). 

Pour  démontrer  qu'on  a  aussi  Vf.ro )  =  \  f.ro-i-  o),  posons 

h~x=y,         \\(y)  =  \{h)  —  \ix); 

Vi(j>')  représente  la  variation  totale  de  la  fonction  /"( 6 — y')  dans  l'inter- 
valle (o,  _^j.  On  a  donc  \\{y!,)-=.'S ^(y^  —  o),  d'après  ce  qui  vient  d'être 
démontré,  et  par  suite  V(a-o)  =  V'(.ro-4-  o  ). 

La  fonction  A  (r)  étant  continue,  ainsi  quey(ar),  il  en  est  de  même  des 
deux  fonctions 

P(-^'i  ^  \'{x)^f^x)—f{a)  ^  yi.(x\=  ^''^)-fi^)^fi"\ 

'  1  '  r>. 

Donc  toute  fonction  continue  à  variation  bornée  est  la  différence  de 
deux  fonctions  continues  croissantes. 

Exemple.  —  Quand  une  fonction  continue  /'(.r)  n'a  qu'un  nombre  fini 
de  maxinia  ou  de  minima  dans  un  intervalle  (o,  b),  il  est  clair  qu'elle  est 
à  variation  bornée  dans  cet  intervalle.  Considérons,  pour  fixer  les  idées, 
une  fonction  y  (x)  croissante  de  a  à  a\,  décroissante  de  a\  à  a,,  croissante 
de  «2  à  b.  Prenons  les  deux  fonctions _/] (a;),  f^ix),  définies  comme  il  suit  ; 

i"  Dans  l'intervalle  (a,  a,)  :  f,(  x)  =f(x),  f^ix)  =  o; 

2°  Dans  l'intervalle  («,,  «2)  :  fi{x)  =f(at),  f^ix)  =f{a^)—f(x)\ 

3°  Dans  I  intervalle  («2,  6)  :    "\.       '      •'.,    \      •'         ■;      •'  ' 

(/2(^)=/(«l)— /(«2)- 

11  est  clair  que  les  deux  fonctions  y,  (ar)  elf^ix)  sont  continues  et  crois- 
santes dans  tout  l'intervalle  (a,  b),  et  leur  différence  est  égale  à/(.r).  On 
opérerait  de  la  même  façon,  quel  que  soit  le  nombre  des  maxima  et  des 
minima  dans  (a,  b),  pour  décomposer /(a^)  en  une  différence  de  deux 
fonctions  continues  croissantes. 
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Plus  généralement,  soit/(a?)  une  fonction  telle  qu'on  puisse  décomposer 
l'intervalle  (a,  b)  en  p  intervalles  partiels  dans  chacun  desquels  la  fonc- 
tion est  monotone,  la  fonction  n'ayant  que  des  points  de  discontinuité  ré- 
guliers, en  nombre  fini.  Le  procédé  précédent  permet  d'exprimer/(j;)  par 
la  différence  de  deu\  fonctions  croissantes  n'avant  elles-mèines  que  des 
points  de  discontinuilé  réguliers. 

12.  Fonctions  de  plusietirs  variables.  • —  On  dit  que  to  est  fonc- 
tion de  X,  y^  ;,...,  /  lorsqu'il  tout  système  de  valeurs  de  x.  y, 
z,  ...,  t  correspond  une  valeur  de  to.  Pour  fi-xer  les  idt-es,  sup- 
posons qu'il  Y  ait  deux  variables  indépendantes  x  et  y^  et  consi- 
dérons X  ç^V  y  comme  les  coordonnées  d'un  point  dans  un  jdan. 
A  tout  système  de  valeurs  de  x  et  dey  correspond  un  point  M,  et 
inversement.  Lorsqu'à  tout  point  M  pris  dans  une  certaine  région 
du  plan  correspq.nd  une  valeur  de  w,  on  dit  que  la  fonction 
w  =  /'(a;,  jk)  est  définie  dans  celte  région,  qu'on  appelle  en  général 
un  domaine  ou  un  champ. 

Un  domaine  A  peut  être  formé  par  la  portion  du  plan  inté- 
rieure à  une  courbe  fermée  C,  ou  par  la  portion  du  plan  limitée 
par  plusieurs  courbes  fermées,  une  courbe  extérieure  C  et  une  ou 
plusieurs  courbes  intérieures  C,  C",  ....  Les  courbes  C,  C,  C",  ... 
forinent  la  frontière  de  ce  domaine;  nous  supposerons  en  général 
que  les  frontières  font  partie  du  domaine,  c'est-à-dire  qu'en 
chaque  point  de  C,  par  exemple,  la  fonction  to  a  une  valeur  déter- 
minée. Le  domaine  est  dit  alors  ye/v«e.  11  est  dit  connexe  si  l'on 
peut  joindre  deux  points  quelconques  de  ce  domaine  par  une  ligne 
brisée  située  tout  entière  dans  le  domaine. 

Une  fonction  to  =y(x,  t)  est  bornée  dans  un  domaine  A  si 
l'ensemble  des  valeurs  de  w  pour  tous  les  points  de  ce  domaine 
est  un  ensemble  borné.  On  définit  comme  plus  liant  (  n"  6)  les 
nombres  M,  ni  et  l'oscillation. 

Soient  (j^Q,  l'o)  les  coordonnées  d'un  point  M^  pris  dans  cette 
poFlion  du  plan.  On  dit  que  la  fonction  f{x,  y)  est  continue 
pour  le  système  de  valeurs  x„,  y^^  si,  à  tout  nombre  positif  t, 
on  peut  faire  correspondre  un  autre  nombre  positif -t],  tclquon 
ait 

|/(^o-H/i- J'i,^  A-i— /(a-o^o)l  <'-, 

à  la  seule  condition  qu'on  ait  |  /'  |  <  rj.  |  A-  [  <;  v-, . 

On  peut  interpréter  comme  il  suit  la  définition  de  la  continuité. 
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Imaginons  que  l'on  conslruise,  dans  le  plan  des  xy,  un  carré  de 
centre  Mo,  de  côté  égal  à  2"/),  etayant  ses  côtés  parallèles  aux  axes; 
le  point  M'  de  coordonnées  (:ro-l- A,  r'(i+ />)  est  à  l'intérieur  de 
ce  carré,  pourvu  qu'on  ait  |/(|<<V|,  |/i  |-</,-  Dire  que  la  fonc- 
lion  est  continue  pour  r^x^j,  y:zzzy„.  cela  revient  à  dire  qu'on 
peut  prendre  le  côté  de  ce  carré  assez  petit  pour  que  la  dilVérence 
des  valeurs  de  la  fonction  au  point  Mo  et  en  un  autre  point  quel- 
conque de  ce  carré  soit  moindre  que  t  en  valeur  absolue.  Il  est 
évident,  d'après  cela.  (|u'on  ))ourrait  remplacer  ce  carré  par  un 
cercle  de  centre  (x^,  yo)',  *^'ai',  si  la  condition  précédente  est  satis- 
faite pour  tous  les  points  situés  à  l'intérieur  d'un  carré,  elle  le  sera 
aussi  pour  tous  les  points  intérieurs  au  cercle  inscrit.  Inversement, 
si  la  condition  est  satisfaite  pour  tous  les  points  intérieurs  à  un 
cercle,  elle  l'est  aussi  pour  tous  les  poiuts  intérieurs  à  un  carii- 
inscrit  dans  ce  cercle.  On  pourrait  donc  définir  la  continuiti-  en 
disant  qu'on  peut  faire  correspondre  les  nombres  positifs  s  et  r,  de 
telle  façon  que  l'inégalité  y/A-  +  /i^  -<  /]  entraîne  l'inégalité 

De  même,  la  fonction /(a;,  y)  est  dite  con/iniic  en  un  poini  ni 
de  la  fronlière  si  la  valeur  de  co  en  un  point  voisin  «?'.  du  do- 
maine A,  tend  vers  la  valeur  de  co  en  m  larscjuc  la  distance  mm' 
tend  vers  zéro. 

Une  fonction y'(j",  y)  continue  en  tout  point  intérieur  à  un  do- 
maine A  et  en  tout  point  de  sa  frontière  est  dite  continue  dans  A. 
Il  existe  pour  les  fonctions  continues  dans  un  domaine  borné  A, 
limité  par  un  contour  fermé  C,  des  théorèmes  tout  à  fait  analogues 
à  ceux  qui  ont  été  démontrés  plus  haut  (n"  8). 

Etant  donné  un  nombre  positif  z,  on  peut  décomposer  la 
portion  A  du  plan  en  parties  plus  petites  de  telle  façon  cjue  la 
différence  des  valeurs  de  lo  pour  deux  points  (x,  y),  (x',  y') 
d'une  même  partie  soit  toujours  moindre  que  e. 

Nous  procéderons  toujours  par  subdivisions  successives,  de  la 
façon  suivante.  Imaginons  la  portion  A  du  plan  décomposée  par 
des  parallèles  à  l'axe  des  :r  et  à  l'axe  des  ^j',  la  distance  de  deux 
parallèles  voisines  étant  égale  à  o;  de  ces  portions  de  A,  les  unes 
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sont  des  carrés  de  côté  o  situés  tout  entiers  à  Tintérieur  de  C,  les 
autres  des  portions  de  carrés  limitées  en  partie  par  des  arcs  du 
contour  C.  Cela  posé,  si  la  proposition  énoncée  n'était  pas  exacte 
pour  la  portion  A,  il  en  serait  de  même  pour  une  au  moins  des 
nouvelles  portions  du  plan  A,  :  en  subdivisant  de  la  même  façon 
la  portion  A,  et  ainsi  de  suite,  on  formerait  une  suite  de  carrés  ou 
de  portions  de  carrés 

A.     A|,     .  ..,     A„,     ..., 

pour  lesquels  la  projjosition  énoncée  serait  inexacte.  La  por- 
tion A„  est  tout  entière  comprise  entre  deux  parallèles  x  ^  Uni 
X  =  bn  à  l'axe  des  y  et  entre  deux  -parallèles  y  =  c«,  y  =  dn  à 
l'axe  des  x.  Lorsque  /;  augmente  indéfiniment,  a„  et  b„  ont  une 
limite  commune  K;  c,,  et  (!„  ont  de  même  une  limite  commune  [a. 


y 
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Car  les  a„,  par  exemple,  ne  vont  jamais  en  décroissant  et  sont 
tous  plus  petits  qu'un  nombre  fixe.  Tous  les  points  de  A„  tendent 
vers  un  point  limite  M,  de  coordonnées  ().,  ja),  situé  à  Tintérieur 
du  contour  C  ou  sur  ce  contour  lui-même.  Le  raisonnement 
s'achève  comme  plus  haut  (n"  8);  si  le  théorème  énoncé  était 
inexact,  la  fonction /(,/-,  y)  ne  pourrait  être  continue  pour  a;  =  X, 
y  =  [J.,  contrairement  à  l'hvpotlièse. 

Corollaire.  —  Supposons  qu'on  ait  pris  les  parallèles  assez 
rapprochées  pour  que  la  diflerence  des  valeurs  de  to  pour  deux 
points  appartenant  à  une  même  partie  soit  moindre  en  valeur 
absolue  que-,  et  soit  rj  la  distance  de  deux  parallèles  voisines. 
Soient  {x,  i),  (j?',  y')  deux  points  pris  à  l'intérieur  ou  sur  le 
contour  C,   dont  la  distance  est  inférieure  à  7^.  Ces  deux  points 
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iippartiennenl  à  une  même  portion  de  A  ou  à  deux  portions  ayant 
un  sommet  commun;  dans  les  deux  cas,  la  différence 

/(^.  y)  —  f{x',y') 

ne  j)eut  être  supérieure  en  \aleur  aljsolue  'a  i  -  ^  t.  Donc,  à  tout 

nombre  positif  s.  on  peut  faire  correspondre  un  autre  nombre 
positif  T^  tel  qu'on  ait 

l/(^>.'-.)-/'^'.y)l<', 

pourvu  que  la  distance  de  deux  points  de  coordonnées  (^x.y) 
et  (x',y'),  pris  dans  A  ou  sur  le  contour  C,  soit  moindre  que  r,. 
En  d'autres  termes,  toute  fonction  continue  dans  A  est  uniformv- 
meiil  continue. 

De  la  proposition  précédente  on  déduit,  comme  plus  haut 
(n"  8),  que  toute  fonction  continue  dans  A  est  nécessairement 
finie  dans  A.  La  méthode  des  subdivisions  successives  permet  de 
démontrer  que  la  fonction  w  atteint  au  moins  une  fois  chacune  des 
valeurs  M  et  m  pour  des  points  à  l'intérieur  de  C  ou  sur  ce  con- 
tour lui-même.  Soient  a  un  point  pour  lequel  on  a  u  =  /»,  et  b  un 
point  pour  lequel  (1)  =  M.  Joignons  a  et  b  par  une  ligne  polygo- 
nale tout  entière  intérieure  à  C.  Lorsque  le  point  [x,y)  décrit 
celte  ligne,  (o  est  une  fonction  continue  de  la  longueur  de  la  ligne 
polygonale  comprise  entre  le  point  a  et  le  point  [x,  y)  ;  elle  passe 
donc  au  moins  une  fois  par  toute  valeur  a  comprise  entre  m  et  M 
(  n"  8).  Comme  on  peut  joindre  a  et  b  par  une  infinité  de  lignes 
polygonales,  on  voit  que  la  ionc\'iQVi.  f  {x ,  y)  prend  une  valeur  ;jl 
comprise  entre  m  et  M  pour  une  infinité  de  points  intérieurs  au 
Contour  i'j. 

11  est  clair  que  toute  fonction  continue  des  deux  variables  x.  y 
est  une  fonction  continue  de  chacune  des  deux  variables  prise  iso- 
lément, mais  la  réciproque  nest  pas  toujours  exacte. 

Prenons,    par   exemple,    la    fonction  f(x.y)   égale   à      ,,     '    , 

lorsque  lune  au  moins  des  valeurs  de  .r  et  de  _^  est  différente  de 
zéro,  et  posonsy(o,  o)  ^  o.  La  fonction  ainsi  définie  est  une  fonc- 
tion continue  de  x  lorsqu'on  suppose  y  constant,  et  inversement. 
Cependant  elle  n"est  pas  une  fonction  continue  des  deux  variables  x 
et  )',  pour  le  système  de  valeurs  x  =y  ^  o,  car,  si  le  point  (x,  y) 
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tend  vers  l'origine  en  restant  sur  hi  droite  y=^rnx.  la  fonc- 
tion  f(x,  y)   a  pour  limite    r.    et   cette    limite  est   variable 

avec  m.  Dans  cet  exemple,  il  serait  évidemment  impossiljlede  clioisir 
pour  /"(o,  o)  une  valeur  telle  que  la  fonction  /'(ic,  j')  fût  continue 
à  l'origine.  Il  n"eii  est  pas  de  même  ]50ur  la  fonction y(j;,  j')  égale 

lorsque  a:--'ry-  est  différent  de  zéro;  si  l'on  pose  en 


xy 


outre  /'O.  o)  =  o,    la  fonction    ainsi  définie   est    continue   pour 
x=y^o,  car  la  valeur  absolue  àe  f(x,  y)  est  inférieure  à  \x\. 
Toutes  ces  considérations  s'étendent  sans  difficultés  aux  fonc- 
tions d'un  nombre  quelconque  de  variables  indépendantes. 

13.  Courbes  continues.  —  Nous  avons  admis,  dans  ce  qui  pré- 
cède, qu'une  courbe  plane  fermée  C  décompose  le  plan  en  deux 
domaines,  un  domaine  intérieur  D,-  et  un  domaine  extérieur  Dp, 
tels  qu'il  est  impossible  de  joindre  un  [loint  de  D,  à  un  point 
de  D,,  par  une  ligne  brisée  n'ayant  aucun  point  commun  avec  C 
C'est  là  une  propriété  qui  est  bien  conforme  à  la  notion  intuitive 
de  courbe  fournie  par  la  Géométrie,  et  qu'il  est  d'ailleurs  facile 
d'établir  pour  les  courl)es  définies  par  une  propriété  géométrique, 
telles  que  l'ellipse. 

Mais,  pour  pouvoir  raisonner  d'une  laçon  jirécise,  il  est  néces- 
saire de  remplacer  cette  notion  un  peu  vague  empruntée  à  la  Géo- 
métrie par  une  définition  purement  analytique.  Soienty(<),  o(l), 
'^{t)  trois  fonctions  continues  d'une  variable  /;  l'ensemble  des 
points  dont  les  coordonnées  sont  données,  par  les  formules 

(7)  ■^■=f(t),      r  =  ?(0,       -  =  <!'(0, 

quand  on  fait  varier  /,  constitue  une  courbe  continue  T,  ou 
plus  simplement  une  courbe.  Supposons  que  les  trois  fonctions 
continues  y"(<),  »('),  '|'(0  admettent  la  période  m,  c'est-à-dire 
soient  telles  qu'on  ait,  c[uel  que  soit  t, 

(8)  /,/  +  (0)=/(7),  <{.(/  +  C0)  =  9(/),  .}(/-i-co)  =  ^(0; 

il  suffira  de  faire  varier  t  dans  un  intervalle  quelconque  [Ci,  a  -+-  to) 
d'amplitude  (o,  pour  obtenir  tous  les  points  de  la  courbe  F,  qui  est 
dite  une  courbe  fermée.  Nous  pouvons  évidemment  supposer  to 
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positif:  nous  supposons  en  oulre  que  c'est  le  plus  petit  nombre 
posilit'  satisfaisant  aux  trois  relations  (  8).  Si  pour  deux  valeurs 
dili'érentes  l\  l" ,  on  a  à  la  fois 

(9)  /(/')=/(/"  ,1.         -iif  )  =  -Mt").         'lif)  =  'l(t"), 

sans  (pie  la  diUi'rence  t' — t"  soit  un  uiulliple  deoj,  le  |)oint  corres- 
pondanl  de  V  est  uu  point  double.  S'il  esl  impossible  de  trouver 
deux  valeurs  /'.  l''  satisfaisant  aux  relations  (g),  sans  que  /' — l' 
soit  uu  multiple  de  w,  la  courbe  Y  n"a  pas  de  point  double.  Pour 
appliquer  ces  définitions  aux  courbes  planes,  il  suffit  de  sup- 
poser 'v(0  =  O. 

M.  .Jordan  a  démontré  rigoureusement  {voir  son  Cours  (V.ina- 
lysc)  qu'une  courbe  plane  fermée  C  sans  points  doubles  divise 
le  |3lan  en  deux  i-égions,  l'une  intérieure,  lautre  extérieure,  deux 
points  d  une  même  région  pouvant  toujours  être  joints  par  une 
ligne  brisée  sans  traverser  C,  tandis  que  toute  ligne  continue 
joignant  un  point  de  la  région  intérieure  à  un  jjoinl  de  la  région 
extérieure  traverse  nécessairement  la  courbe  C. 

.Sur  ce  point-là,  le  raisonnement  ne  fait  que  confirmer  l'intui- 
tion géométrique,  mais  il  ne  faut  pas  croire  qu'il  en  esl  toujours 
ainsi.  AI.  Peano  en  a  donné  un  exemple  bien  curieux  en  faisant 
connaître  une  courbe  plane  qui  jouit  de  la  singulière  propriété  sui- 
vante :  Lorsqu'on  fait  varier  le  paramètre  /,  le  point  dont  les  coor- 
données sont  X  =/(t),  y  =  o{t)  vient  coïncider  successivement 
avec  tous  les  points  intérieurs  à  un  carré  ('). 

Nous  n'avons  cité  ce  résultat  que  pour  montrer  combien  la  no- 
tion analytique  de  courbe  est  plus  complexe  que  la  notion  vulgaire. 
Dans  la  suite,  nous  ne  nous  occuperons  le  plus  souvent  que  de 
courbes  satisfaisant  aux  conditions  suivantes  qui  sont  vérifiées  par 
les  contours  que  Ion  considère  habituellement.  Soient  x^f{t), 
y'z=a(l)  les  équations  qui  définissent  une  courbe  C,  et  soit  (a,  b) 
l'intervalle  dans  lequel  il  faut  faire  varier  t  pour  obtenir  tous  les 
points  de  cette  courbe.  Nous  supposerons  qu'on  peut  décom- 
poser (a,  b)  en  un  nombre  fini  d'intervalles  partiels,  dans  chacun 
desquels  chacune  des  fonctions  /,  o  va  constamment  en  croissant, 
ou    constamment    en    décroissant,    ou    reste    constante.     Si    par 

(')  Peano,  Sur  une  courbe  qui  remplit  une  aire  plane  (Malli.  Annalen 
t.  XXXVI).   Voir  aussi  Hilbert  (/é(rf.,  t.  XXXVIIt). 
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exemple,  la  foncûon  x=^f[t)  va  en  croissant  dans  un  inlervalle 
(a,  ^),  on  peut,  d'après  la  théorie  des  fonctions  inverses,  en 
déduire  pour  t  une  fonction  continue  de  ,r,  et  l'arc  correspondant 
est  représenté  par  une  équiition  telle  que  ^'  =  G(x).  De  même,  si 
la  fonction  'f{t)  va  constamment  en  croissant  ou  en  décroissant 
dans  un  intervalle  partiel,  l'arc  correspondant  est  représenté  par 
une  équation  telle  que  x  =  H  (y). 

Toutes  les  courbes  dont  il  sera  question  par  la  suite  sont 
formées  d'un  certain  nombre  d'arcs  de  cette  espèce  mis  bout  à 
bout.  Considérons  en  particulier  un  contour  fermé  C,  sans  point 
double,  et  prenons  les  points  de  C  où  x  est  ni;iximum  ou  minimum 
(y  compris  les  points  des  portions  de  droites  parallèles  à  Or,  si  le 
contour  G  en  contient),  et  soient  x,,  x^,  ...,  a?,,  les  abscisses  de 
ces  points  rangés  par  ordre  de  grandeur  croissante.  Toute  paral- 
lèle X  :::=  OL  à  l'axe  O)',  a  étant  cc)mpris  dans  I  un  des  inter- 
valles {xi_,,  Xi),  rencontre  C  en  un  nombre  pair  de  points  d'or- 
données (jKi,  J'a,  •••iJK  ;•/));  y  h  étant  une  fonction  continue  f/i{x) 
dans  l'intervalle  (x,_i,  Xi).  Nous  supposerons  cpi'on  a 

«1  <  !f-2<  =f3<.  .  ■<  '?2-l<Ça/)- 

Tout  point  de  la  bantie  limitée  par  les  droites  x  =  x,_i,  ^=  Xi 
et  compris  entre  les  courbes  j^,  z=  ts,,y2=  tsj,  est  intérieur  au  con- 
tour G;  au  contraire,  tout  point  de  cette  bande  compris  entre  les 
deux  courbes  y2=  '-^-2  ^t j'3  =  w^  est  extérieur  au  contour  C,  etc. 
En  continuant  ainsi,  on  voit  cjue  le  domaine  intérieur  à  la  courbe  C 
peut  être  décomposé  en  un  nombre  Jïni  de  domaines  partiels, 
dont  chacun  est  limité  par  deux  parallèles  x  =^  a,  x  =  b  à  Oy  et 
deux  courbes  j'='.5,(,c),  jk  =^ '-»l>(-^),  les  fonctions  v,  et  cso  étant 
continues  dans  l'intervalle  (a,  b). 


EXERCICES. 

1°  Le  produit  de  deux  fonctions  à  variation  bornée  est  à  variation  bornée. 

■>.'  Sif(x)  est  à  variation  bornée,  il  en  est  de  même  de  \/(-P)  \- 

3°  Pour  qu'une  lonolion  soit  à  variation  bornée,  il  faut  et  il  suflil  que 
la  somme  des  oscillations  dans  cliaque  intervalle  partiel  reste  finie. 

4°  Si  une  fonction  f(.T,y)  est  uniformément  continue  par  rapport  à 
cliaque  variable  dans  un  domaine,  elle  est  continue  par  rapport  à  l'ensemble 
des  deux  variables  dans  ce  domaine. 
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DKRIVÉES  ET  DIFFÉREXTIELLKS. 


I.  -  DEFINITIONS.  —  PROPRIETES  GENERALES. 

14.  Dérivées.  —  Soil/iJ-j  une  fonction  continue;  les  deux 
termes  du  rapport 

II 

tendent  vers  zéro  simultanément  lorsque,  x  restant  fixe,  la  valeur 
aljsoiiie  de  II  diminue  indéfiniment.  Si  ce  rapport  tend  vers  une 
limite,  on  dit  que  cette  limite  est  la  dérivée  de  la  fonction  f{x), 
et  on  la  représente  par  y'  on  /'(x),  suivant  la  notation  de  La- 
grange. 

A  la  notion  analytique  de  la  dérivée  se  rattache  une  notion  géo- 
métrique importante.  Soit  y^=f(x)  une  fonction  continue  dains 
un  intervalle  (a,  b);  considérons  dans  un  plan  le  point  de  coor- 
données {x,j').  Lorsque  x  varie  de  a  à  //.  ce  point  décrit  un  arc 
de  courbe  AMB,  qui  représente  graphiquement  la  marche  de  la 
fonction /(jt)  dans  l'intervalle  {a,  b).  Soient  M  et  M'  deux  points 
voisins  de  cet  arc  de  courbe,  d'abscisses  x  el  x  -i-  h.  Le  coeflicient 
angulaire  de  la  droite  MM'  est  égal  à 

II 

loisque  /i  tend  vers  zéro,  le  point  M'  se  rapproche  indéliniment  du 
point  M  el,  si  la  fonction  f{x)  admet  une  dérivée,  le  coefficient 
angulaire  de  la  droite  MM'  tend  vers  la  limite  y'.  La  droite  MM' 
tend  donc  vers  une  position  limite  MT,  qu'on  appelle  la  tangente 
à  la  courbe;  l'équation  de  cette  tangente  est,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, 

X  et  Y  étant  les  coordonnées  courantes. 

G.,  I.  3 
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Plus  généraleiiienl,  considérons   une   courbe  cjuelconc|ue    dans 
l'espace  et  soient 

les  expressions  des  coordonnées  d'un  point  de  celte  courbe  en 
fonction  d'un  paramètre  variable  t.  Prenons  sur  cette  courbe  deux 
points  M,  M'  correspondant  aux  deux  valeurs  /et  t  -\-  h  du  para- 
mètre; les  équations  de  la  corde  MM'  sont 

X-/(0         _  Y  -  9(0 Z-4,(0 


Si  l'on  divise  tous  les  dénominateurs  de  ces  rapports  par  //,  et 
qu'on  fasse  ensuite  tendre  h  vers  zéro,  on  voit  que  la  corde  MM' 
tend  vers  une  position  limite  qui  est  représentée  par  les  équations 

f(t)  o'(J)  ■V{t)     ' 

ceci  suppose,  bien  entendu,  que  les  trois  fonctions  /(/),  ^(f). 
di(<)  admettent  une  dérivée.  La  détermination  de  la  tangente  à 
une  courbe  se  ramène  donc  analjtiquement  à  un  calcul  de  déri- 
vées. 

Toute  fonction  qui  admet  une  dérivée  est  nécessairement  con- 
tinue, mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie.  Il  est  facile  de  donner 
des  exemples  de  fonctions  continues  n'ayant  pas  de  dérivée  pour 
des  valeurs  exceptionnelles  de  la  varialile.  Telle  est  la  fonc- 
tion _;j^^arsin—  pour  x=^o;  lorsque  x  tend  vers  zéro,  il  en  est 
de  même  de  y  et  la  fonction  est  bien  continue,  mais  le  rap- 
port- =  sin  -  ne  tend  vers  aucune  limite  (n"  9). 
'.Ta"  ^  • 

2 

Soit   encore  y=x'';    cetle    fonction  est    continue    pour  toute 

1 
valeur  de  A"  et  l'on  ay  =  o  poura:  =  o;   mais  le  rapport  -=  j:    •* 

croît  indéfiniment  lorsque  x  tend  vers  zéro.  Nous  dirons  pour 
abréger  que  la  dérivée  est  infinie  pour  x  ^o;  la  courbe  qui  repré- 
sente  la    marche  de   la  fonction   est  tangente    à   l'origine  à  l'axe 

des  V. 

_i 

La  fonction  j' =  .r est   nulle  pour  x  =  o,   mais    le    rap- 


\ 
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porl—  tend  vers  deux  limites  dilTérentes  suivant  que  3^  tend  vers 
zéro  en  restant  positif,  ou  en  restant  négatif.  Lorsque  x  est  positif 

et  Irt's  petit,  (?''  est  positif  et  très  grand;  le  rapport-  tend  \ers 
l'unlli-;  au  contraire,  si  x  est  négatif  et  très  petit  en  valeur  absolue, 
e'  est  1res  voisin  de  zéro   et   le  rapport  —  a  pour  limite   zéro.   Il 

existe  donc  deux  valeurs  distinctes  pour  la  dérivée,  suivant  la 
façon  dont  J7  tend  vers  zéro;  la  courbe  qui  représente  la  marche 
de  la  fonction  a  un  point  anguleux  à  l'origine. 

D'une  façon  générale,  toute  ligne  brisée,  qui  n'est  rencontrée 
qu'en  un  point  par  une  parallèle  à  Oy,  définit  une  fonction  con- 
tinue dont  la  dérivée  a  deux  valeurs  distinctes  en  chaque  sommet. 

On  voit  par  ces  exemples  qu'il  est  facile  de  former  des  fonc- 
tions continues  n'admettant  pas  de  dérivée  pour  certaines  valeurs 
particulières  de  la  variable.  Mais  les  inventeurs  du  Calcul  infinité- 
simal et  leurs  successeurs  n'avaient  jamais  mis  en  doute  (lu'uue 
fonction  continue  nëùt  en  général  une  dérivée.  Il  y  avait  même 
eu  quelques  tentatives  de  démonstration,  insuffisantes  il  est  vrai, 
lorsque  M.  Weierstrass  est  venu  trancher  complètement  la  ques- 
tion, en  donnant  des  exemples  de  fonctions  continues  qui  n'ad- 
mettent de  dérivée  pour  aucune  valeur  de  la  variable  (').  Ces 
fonctions  n'ayant  reçu  jusqu'ici  aucune  application,  nous  ne  nous 
en  occuperons  pas.  Quand  nous  dirons  par  la  suite  qu'une  fonc- 
tion/(x)  a  une  déri\ée  dans  l'intervalle  (a,  b),  il  faudra  toujours 
entendre  par  là,  à  moins  de  mention  expresse,  qu'elle  admet  une 
dérivée  unique  et  finie  pour  chaque  valeur  de  la  variable  comprise 
entre  a  et  b. 

lo.  Dérivées  successives.  —  La  dérivée  d'une  fonction  y(j?)  est 
elle-même  une  autre  fonction  de  .r,  /'(x);  si  /'(x)  admet  elle- 
même  une  dérivée,  on  appelle  la  nouvelle  fonction  la  dérivée 
seconde  de  f(x)  et  on  la  représente  par  le  symbole  y"  ou  f"(x). 
On  définira  de  même  la  dérivée  troisième  j'"  ou  /'"{x)   comme  la 

(')  Note  lue  à  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin,  le  i8  juillet  1873.  On  trou- 
vera d'autres  exemples  dans  le  Mémoire  de  M.  Darboux,  sur  les  fonctions  discon- 
tinues (Annales  de  l'École  Normale  supérieure,  i'  série,  t.  IV).  Un  exemple  de 
M.  Weierstrass  est  indiqué  à  la  fin  du  Chapitre. 
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dérivée  de  la  dérivée  seconde,  et  ainsi  de  suite;  d'une  manière  géné- 
rale, la  dérivée  n''""'  j'"'  ou  f^"'>{x)  est  la  dérivée  de  la  dérivée 
d'ordre  (n  —  i).  Si,  en  prenant  ainsi  le»  dérivées  successives,  on 
n'arrive  jamais  à  une  fonction  qui  n'admet  pas  de  dérivée,  on  peut 
imaginer  celte  suite  d'opérations  prolongée  indéfiniment;  la  suite 
des  dérivées  de  la  fonction  y( a;)  d'où  l'on  est  parti  est  illimitée. 
C'est  ce  tjui  a  lieu  pour  la  plupart  des  fonctions  qui  présentent 
jusqu'ici  quelque  intérêt  pratique. 

La  notation  qui  précède  est  celle  de  Lagrange;  on  se  sert  aussi 
quelquefois  de  la  notation  D,iy  ou  D„/(x),  due  à  Cauchy,  pour 
représenter  la  dérivée  d'ordre  n.  Nous  verrons  un  peu  plus  loin  la 
notation  de  Leibniz. 

16.  Théorème  de  RoUe.  —  L'emploi  des  dérivées  dans  l'étude 
des  équations  repose  sur  la  proposition  suivante,  connue  sous  le 
nom  de  théorème  de  Rolle  : 

Soient  a  et  b  deux  racines  de  V équation  f{x)  =  o.  Si  la 
fonction  f{x)  est  continue  et  admet  une  dérivée  dans  l'inter- 
valle (a,  ft),  Véquation  f'{x  )  =i  o  a  au  moins  une  racine  com- 
prise entre  a  et  b. 

En  efTet,  la  iancùon  J\x)  est  nulle  par  livpothèse  pour  x  =  a 
et  pour  X  ^=  b.  Si  elle  est  constamment  nulle  dans  l'inlerv  aile  (a,  b), 
il  en  est  de  même  de  sa  dérivée  et  le  théorème  est  évident.  Si  la 
fonction y'(x)  n'est  pas  constamment  nulle,  elle  prendra  soit  des 
valeurs  positives,  soit  des  valeurs  négatives.  Supposons,  par 
exemple,  qu'elle  prenne  des  valeurs  positives;  elle  prendra  alors 
une  valeur  maximum  M  pour  une  valeur  a^i  de  x  comprise  entre  a 
et  b  (n"  8;  théorème  C).  Le  rapport 

/(^-,+  /,)_/(^,) 
h 

où  l'on  suppose  h  >  o,  est  nécessairement  négatif,  à  moins  d'être 
nul,  et  la  limite  de  ce  rapport,  c'est-à-dire/'(.z'i  ).  ne  peut  être  un 
nombre  positif;   on  a  donc /'(a?,  )^  o.   En  considérant  de  même 
■y'(x,)  comme  la  limite  du  rapport 

/(.r,—  /i)—f(x,) 
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OÙ  h  est  positif,  on  verra  de  la  même  façon  qu'on  doit  avoir 
.f'(x,)^o.  La  comparaison  de  ces  deux  résultats  [irouvc  qu'on  a 
nécessairement/' (X|  )  =^  o. 

17.  Formule  des  accroissements  finis.  —  Soient  f(x)  et  c;(-r) 
deux  fonctions  continues  dans  l'intervalle  (a,  b),  et  admettant 
une  dérivée  pour  toute  valeur  de  x  dans  cet  intervalle  (les  limites 
n'étant  pas  comprises). 

Nous  pouvons  déterminer  trois  coefficients  constants  A.  B,  C 
tels  que  la  fonction  auxiliaire 

6(a-)  =  \/(x)  -^Bo(.r)-+-C 

soit  nulle  pour  x  =  «  et  pour  x  =  b.  Il  faut  et  il  suffit  pour  cela 
qu'on  ait 

kfia)^  B!pfa)^C  =  0,         A/(*)+  Bs(6)-+-  C  =  o; 
on  en  déduit,  en  retranchant  membre  à  membre, 

-^[./■<  a)—fib)\  -^  B[=>(a)  -  0(6)]  =  o. 

Comme  les  relations  précédentes  ne  déterminent  que  les  rapports 
des  coefficients  A,  B,  C,  on  peut  prendre 

A  =  ç(a)-ç(6),         B=/(6)-/(a), 

et  la  valeur  correspondante  de  C  s'obtient  immédiatement.  Les 
coefficients  A,  B,  C  étant  ainsi  déterminés,  la  fonction  auxi- 
liaire 'hi^x)  est  nulle  pour  x  =  a  et  pour  x^=b;  d'ailleurs  elle 
admet  une  dérivée  pour  toute  valeur  de  x  comprise  dans  l'inter- 
valle {a.  6),  comme  les  fonctions  f{x)  et  cp(^)  elles-mêmes.  Il 
existe    donc  un  nombre  c    compris  entre  a  et  i  qui  annule  la 

dérivée 

67a;)  =  A/'(jr)  —  Bo'(>). 

Remplaçons  A  et  B  par  leurs  valeurs;  il  vient 

[={«,) -<p(6,]/'(c) +  [/(*)-/(«)]  o'(c)=o, 
OH.  en  divisant  par  cs'(c)  ['.i(a)  —  '^{b)\. 

f{b)-/(a)  ^f'(c) 
cp(6)  —  o(a)       "p'(c) 
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Faisons  dans  cette  formule  es  (.f)  :^  x  :  nous  pouvons  énoncer  le 
tliéorèine  suivant  : 

Soitf(x)  une fonclion  continue  dans  V intevKalle  (a,  b)  ad- 
mettant une  dérivée  pour  toute  valeur  de  x  comprise  et^tre  a 
et  b.  On  a  la  relation 

(2)  f(b)-J\a)=(b-a)f{c), 

c  désignant  un  nombre  compris  entre  a  et  b. 

Celte  formiiie  (2)  est  la  formule  des  accroissements  finis  pro- 
prement dite  ou  formule  de  la  moyenne.  On  remarquera  que  la 
démonstration  ne  suppose  pas  la  continuité  de  la  dérivée  ni  l'exis- 
tence de  celle  dérivée  pour  les  valeurs  limites  j:  =  «,  x  =  b.  L'in- 
terprétation géométrique  est  trop  connue  pour  qu'il  soit  nécessaire 
de  la  rappeler  ici. 

De  cette  formule  on  déduit  que,  si  la  dérivée/'(a;)  est  nulle 
dans  tout  l'intervalle  («,  b),  la  fonclion  /"(x)  conserve  une  valeur 
constante  dans  cet  intervalle;  car  l'application  de  la  formule  à 
deux  valeurs  x,.  .To,  appartenant  à  Tinlervaile  (a,  b),  conduit  à  la 
relation  y  (xo)  =/(X|  ).  Il  en  résulte  que,  si  deux  fonctions  ad- 
mettent la  même  dérivée,  leur  différence  est  constante  et  la  réci- 
proque est  évidente.  Quand  on  connaît  une  fonclion  F  (x)  ayant 
pour  dérivée  une  fonction  donnée  f{x),  on  obtient  toutes  les 
autres  fonctions  ayant  la  même  dérivée  en  ajoutant  à  F(.r) 
une  constante  arbitraire  ('). 

Voici  une  autre  conséquence  de  la  formule  (2),  qui  nous  sera 
souvent  utile.    Supposons  que  la  dérivée  f'{x)   soit  bornée  dans 

(')  On  applique  quelquefois  ce  Ihéorème  sans  avoir  égard  à  toutes  les  condi- 
tions de  l'énoncé.  Soient,  par  exemple,  /(x)  et  <f(x)  deux  fonctions  continues, 
admettant  des  dérivées /' (a;),  'f'(a:),  dans  un  intervalle  (a,  b).  Si,  entre  ces 
quatre  fonctions,  on  a  la  relation  f  (x)  ^(x)  — f(x)  f'(x)  =  o,   on  en  conclut 

f  f 

que  la  dérivée  de  la  fonclion  -  est  nulle  et,  par  suite,  que  le  rapport  —  est  cons- 
tant dans  l'intervalle  {a,  b).  Mais  la  couclusion  n'est  absolument  légitime  que 
si  la  fonction  '^{x)  ne  s'annule  pas  dans  l'intervalle  (a,b).  Supposons,  pour  fixer 
les  idées,  que  'f(x)  s'annule,  ainsi  que  <b'(x),  pour  une  valeur  c  àe  x  com- 
prise entre  a  et  b.  Une  fonclion /(a;)  égale  à  C,çj(x)  entre  a  et  e,  et  à  C^ipCx) 
entre  c  et  b,  C,  et  C]  étant  deux  constantes  différentes,  est  continue  et  admet  une 
dérivée  dans  l'intervalle  (a,  b),  et  la  relation  proposée  est  bien  vérifiée  pour  toute 
valeur  de  x  comprise  dans  cet  intervalle.  L'interprétation  géoniélrique  est  facile. 
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rintervalle  (a.  bu  de  sorle  qu'on  ail,  pour  loute  valeur  de  .r  com- 
prise entre  a  et  b.  \f'{x)  |  <  K,  le  nombre  positif  R  «-tant  indé- 
pendant de  X.  Il  suit  de  là  que,  X|  el  x^  étant  deux  nombres  quel- 
conques de  l'intervalle  («,  b),  on  a  toujours  l'inégalité 

(3)  \f(Xi)-J\.T,)\<K\x.-.r,\. 

Nous  appellerons,  pour  abréger,  condition  de  Lipscliilz  la  con- 
ibtion  exjjrimée  par  cette  inégalité  (3),  où  K  désigne  uu  nombre 
fixe,  ./',  et  x->  deux  nombres  quelconques  appartenant  à  un  certain 
intervalle. 

La  formide  (i  )  est  a|)pelée  quelquefois/b77?H//e  de  la  moyenne 
généralisée.  Le  tbéorème  de  l'Hospital  sur  les  formes  imlétermi- 
nées  s'en  déduit  aussitôt.  Su|)posons  en  eCfel  _/"(«)  = 'i(rt)  =  o. 
En  remplaçant  b  par  .r.  la  formule  (i)  devient 

.ri  étant  compris  entre  a  et  x.   Cette  relation  nous  montre  que,  si 

fi  oc  ) 
/('  rapport  •^, — '-  tend  vers  une  limite  lorsque  x  fend  vers  «,  le 

rapport  ^— — :  tend  vers  ht  même  limite  lorsqu'on  a 

/(«)  =  'f(«)  =  o. 

18.  Formule  de  Taylor.  —  Lorsque  f{x)  est  un  polynôme 
entier  de  degré  /;,  en  dé\eloppant  ce  polvnome  sui\ant  les  puis- 
sances de  X  —  a.  on  obtient  la  formule 

(4)  /(T)  =f(a)  +  '^^/'(a)^..  .^  ^"^  -,")"/.».■(«); 

le  développement  s'arrête  de  lui-même,  car  toutes  les  dérivées  sont 
nulles  à  partir  de  la  («  -i-  \  )""'"'. 

Considérons  mainlenanl  une  fonclion  /(x)  diil'érente  d'un  poly- 
nôme. La  formule  (4)  ne  peut  être  applicable  à  cette  fonction, 
aussi  grand  que  soit  le  nombre  entier  /(.  Nous  nous  proposons  de 
trouver  une  expression  de  l'erreur  commise  quand  on  remplace 
cette  fonction/!  a?)  par  le  polynôme 
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Nous  ferons  sur  la  fonction  f{x)  les  hypothèses  suivantes  : 
cette  fonction  est  continue,  ainsi  que  les  dérivées/'(x),  _/"'(ar),  ..., 
/^"'(x),  dans  un  intervalle  (a,  b),  et  la  dérivée  d'ordre  n,  f^"'{x), 
admet  elle-même  une  dérivée/'""''"  (.•r)  pour  toute  valeur  de  x  com- 
prise entre  a  et  b.  Le  polynôme  P„(,r  )  satisfait  aux  conditions 

P„(a)=f(a),         P'„(a)=f'[a),  ...,         P„"  (  n)  =/>'  l'a), 

et  par  suite  la  différence  f{x)  —  \^i,{x)  est  nulle,  ainsi  que  ses 
dérivées  successives  jusqu'à  la  n}""'  pour  x  =--  a.  Il  en  est  de  même 
de  la  fonction  auxiliaire 

o(.^■;  =/(>)  -H  C(a-  —  a)"-*-'  —  l'„(.r  ), 

quelle  que  soit  la  constante  C.  Or  on  peut  choisir  cette  constante 
de  façon  que  '^(x)  soit  nulle  aussi  pour  x  =  />  ;  il  suffit  pour  cela 
de  poser 

(5)  /(6)  — P„(^)^-C(6  — «!"-'  =  o. 

La  constante  G  étant  déterminée  par  celte  relation,  la  fonction 
auxiliaire  'f(^)  est  continue,  ainsi  que  ses  n  premières  dérivées, 
dans  l'intervalle  («,  6),  et  tpf"'(x)  admet  elle-même  une  déri- 
vée tpf"+')(a7)  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  «  et  6.  De 
plus,  on  a  les  n  relations 

oCa)  =  o.         o'(a)  =  o,  ....         9<"'(rt)  =  o.         o(h)  =  o. 

Appliquons  le  théorème  de  Rolleà  la  fonction  '-^(x)  et  à  ses  dé- 
rivées successivement.  La  fonction  '^{x)  s'annulani  pour  a:  =  a  et 
pour  x^=  b,  l'équation  <f' (x)  =  o  a  une  racine  c,  comprise  entre  a 
et  b.  Cette  fonction  o' (x)  étant  nulle  pour  ,r  =  «  et  pour  .r  =  r,, 
l'équation  zi" ( x)  =  o  a  elle-même  une  racine  Co  comprise  entre  a 
et  c,,  et  par  suite  comprise  entre  a  et  b.  En  continuant  ainsi  jus- 
qu'à la  dérivée  «'*"",  on  voit  que  l'équation  ts'"'(.r)  =  o  admet  la 
racine  a  et  une  autre  racine  c„  comprise  entre  a  et  b.  Par  suite, 
la  dérivée  o'""'"''(,r)  s'annule  aussi  pour  une  valeur  c  comprise 
entre  a  et  b.  Or  cette  dérivée  a  pour  expression,  puisque  le  poly- 
nôme P„(x)  est  de  degré  n  au  plus, 

ç  «+ii(.z-)  =/(«+!  (.r)  -+-i.-2.3...(n-t-i)G. 
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On  en  déduit  que  la  constante  C  salisfail  à  ia  relation 

/"'+!'(  c) -H  C«—i)!  C  =  o, 

C  étant  un  nombre  inconnu  compris  enire  a  et  b. 

Rem|)laçons  maintenant  C  et  1*h(^')  par  leurs  expressions  dans 
la  relation  (5);  nous  tirons  de  l'égalité  obtenue  la  valeur  suivante 
de  fib)  :       ■ 

(6)  fyb)=f{a)^  ^^^f'ia^--  ... 

(b  -ai"   .^                {b  -«)"  +  !  ,.„,,„,    , 
-i i /  "  ta) — ;— y  (c  • 

C  est  la  formule  générale  de  Taylor  que  nous  écrirons,  sous  une 
forme  un  peu  diflérente,  en  remplaçant  b  par  a  +:r,  et  en  obser- 
vant que  c  est  de  la  forme  a  +  H.v,  h  étani  compris  entre  o  et  i , 

(7)  /(«-,-^;=/(ff)+  ^/■(r^)+  -£-/"(«,-  ...-i-  ■^|/'«)(a)-i-R„, 
le  reste  H„  ayant  pour  expression 

R„=  —^ — j  /■"+"(«  -i-e.ri. 

Ce  reste  ll„  représente  l'erreur  commise  (|uaud  on  remplace 
/{a  +  x)  par  le  polynôme  P„  {a  -r-  x).  Si  |/'""'"'  '  (-)  |  reste  infé- 
rieur à   un  nombre   M   lorsque  z  varie  de  «  à  a-}-x,   la  valeur 

absolue  de  ce  reste  est  inférieure  à  M^ — ■ — -r>  et  nous  avons  ainsi 

(«-(-■)• 
une  idée  de  l'approximation  obtenue  pour/(rt  ->r-  x)  en  négligeant 

le  reste. 

Remarque.  —  Lorsque  la  dérivée  /"+'^{x)  est  continue,  on 
peut  encore  écrire 

z  désignant  un  infiniment  petit  lorsque  .r  tend  vers  zéro.  Si  l'on 
considère  x  comme  l'infiniment  petit  principal,  on  voit  que  R„  est 
un  infiniment  petit  d'ordre  n  -t-  i  au  moins  par  rapport  à  x.  En 
faisant  successivement  «  =  i,  «  =  2,  «  =  3,  .  .  . ,  on  obtient  donc 
des  polynômes  qui  diflerent  de  f{a  +  x)  d'infiniment  petits 
d'ordre  croissant.  En  faisant  «  =  o  dans  la  formule  (-),  la  formule 
obtenue  s'appelle  quelquefois  ybr/»'//e  de  Maclaurin. 
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Exemple.  —  Appliquons  la  formule  (7)  à  la  fonction  y(  3)  =  logfi^-x), 
le  signe  log  désignant  le  logarithme  népérien,  en  supposant  a  =  o.  «  =  1, 
.T  >  —  i;  nous  trouvons 

log  {l  ^-  X)  =  X 


■.j(i  +  0.r)2' 


.si  dans  cette  formule  on  remplace  x  par  l'inverse  d'un  nombre  entier  n,  il 
vient 


nj         n        ■?.  ri^ 


0„  étant  un  facteur  positif  inférieur  à  l'unité. 

On  déduit  de  là  que  la  série  dont  le  terme  général  e*t log  (  i  h ) 

/>  "  \         PJ 

est  une  série  convergente,  car  le  terme  général  est  inférieur  à  • — -• 

2fi'- 

Or  la  somme  des  n  premiers  termes  de  cette  série  est  égale  à 


—  log  (71  -^  i) 


=  — ;,  loK  «   -î-  log  I    


par  suite,  la  différence  S„  —  log/i  tend  vers  une  limite  finie,  lorsque  /(  croit 
indéfiniment.  Cette  limite  est  la  constante  d'Euler  C,  dont  la  valeur  est, 
avec  20  décimales  exactes,  C  =  o,  577215664901  332  86060. 

19.  Formes  indéterminées.  —  La  formule  de  Tajior  perinel  de 
généraliser  facilement  la  règle  de  l'Hospital  (n"  17). 

Soient  f{x)  et  es  (x)  deux  fonctions  s'anniilaiit  pour  une  même 
valeur  de  la  variable  x^=  a;  la  recherche  de  la  limite  vers  laquelle 
tend  le  rapport  des  deux  nombres /(«  +  /«)  et  »  (a  +  h),  lorsque  h 
tend  vers  zéro,  n'est  qu'un  cas  particulier  du  problème  cjui  con- 
siste à  trouver  la  limite  du  rapport  de  deux  inlininient  petits.  Celte 
limite  s'obtient  imiuédiatement  si  l'on  connaît  la  partie  principale 
de  chacun  de  ces  infiniment  petits,  ce  qui  est  précisément  le  cas 
lorsque  la  formule  (^)  est  apjilicable  à  chacune  des  fonctions y"(x) 
et  <s  (x)  dans  le  voisinage  du  point  a.  Supposons  que  la  première 
dérivée  de  /(x),  qui  n'est  pas  nulle  pour  x=^a,  est  la  dérivée 
d'ordre  p,  /'/'^(a),  et  de  même  que  la  première  dérivée  de  a  (.r), 
qui  n'est  pas  nulle  pour  x  =  a,  est  la  dérivée  d'ordre  q,  »'*'  (a). 
On  peut  écrire,  en  appliquant  la  formule  (7)  à  chacune  des  fonc- 
tionsy(.r),  o  (x)  et  divisant  les  résultats, 

f{a-\-h)        ,         1.1. ..(I   f'-i'Ua)-^t 
<f{a-\-h)  t.i...p  li'l' (a)-r  e. 
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;  et  t'  étant  deux  iiifiiiiment  petits.  Il  est  évident,  sur  cette  for- 
mule, que  le  rapport  considéré  augmente  indéfiniment  lorsque  h 
tend  vers  zéro,  si  q  est  supérieur  à  p,  et  tend  vers  zéro  si  q  est 

•        !■•      ■  ■  1  -1  1  1-  •/■•  /"''*'(«) 

Ultérieur  a  o;  lorsque  q  =  p.  il  tend  \  ers  une  limite  lime  -• 

r  '  1        /       /  .  ,^i,,i  I  „^ 

Une  indétermination   du   même  genre  se  présente  quelquefois  dans  les 
équations  de  la  tangente  à  une  courbe.  Soient 

les  formules  qui  donnent  les  coordonnées  d'un  point  d'une  courbe  quel- 
conque G  exprimées  en  fonction  d'un  paramètre  f.  les  équations  de  la  tan- 
gente à  cette  courbe  en  un  point  M  correspondant  à  la  valeur  to  du  para- 
métre sont,  comme  on  l'a  vu  (n°  li). 


/■('«)        -f'co)        ■yc.i) 

Ces  équations  se  réduisent  à  des  identités,  si  les  trois  dérivées  /"((), 
<a'{l),  ii'it)  sont  nulles  à  la  fois  pour  t  =  «q.  Pour  lever  la  difficulté,  repre- 
nons le  raisonnement  qui  a  servi  à  trouver  les  équations  de  la  tangente. 
Soient  M'  un  point  de  la  courbe  G  voisin  du  point  M,  et  tu -h  h  la  valeur 
correspondante  du  paramétre;  les  équations  de  la  corde  M.M'  sont 

X  — /"(M  V  — o(<„)  7.  —  'l>iCo) 


Pour  plus  de  généralité,  nous  supposerons  que  toutes  les  dérivées  d'ordre 
inférieur  à/)  (■/>  >  i)  des  fonctions/(/),  o{t),  4(<)  sont  nulles  pour  t=  t^, 
mais  que  l'une  au  moins  des  dérivées  d'ordre  p,  par  exemple/'/''  (ta),  n'est 
pas  nulle.  En  divisant  tous  les  dénominateurs  des  expressions  précédentes 
par /iP  et  appliquant  la  formule  générale  (7),  on  peut  encore  écrire  ces 
équations 

E.  =',  i"  étant  trois   infiniment   petits.  Si  maintenant  on  fait  tendre  /i  vers 
zéro,  ces  équations  deviennent  à  la  limite 

\—f(to)  ^  Y-y(<,)  ^  Z-i'(to) 
//"(/„)  *(/"(/„)  'Y'-'ito) 

et  ne  présentent  plus  aucune  indétermination. 

Les  points  d'une  courbe  G  oii  cette  circonstance  se  présente  sont  en 
général  des  points  singuliers,  où   la  courbe  offre  quelque  particularité   de 
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forme.  Ainsi  la  courbe  plane  représentée  par  les  équations  x=  t^,  y  =  i^ 
passe  par  l'origine  et  l'on  a,  en  ce  point,  -^  =  -^  =  o.  La  courbe  présente 
à  l'origine  un  point  de  rebroussement  de  première  espèce,  avec  l'axe  des  x 
pour  tangente. 

20.  Dérivées  partielles.  —  Soil  to  =./'(.r,  y)  une  fonction  des 
deux  variables  indépendantes  x  et  j-  définie  dans  un  certain 
domaine  D.  Si  l'on  attribue  à  l'une  des  variables,  y  par  exemple, 
une  valeur  constante,  ce  qui  revient  à  faire  mouvoir  le  point  (x,y) 
sur  une  parallèle  à  l'axe  des  a;  dans  le  domaine  D,  on  a  une  fonction 
de  la  seule  variable  r,  dont  on  désignera  la  dérivée,  si  elle  existe, 
par/;r(.r,  t)  ou  w',,;  on  désignera,  de  même,  par  w^,  ou  /,'(x,  y), 
la  dérivée  de  la  fonction  /(x,  y),  où  l'on  regarde  x  comme  une 
constante  et  y  £omme  la  variable  indépendante;  J',.{x,  y) 
et  fj.{x.y)  sont  les  dériœes  partielles  de  la  fonction  f{x,  y). 
Ces  dérivées  partielles  sont  elles-mêmes  des  fonctions  des  deux 
variables  x,y\  si  l'on  prend,  à  leur  tour,  leurs  dérivées  partielles, 
on  obtient  les  dérivées  partielles  du  second  ordre  def{x,  y).  On  a 
ainsi  quatre  dérivées  partielles  du  second  ordre  /,".,,  J^y,  ./y..-  Jy--- 
On  définira  de  même  les  dérivées  partielles  du  troisième  ordre, 
du  quatrième  ordre,  etc.;  d'une  manière  générale,  étant  donnée 
une  fonction  d'un  nombre  quelconque  de  variables  indépen- 
dantes u=f(x,r,  :-.  ...,  i),  une  dérivée  partielle  d'ordre  n  est 
le  résultat  de  n  dérivations  successives  elfectuées  sur  cette  fonc- 
tion /'  dans  un  certain  ordre,  par  rapport  à  quelques-unes  des 
variables  qui  v  figurent.  Nous  allons  établir  que  ce  résultat  ne 
dépend  pas  de  l'ordre  dans  lequel  on  elfectue  ces  dérivations. 

Nous  démontrerons  d'abord  le  lemme  suivant  : 

Soil  w^f{x,y)  une  f onction  des  deux  variables  x,  y\ 
on  a  /[.r^/^j,  pourvu  que  ces  deux  dérivées  partielles  soient 
continues. 

Nous  allons,  pour  cela,  mettre  sous  deux  formes  différentes 
l'expression 

U  =f(x^  \x,  y  -f-  A^)  -f{x.,  y  +  \y  )  -/(  x-\-t^x,y)  -hf(x,  y), 
où  l'on  suppose  que  x,y,  A.r,  ly  aient  des  valeurs  déterminées. 
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Si  loii  pi)se,  en  désignant  par  v  une  variable  auxiliaire, 

9(i')=/(a:^-Ax,  v)-/:.r,  r  ), 
on  peut  en  tflel  écrire 

V  =  a  (y  -^  \y)  —  r'  y)\ 

lapplication  du  tliéorème  des  accroissemenls  finis  à  la  fonc- 
tion es  (t-')  nous  donne 

U  =  A_x  çj(>'  +  ft  ^y),        où        o  <  0  <  I . 

Remplaçons  ■^\.  par  sa  valeur:  il  vieni  encore 

U  =  \v  [fy  I  X  -h  ir,  y  ^  0  \y  }  — /,.  (  x,  y  -^  B  ly  )  ] . 

Lne  nouvelle  application  de  la  formule  des  accroissemenls  finis 
à  la  fonction  y^(w,  y  +  ^Aj'),  en  v  regardant  maintenant  a  comme 
la  varialile  indépendante,  nous  donne 

L   =  Ix  lyfyj,(.r  ■+-  l)'Xr,  y  —  0  ly).  o  <  6'  <  i. 

D'après  la  symétrie  de  l'expression  L'  en  x.  r,  Ax.  A}',  on  trou- 
verait de  même,  en  échangeant  le  rôle  des  variables  x  et  y, 

U  =  \y  \Tf';ry(.r  +  e;  a.?-,  y  ^  6,  A  Kl. 

^1  et  0,  désignant  encore  des  facteurs  positifs  iuféiieurs  à  un.  Ega- 
lons ces  deux  valeurs  de  U;  en  divisant  par  Aj*  A>',  il  reste 

/;^(.r  +  h\  Ix.  y  -+-  0,  Ar,)  =fy,,<  x  --  0' A,r,  y  +  0  A^i; 

les  dérivées  y  ,.^, y"  •^'•'l'it  supposées  continues,  si  l'on  fait  tendre  A.r 
et  ly  vers  zéro,  les  deux  membres  de  l'égalité  précédente  tendent 
respectivement  vers  f^y  et  /^,",.,  et  l'on  parvient  à  l'égalité  qu'il 
s'agissait  de  démontrer. 

U  est  à  remarquer  que  la  démonstration  précédente  ne  suppose 
rien  sur  les  autres  dérivées  du  second  ordre  y|,°,  et  _^,''!  ;  elle  s'ap- 
plique aussi  au  cas  où  la  fonction /"(x, y)  dépend  d'autres  variables 
indépendantes  que  x  et  y,  en  nombre  quelconque,  puisque  ces 
variables  doivent  être  traitées  comme  des  constantes  dans  les  déri- 
vations précédentes. 

Cela  posé,  soient  u  ^f(x,y,  3,  ..■,()  une  fonction  dun  nombre 
quelconque  de  variables  indépendantes,  et  iî  une  dérivée  partielle 
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d'ordre  n  de  cette  fonction.  Tonte  permutation,  dans  l'ordre  des 
dérivations  qui  conduisent  à  Q,  peut  être  obtenue  par  une  suite 
d'échangeç-entre  deux  dérivations  consécutives,  et,  comme  ces  opé- 
rations ne  changent  pas  le  résultat,  d'après  ce  que  nous  venons  de 
voir,  il  en  sera  de  même  de  la  permutation  considérée.  Il  suit  de 
là  que,  pour  avoir  une  notation  qui  désigne  sans  ambiguïté  une 
dérivée  partielle  d'ordre  «,  il  suffira  d'indiquer  le  nombre  de  déri- 
vations qui  sont  effectuées  par  rapport  à  ciiacune  des  variables 
indépendantes.  Ainsi  les  dérivées  partielles  d'une  fonction  de  trois 
variables  M=f(^x,Yi^)  seront  représentées  par  l'une  ou  l'autre 
des  deux  notations 

/!,"•>  ?  .-•  (  ■^-  y-  ^  )•      ^xvyi  z'fi^^  y-,  -  ). 

o'ù  p  ~\-  q  -\-  r  =^  ^i.  L'une  ou  l'autre  de  ces  deux  notations  repré- 
sente le  résultat  qu'on  obtient  en  dérivant  successivement  p  fois 
par  rapport  à.  x,  g  fois  par  rapport  à  y,  ?■  fois  par  rapport  à  z,  ces 
opérations  étant  effectuées  dans  un  ordre  arbitraire.  Il  y  a   trois 
dérivées  partielles  du  premier  ordre,  f^,  /,'.,  fl;  six  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre,  /,",,  f^,,  /J'.,  /",.,  /y.,  f'^...  .... 

D'une  façon  générale,  une  fonction  de  p  variables  indépen- 
dantes a  autant  de  dérivées  partielles  d'ordre  n  qu'il  y  a  de  termes 
distincts  dans  un  polynôme  homogène    d'ordre  n    à  p  varialjles, 

c'est-à-dire 

(  n  -i-  I  )  (  n  -^  ï) .  .  .{n-h  p  —  i  ) 


•(/>  — 2)  (/>  — 1 


comme  l'apprend  la  théorie  des  combinaisons. 

Il  existe,  pour  les  fonctions  de  plusieurs  variables,  des  formules 
analogues  à  la  formule  de  la  moyenne.  Considérons,  pour  fixer  les 
idées,  une  fonction  '/{.t,  y)  de  deux  variables  indépendantes  x 
ely.  La  différence  _/'(x  ~\-  h,  y  +  k)  — /{x,  y)  peut  s'écrire 

[f{x  ^h,y  +  le)  -f{x,  y  +  k)]  +  [/(.r,  y-^k)-  f(x,  y)\  ; 

en  appliquant  la  formule  de  la  moyenne  à  chacune  des  deux  diffé- 
rences, nous  trouvons 

(8)  f(^x^h,y^k)-f(x,y) 

=  hf[r{T  ■+-  fih,y  -i-  k)  -I-  kfy{x,  y  H-  6' A"), 

6  et  h  étant  compris  entre  zéro  et  un. 
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La  démonslialion  ne  suppose  pas  que  les  cltiiivéesy ,.  el/,  soient 
continues.  Elle  renferme  deux  nombres  indéterminés  H  et  H'.  On 
peut  la  remplacer  par  une  formule  du  même  genre  ne  renfermant 
qu'un  facteur  0  ('  ).  Supposons  que  r,  j'.  />,  le  aient  des  valeurs 
déterminées,  et  soit  •^it)  la  fonction  auxiliaire 

o  (  /)  =/i  .7-  -  lit,  y  -^  /O  ^fix,  y  --  lu) 

de  la  variable  /.  On  a  évidemment 

fix^  II,  y  -\-  k}~f(.v.  y}  =  oi  i)  —  0(0)  =  'f'('O),  o  <6  <  1 

OU 

(9;  /(•'■-+-/',,i--^''o— /(■^.  ri 

=  /i/j.i  .r  -i-  e/(,  y^A  I  -  l./yi.F,y  ~  Ole). 

Les  formules  (8)  el  (9)  sont  analogues  à  la  formule  de  la 
moyenne  (2)  et  elles  peuvent  évidemment  s'étendre  aux  fonctions 
d'un  nombre  quelconque  de  variables. 

Lorsque  les  dérivées  partielles  /,.  et  /^  sont  continues,  on  peut 
encore  écrire  l'accroissement  de  /' smis  la  forme 

(10)  f{x  ^li,y-\-lc)  —f(x,y)=  Il  [/.V(.r,  y  ) -^  i] -^  k  [f^{3-,y)-^i], 

t  et  e'  tendant  vers  zéro  en  même  temps  que  /*  et  /.•.  Celte  expres- 
sion de  la  différence /(.r  +  A,  >'  -+-  k)  — f(x,y)  est  souvent  utile; 
elle  a  servi  en  Algèbre  pour  établir  la  rèyle  qui  donne  la  dérivée 
d'une  fonction  composée. 

Remarque.  —  Il  ne  suffit  pas  que  la  fonclion  /(.r,  j')  admette  des  déri- 
vées partielles   pour   que    l'accroissement  de  /  puisse  se   mettre  sous   la 

forme  (10).   Considérons   par   exemple   la   fonction    f  < x,  y)  =:  , 

\/x^-hy- 
lorsque  x  et  ^  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  et  égale  à  zéro  pour  x  ^=  y  =  o. 
Cette  fonction  est  continue,  même  pour  l'origine,  el  les  dérivées  par- 
tielles fj..  J'y  ont  des  valeurs  finies  pour  tout  système  de  valeurs  de  x  et 
de_)-.  On  a  en  particulier 

/x(^,  o)  =  o,         /;,,(o,j>')  =  o, 

puisque  la  fonction  /(a-,  j')  est  nulle  sur  chacun  des  axes.  La  formule  (10) 
ne  s'applique  pas  à  cette  fonction  pour  x  =  j'  =  o,  car  elle  donnerait 

(Mj  f(h,k)  =  li'--kt, 

(')  Je  dois  celte  remarque  à  M.   Hedrick. 
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e   el   e'  étant   infiniment   petits   en    même   temps  que   h  et   k.  Or,  si   l'on 
fait  k  =  /(,  on  a  /(/(,  h)  =  ^,  et  non  pas  Aï),  t)  étant  infiniment   petit. 


21.  Plan  tangent  à  une  surface.  —  De  même  que  la  dérivée 
d'une  fonction  d'une  seule  variable  donne  la  tangenle  à  une 
courbe,  les  dérivées  partielles  d'une  fonction  de  deux  variables 
interviennent  dans  la  recherche  du  plan  tangent  à  une  surface. 
Soit 
(VI)  z  =  TP(x,y) 

l'équation  d'une  surface  S;  nous  sujiposons  que  la  fonction  F  est 
continue  et  admet  des  dérivées  partielles  continues  en  un  point 
(^0)  ^o)  du  plan  des  xy,  auquel  correspond  la  valeur  s^  pour  :  et 
un  point  Mo(.z^O)  ^0)  -o)  de  la  surface  S.  Considérons  une  courbe 
quelconque  C  située  sur  la  surface  et  passant  au  point  Mq,  et 
soient 

(i3)  ^=/(0,     .r  =  ?(n,      :  =  ''-^{t) 

les  coordonnées  d'un  |ioint  de  celte  courbe  exprimées  en  fonction 
d'un  paramètre  variable  t\f[t),  »('),  'i(/)sont  trois  fonctions 
continues  du  paramètre  t  qui  se  réduisent  respectivement  à  Xd] 
Ya,  Sfl  pour  une  valeur  particulière  ta  de  t.  La  tangente  à  cetle 
courbe  au  point  Mq  est  représentée  par  les  équations  (n°  14) 

(i'\  X  —  x„  ^  Y  —  )-„  ^  Z  —  Jq 

^  /'"fi)       -f'Ci.)       'VCo)  ' 

D'autre  pari,  puisipie  la  courbe  C  est  située  sur  la  surface  S,  on 
a  la  relation 

.H<)  =  F  [/(/,),  cp(0] 

qui  doit  êlre  vérifiée,  quel  que  soit  /.  Les  deux  membres  doivent 
donc  être  identiques;  prenons  la  dérivée  du  second  membre 
d'après  la  règle  qui  donne  la  dérivée  d'une  fonction  composée,  et 
faisons  t  =  t^-  H  vient 

('5)  4-'(^o)=/(^o)F.;.„H-?'(/„)l',V 

Enlre  les  équations  (i4)  et  (i5)  on  peut  éliminery"'(/g),  c3'(/„), 
'i'((o),  et  le  résultat  de  l'élimination  est 

(i6)  Z  -  ;:„  =  (X  -  .r»)  F;.^-+-  {  Y  —y,  )  FJ  j 

celte  équation  représente  un  plan,  qui  est  le  lieu  des  tangentes  à 


i 
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toiiles  les  courbes  situées  sur  la  surface   et  passant  au   point  M^. 
On  l'appelle  \e  plan  langent  à  la  surface.  {Cf.  Exeiu:.  18.) 

22.  Passage  des  différences  aux  dérivées.  —  On  a  défini  les  dérivées 
de  pioclie  en  proche,  les  dérivées  d'ordre  n  se  déduisant  des  dérivées 
d'ordre  n  —  (,  et  ainsi  de  suite.  Il  est  naturel  de  se  demander  si  l'on  ne 
pourrait  pas  définir  directement  une  dérivée  partielle  d'ordre  n  comme 
limite  d'un  quotient,  sans  passer  par  l'intermédiaire  des  dérivées  d'ordre 
inférieur  à  n.  Nous  avons  fait  quelque  chose  de  ce  genre  pour  y^y  (voir 
n"  ïiO),  car  la  démonstration  donnée  plus  haut  prouve  que_/^y  est  la  limite 
du  rapport 

/(:c  --  Xr.   y  -!-  Ai-)  — /(  .g  -^  A.r.   y  )  — /i  .>\  y  -^  Ak  )  ^f(3\  y) 
\r  A, 

lorsque   \.r  et   A^   tendent  tous   les  deux  vers   zéro.    On    démontre  de  la 
même  façon  que  f".  est  la  limite  du  rapport 

/(.r  ^  /l|  ^  h,  I  -  /•(  T  -r-  h,  )  -^fi.r  +  /<■;)  -^f(x) 

lorsque  h^  et  h^  tendent  l'un  et  l'autre  vers  zéro. 
Si  l'on  pose,  en  elTcl, 

ce  rapport  peut  s'écrire 

/,  I  j-  —  li-,)~  /,  (x)        /;  ,.r  -4-  0/(.,) 


Il, h,  A 

ou  encore 


o  <0 


/'(.r  -t-  /il  -4-  O/i-,  )  —  fix  -i-  ft/;.. 


/"(.r  -+-  07(,  -1-  G/f,),         o  <  0'<  I. 


La  limite  de  ce  lapport  est  donc  la  dérivée  secondey^",,  pourvu  que  celle 
dérivée  soit  continue. 

Passons  maintenant  au  cas  général.  Soit,  pour  fixer  les  idées, 

<«=/(■'■'•  r.-) 

une  fonction  de  trois  variables  indépendantes.  Nous  poserons 

A^w  =  /(a;  +  /(,  y,  z)  — f{^,  y,  z), 
A'i.io=f(x,y^l:,  z)-f(x,y,  z), 
\',  ,»=f(x,y,  z~i)-f{x,y,  z); 

A^o),  Ay(o.  \'-0)  sont  les  différences  premières  de  lu.  Si  l'on  considère  li, 

A,    /  comme  des  constantes  données,  ces  trois  diflerences  premières  sont 

elles-mêmes  des  fonctions  de  x,  y,  z  dont  on  peut  prendre  les  différences 

G,,  I.  4 
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relatives  à  des  accroissements  Ai,  Ai,  /,  des  variables,  et  l'on  a  ainsi  les 
différences  secondes  aJ.'A^co,  A^'A^w,  ....  I^e  procédé  peut  se  continuer 
indéfiniment;  une  difTérence  d'ordre  /;  se  définira  comme  une  différence 
première  d'une  différence  d'ordre  n  —  i.  Comme  on  peut  intervertir  l'ordre 
de  deux  quelconques  des  opérations  précédente?,  il  suffira  d'indiquer  les 
accroissements  successifs  attribués  à  chaque  variable.  Une  différence 
d'ordre  /(  sera  représentée  par  un  symbole  tel  que  le  suivant  : 

A'"'(o  =  a';.'A,*'...  aVa^/...  \\i\'j  ...\'j-/i.r,y,  :■)         où         p-^q-^r  =  n, 

les  accroissements  A,.  /.-,,  /,  pou\anl  être  égaux  ou  inégaux.  Cette  diffé- 
rence peut  s'exprimer  au  moven  d'une  dérivée  partielle  d'ordre  »;  elle  est 
égale  au  produit 

/u/,,.../,,,A,.../c,,li.../, 

></;",W(-^-^«i''>^---+''/'/'/-j'-^^*i/M--...+o;//-.7^s--e'i/i  +  ...+o';/^), 

tous  les  6,  étant  compris  entre  o  et  i.  La  formule  a  déjà  été  établie  pour 
les  différences  premières  et  secondes.  Pour  démontrer  qu'elle  est  générale, 
admettons  qu'elle  est  exacte  pour  une  différence  d'ordre  /;  —  i,  et  soit 

ti(.r,  r,  z)  =  l'^?...  A';r  A^  .  .  .  A*"'!  A^  .  .  .  a('/; 

on  aura,  par  liypotlièse, 

<d{x,x.z)  =  h, . . .  h,,k, .../,;/, ...  /,/,,;!r,',:,,3r(a;  +  (i^h,  -...^  G,,//,,,  y  -+-...). 

Mais  la  différence  n''"'"  considérée  est  égale  à 

tp  (  ,r  -h  /*,  î  r,  -  )  —  'f  ('  •^■-  y-  -  )  ' 

et  il  suffit  d'appliquer  de  nouveau  la   formule  des   accroissements  finis  à 
cette  différence  pour  parvenir  à  la  formule  qu'on  voulait  démontrer. 
Inversement,  la  dérivée  partielle/,,'?,',.,  est  la  limite  du  rapport 

A';.'  A*; . . .  a'v  a';.'  . . .  \\i  a'j  . . .  \'j/ 

ht/l,..  .//,,/>l/.-2     -.A.j/i  ...  /r      ' 

lorsque  tous  les  accroissements  /i,  />,  l  tendent  vers  zéro. 

Il  est  intéressant  de  remarquer  que  celte  définition  des  dérivées  par- 
tielles d'ordre  supérieur  est  quelquefois  plus  étendue  que  la  définition 
ordinaire.  Considérons,  par  exemple,  la  fonction 

w  =./'(--^0')  =  'f(--^)  +  '-l'(>>. 

où  les  fonctions  fix)  et  <\'ty)  n'admettent  pas  de  dérivée.  La  fonction  lu 
n'admet  pas  non  |dus  de  dérivées  partielles  du  premier  ordre;  il  n'y  a  donc 
pas  lieu  «  fortiori  de  parler  des  dérivées  partielles  du  second  ordre.  Ce- 
pendant,  si   l'on   adoptait  la   nouvelle  définition,  on   serait  conduit,   pour 
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Irouvery^,-,  à  chercher  la  limite  du  inppoit 

f(.r  ~  II.  y  —  /.  )  — /(.r  ^  h.  y)  —/(■>-,  y  ^  /.)  —/(.v,  y) 
A/, 
qui  est  égal  à 

of.r  -i-  /î  )  +  'Uy-T-A  I  -  9(,r  -^  /i)  —  iii y  )  —  çf  .r  i  —  -h  <  y-^/,  ;  -4-  9(3-)  —  'i  (y 


Le  numérateur  de  ce  rapport  est   toujours  nul;  il  a  donc  zéio  pour  limite, 
et  nous  sommes  conduits  à  écrire  yj'.,  =  o  ('). 

2).  Théorème  de  Schwarz.  —  On  peut  rattacher  à  cet  ordre  d'idées 
une  proposition  intéres-ante  due  à  .M.  Schwarz,  qui  est  utilisée  dans  l'étude 
des  séries  trigonométriques  : 

Si f{x)  est  une  fonction  continue  dans  un  intervalle  (rr,  Ij)  et  telle 
qu'on  ait,  pour  toute  valeur  de  x  dans  cet  intervalle, 

lim  /{■•■-^-)^fi^-->--fi^^  ^  „. 
a  =  o  ï- 

f{x)  est  une  fonction  linéaire  de  x. 

La  proposition  serait  évidente  si  l'on  admettait  que  f{x)  possède  une 
dérivée  du  premier  ordre  et  une  dérivée  du  second  ordre  dans  l'inter- 
valle (a,  b),  mais  nous  devons  écarter  cette  hypothèse.  La  fonction 
linéaire 

est  égale  à  la  fonction  /"(  a-)  poui'  :r  =  «  et  pour  x  =  b.   Si  fix  )  n'est  pas 
une  fonction  linéaire,  la  différence 

ç(:r)=/(T)-/(«)-|^[/(6) -/(«)] 

n'est    pas    constamment    nulle    dan»    l'inleivalle    (a,  b):    supposons,    par 

(')  On  peut  faire  des  remarques  analogues  pour  les  l'onclions  d'une  seule 
variable.  Par  exemple,  la  fonction /(.r)  =  a;' cos— a  pour  dérivée 

f  (x)  =  3.r-  cos H  .r  sin  — ) 

•'  X  X 

ct/(,r)  n'admet  pas  de  dérivée  pour  a;  =  o.  Cependant,  le  rapport 

/(2a)-2/(a)+/(o) 


ou  Sa  cos - 


a  pour  limite  ziho  lorsque  2  tend  vers  zéro. 
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exemple,  qu'on  ait  9(0)  >  o,  c  étant  compris  entre  a  et  b.  La  fonction  con- 
tinue auxiliaire 

>î/(.r)  =/(:r)  -/(a)  -  |^  [/(  i  1  -/{a}]  -i- Ùl  {x  -  a)(x  -  b) 

est  positive  pour  .r  =  c,  pourvu  qu'on  prenne  pour  h  un  nombre  assez 
petit.  D'ailleurs  cette  fonction  est  nulle  pour  x  =  a  et  pour  x  =  b  ;  elle 
est  donc  maximum  pour  une  valeur  x  =  Xi  comprise  entre  a  et  b.  Or 
cette  fonction  ii(x)  satisfait,  il  est  facile  de  le  voir,  à  la  condition 


ii(x  -h  a)  -h  'l( X  —  a )  —  2 i ( .r  ) 


=  h\ 


Il  s'ensuit  qu'on  ne  peut  avoir  à  la  fois,  pour  a  assez  petit, 

4-(x, -<-a)  —  4'(a-i)ïo,         4-(a7,  —  a)  —  6(x,  )lo, 

et  par  suite  la  fonction  «^(ar)  ne  peut  être  maximum  pour  x  =  Xt.  On  est 
donc  conduit  à  une  contradiction  en  supposant  que  la  diCféience  a(x) 
n'est  pas  nulle  en  tous  les  points  de  l'intervalle  (a,  b). 

II.  —  NOTATIO.N   DIFFÉRENTIELLE. 

La  notation  diflérenlielle,  la  plus  ancienne  des  notations  em- 
ployées, est  due  à  Leibniz.  Quoiqu'elle  ne  soit  pas  indispensable, 
elle  ofiVe  des  avantages  de  symétrie  dans  les  formules  et  de  géné- 
ralité qui  sont  très  appréciables,  surtout  dans  l'étude  des  fonc- 
tions de  plusieurs  variables.  L'origine  de  celle  notation  se  Irouve 
dans  la  considération  des  infiniment  petits. 

2i.  Différentielles.  —  Soit  1  =/\,r)  une  fonction  continue  ad- 
nietlant  une  dérivée  _/'(j?)  ;  attribuons  à  x  un  accroissement  \x, 
et  désignons  par  ày  l'accroissement  correspondant  de  y.  D'après 
la  définition  même  de  la  dérivée,  on  a 

\x        -^    ^     ' 

£  tendant  vers  zéro  en  même  temps  que  A:r;  si  l'on  considère  \x 
comme  rinfniiment  petit  principal,  Ay  est  lui-même  un  infini- 
ment peiit  dont  la  partie  principale  e&l  /' (t)  Ajt,  pourvu  que/' (.r) 
ne  soit  pas  nul.  C'est  cette  partie  princi|)ale  qu'on  appelle  la  diffé- 
rentielle de  j)'  et  c|u'on  représente  par  r/r, 
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Lorsque  la  fonction  f{x)  se  réduit  à  x,  la  formule  précédente 
se  réduit  à  dx  =  Ax,  et  l'on  écrit  pour  plus  de  symétrie 

mois  en  convenant  de  considérer  raccroissenient  dx  de  la  variable 
Fig-  3. 


indépendante  comme  une  quantité  constante,  d'ailleurs  quel- 
conque. 

Considérons  sur  la  courbe  C,  représentée  par  l'équation  j'=y(a;), 
les  deux  points  M  et  M'  d'abscisses  x  el  x  -\-  dx.  Dans  le  triangle 
MTN  on  a 

AT  =  MX  langNMT  =  ch-f(x); 

NT  représente  donc  la  différentielle  f/j',  tandis  que  Aj-  est  égale 
à  NM'.  Il  est  visible  sur  la  figure  que  la  partie  M'T  est  infiniment 
petite  par  rapport  à  NT,  lorsque  le  point  M'  se  rapproche  indéfi- 
niment du  point  M. 

Les  différentielles  successives  se  définissent  de  proche  en 
proche  comme  les  dérivées  successives.  Ainsi  l'on  appelle  diffé- 
rentielle du  second  ordre  la  différentielle  de  la  différentielle  du 
premier  ordre,  dx  étant  toujours  considéré  comme  une  constante, 
et  on  la  représente  par  d-y. 

d\y  =  d{df)  =  [/"(x)  dx]  d.v  =  f" (x)  dx''. 
On  a  de  même  j)our  la  diflérentlelle  troisième 

d^y  =  d{d'-y)  =  [f"(x)  dx'']  dx  =f"'{x)  dx\ 

et  ainsi  de  suite.  D'une  manière  générale,  la  différentielle  d'ordre  n , 
qui  se  défini  t  comme  la  différentielle  de  la  difiérenlielle  d'ordre  /; —  i , 
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a  pour  expression 

d" y  =  f-"Kx)  dx" . 

Les  dérivées  y'(:r),  _/"(.?■),  ...,_/''"' (a?),  ...  peuvent  inverse- 
ment s'exprimer  au  moyen  des  différentielles,  et  l'on  a  une  nouvelle 
notation  pour  représenter  les  dérivées 

_  dy  „  _  d^y  .  ,  _  d"y 

A  chacjue  règle  pour  calculer  une  dérivée  correspond  une  règle 
pour  calculer  une  différentielle.  Arrêtons-nous  un  moment  sur  le 
cas  d'une  fonction  de  fonction.  Soit  j)-=/(«),  n  étant  une  fonc- 
tion de  la  variable  indépendante  a:;  on  a 

.)-:,.  =  /(")»:,., 

et,  en  multi|)liant  les  deux  membres  par  c/x,  il  vient 

y'-^  dx  =/'( u)'X  ii'x  dx, 
c'est-à-dire 

dy  =/'(u)du. 

]^a  formule  qui  donne  dy  est  donc  la  même  que  si  u  était  la 
variable  indépendante.  C'est  là  un  des  avantages  de  la  notation 
différentielle.  Avec  la  notation  des  dérivées,  on  a  deux  formules 
dilTérentes 

pour  représenter  la  dérivée  dey  par  rapport  à  x,  suivant  que^  est 
donné  directement  en  fonction  de  x,  ou  que  y  dépend  de  x  |iar 
l'intermédiaire  d'une  autre  fonction  //.  Avec  la  notation  dilléren- 
tielle,  la  même  formule  s'applique  aux  deux  cas. 
Si  j'=y"(f/,  (',  (v)  est  une  fonction  composée,  on  a 

y'x  =  "'.r/li  +  ^'.c/î'  +  ''^'.rftv 

et,  en  multipliant  par  dx,  il  \  ient 

y'j.  dx  =  h',,  dxfli  -H  v'j.  dxfl  -+-  w'j.  dxfl^., 
c'est-à-dire 

dy=f:.du-^f:.d,-^/;,.d.v. 

Ainsi 

j  /  "  \         ''  du  —  Il  dv 
d{  u  V)  =  u  dv  -\-  V  au.  rf  (  -  I  = 
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Les  mêmes  règles  permeUront  Je  calculer  les  <iilTéreiitielle.s  suc- 
cessives. Soit,  par  exemple,  à  calculer  les  diflerentielles  succes- 
sives (1  une  fonclion  de  (onclion  y  =f(u);  on  a  déjà  trouvé 

'('■  =/'(«)</«• 

Pour  calculer  d-y,  il  faut  remarquer  que  d((  ne  doit  pas  être 
traité  comme  constant,  puisque  tt  n'est  pas  la  varialjlc  indépen- 
dante. On  a  donc  à  calculer  la  différentielle  d'une  fonction  com- 
poiéef  { II)  du.  où  (/  et  du  sont  deux  i'onclions  iiilermédiaires,  ce 
qui  donne 

c/-J-  =  /   (  Il  I  du-  —f  (  Il  )  il-  II. 

l'oiir  calculer  (/'j',  il  faudra  considérer  d'-y  comme  une  fonc- 
tion composée  avec  trois  foiiclions  intermédiaires  u.  du.  d-u:  on 
trouve  de  celte  laçon 

d^y  =/'"(  U)  du^-T-  3/'"(  i(  )  du  d-u  -r-f'(u)  f/^H, 

et  ainsi  de  snite.  Il  est  à  remarquer  qu'à  cause  des  termes  en  d-u, 
d^  u,  .  . .,  les  formules  qui  donnent  les  diflerentielles  d-y,  d'y,  . . . 
ne  sont  plus  les  mêmes  que  si  ii  était  la  variable  indépendante. 

Les  dérivées  partielles  d'une  fonction  de  plusieurs  variables  se 
représentent  par  une  notation  analogue.  Ainsi  la  dérivée  partielle 
d'ordre  n  de  /(x,  y,  z)  qui  est  représentée,  dans  la  notation  de 
Lagrange,  pary^^"J,.r  est  représentée,  dans  la  notation  de  Leibniz, 
par 

^■'/       . 
()xi'  Oy'l  (/-'■' 

cette  notation  est  purement  syndjoliqtie  et  ne  représente  nulle- 
ment un  quotient,  comme  dans  le  cas  d'une  fonclion  d'une  seule 
variable  indépendante  f  I. 

;2o.  Différentielles  totales.  —  Soit  w  =/(.r,  j  ,  ;)  une  fonction 
des  trois  variables  x,  y,  ;,  admettant  des  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  continues,  i^'accroissemenl  Au,  correspondant  à 
des  accioissenients  dx,  dy.  dz  des  variables  jt,  y,  z,  a  pour  expres- 
sion 

1-  .-    ./,  -  i.dx^(f^^t')dy-i-<fL^t')dz, 

s,  £  ,  e'  tendant  vers  zéro  en  même  temps  que  dx.  dy.  dz. 

(  '  )  L'emploi  de  la  lettre  t).  pour  ilési^iier  une  dérivée  partielle,  est  du  à  Jacobi. 
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On  appelle  di ff'érentielle  totale  respressioii 

cho  =  -^  dx  -i-  -T-  dy  -h  -f-  dz. 
o.v  ày    •  Oz 

qu'on    oblient   en   négligeant    s,    s',   s"   dans    A(o.    Les  trois   pro- 
duits -T-c/.v,  -j-.dy,  -j^dz  sont  les  différentielles  partielles. 

La  différentielle  totale  du  second  ordre  d- m  est  la  différentielle 
totale  de  la  différentielle  totale  du  premier  ordre,  les  accroisse- 
ments dx ,  dy,  dz  restant  constants  et  toujours  les  mêmes  quand 
on  passe  d'une  différentielle  à  la  suivante.  On  a  donc 

d' oj  =  d(  rfio  )  =  — —  dx  H ; —  dy  H —  dz, 

dx  ày     -^  Oz 

ou,  en  développant, 

d-oi  = 


i'-^d, 

\dx^ 

àxày    ■ 

''■{   d 
dx  dz 

z\  dx 

\dxdy 

d.r 

dy  dz 

=)* 

\dxdz 

dx 

dy  àz     •' 

'^dz 
dz-i 

)- 

T^dx^-^ 
dx- 

à) 

W^^O' 

ax  oy 

dx 

dy  +  2  ,      ,    dx  dz  H-  2   '  •;    dv  dz. 
•^           dx  dz                       dy  dz    ' 

Si  l'on  remplace,  dans  le  second  memljre,  à-f  p;ir  Of-,  on  a  le 
développement  du  carré  de  ~-dx  +  ~dr-\-  —d:;  on  peut  donc 

'^'  dx  ày    •  dz  ■ 

écrire  l'égalité  symbolique 

où  l'on  doit  convenir  que  df-  doit  être  remplacé  par  d'-f  après  le 
développement  du  carré.  Cette  loi  est  générale;  si  nous  convenons 
d'appeler  diffcrenlielle  totale  d^ordre  i>  la  différentielle  totale  de 
la  différentielle  totale  d'ordre  n  —  i ,  on  a,  quel  que  soil  n,  l'éga- 
lité symbolique 

d  "i  =  (  ~  dx  +  ±-  dy  +   ■    dz  ]     , 
\àx  ày    -^        dz       J     ' 
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df"  devant  élre  remplacé  par  ù"f  après  le  dévelo])pemenl.  Celle 
loi  élant  vériliée  pour  «=:i,n  =  2,il  nous  sultîra  de  montrer 
que,  si  elle  est  vraie  pour  (/"w,  elle  est  encore  vraie  pour  f/"+'(o. 
La  loi  étant  admise  pour  <1"m,  on  a,  en  développant, 

d"  w  =  X  A„„r  -; :  J^ri'  dyi  dz'^. 


où  p  -h  (/  ~r-  r  =^  II,  le  coefficient  A^^^  étant  le  nièiiie  que  le  coef- 
ficient de  dxP  dy'i  clz'  dans  la  puissance  /)"""  du  trinôme 

(dx-dy^di)", 
c'est-à-dire 

A,„„.= 


\.1...p.\.i...<J.\.'...r 

On  déduit  de  la  firmiile  précédente 

rf"-'  0)  =  Z.K,,„r  1  3 ,  y'         dxi-^  d,'/  di'-  ^ — ^-— -  dj-P  dy'/+i  dz'- 

"    \^xP■^^^  dyl  dz''  -  àxi'  dyi-^^  dz'-  -^ 


à"-\f 


0x1'  dy'i  oz'^' 


dxP  dvi  di 


„,). 


si  l'on  remplace  maintenant  à"'^'/  par  à/"'^',  le  second  membre 
peut  s'écrire  svmboliquement 

Z  A,,,, i^ dxr  dy,  dzr  i'^ldx+'^  dy  -r-  ^  dz) , 

'^    àxi' àyi  Oz'-  -'  \dx  Oy    •'        dz       J  ' 

'ldx-.1dy^fdz)"('^dx^'^dr-^'-ldz). 
1x  Oy    -^        dz       /    \dx  ày    ■         dz       J 


ou  encore 


On  a  donc  bien,  avec  les  mêmes  conventions. 

d"^^..^{fdx^fdy-,.^dz)-'\ 
\àx  Oy    -^        dz       I 

Remarque.  —  Supposons  que,  par  un  moyen  quelconque,  on 
ait  obtenu  iexpression  de  la  différentielle  totale  cIm, 

(i;)  dM  =  ?dx  —  (ldy—Kdz. 

V,  (J.  R  étant  des    fonctions  de   x,y,   :.  Comme  on  a   par  défi- 
nition 

,  dm    ,         Ow    ,         Om 

dw  =  —  dx  -^  ^  «)■  -1 — ;—  dz, 
dx  dy    '         dz 
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on  en  déduit  la  relation 

(ë-^)*-{|:-«)*-(S-'')<'-- 

or  dx^  dy,  dz  sont,  |>ar  convention,  des  constantes  quelconques. 
Il  faudra  donc  qu'on  ait  séparément 

ox  oy  Oz 

l'équation  (17)  est  éc|uivalente  aux  liois  relations  distinctes  (18)  et 
nous  fait  connaître  à  la  fois  les  trois  dérivées  partielles  du  premier 
ordre.  Plus  généralement,  si  l'on  a  obtenu,  par  un  niojen  quel- 
conque, la  difTérenliclle  totale  d'ordre  n 

,     d"  M  =  S  C,„,,.  dri'  dy<i  dz'\ 

les  coefficients  Qtpq,-  sont  égaux,  à  des  facteurs  numériques  près, 
aux  dérivées  partielles  il'ordre  n  de  (o.  On  a  ainsi  à  la  fois  toutes 
les  dérivées  partielles  du  même  ordre;  nous  verrons  un  peu  plus 
loin  une  application  de  cette  ieniar(|ue. 

26.  Dififérentielles  successives  d  lone  fonction  composée.  —  Soit 
10  =  F(?<,  (',  w)  une  ionclion  compuséi-,  «,  r,  ii'  étant  des  fonctions 
des  variables  indépendantes  x,y,  z.  /;  écrivons  les  expressions  des 
dérivées  partielles  du  preniiei'  ordre  : 


rtF  ùu        (JV  cIv 
"  Ou   â.r     '     ài-    t)x 

-i- 

oV 

Ow 
il.r 

ÔM 

^ 

r>F  du        fJF  i/c 
Ou   Oy         de    Oy 

■+- 

"y 

£)tO 

ÙV  du        dF   ()i' 

()F 

Ow 

^ 

^  Ou   lîz   ^  rA-    Oz 

-V- 

0»- 

Oz 

lit 

OY  du        ((F   Ov 
'~  Ou   '07    '    Of    01 

+ 

<)F 
Ow 

Ow 

En  multipliant  ces  quatre  équations  par  dx,  dj\,  dz,  dl  respecti- 
vement et  les  ajoutant,  on  a  au  premier  membre  la   diflérentielle 

I       ,  ,.  ,  ri-   ■  T     àF     àF     oF 

totale  du>,  tandis  que  les  coeilicienls  de  — ->  ^;  -—  sont  égaux 
'  au      01'      Oiv  ° 

respectivement  à  du,  dv,  dw.  11  vient  donc 

(Kl)  rtuj  =  ^  du  -, — —  ai-  H — r —  aw, 

du  Ov  dw 
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(le  soile  que  l'expression  de  la  différenlielle  totale  du  premier 
ordre  d'une  fonction  composée  est  la  même  que  si  les  fondions 
intermédiaires  étaient  des  variables  indépendantes.  Xoiis 
vovons  se  manifester  ici  un  des  principaux  avanUiges  de  la  nolalion 
diflérentielle  ;  la  relation  (ig)  ne  dépend  ni  du  nomijre  ni  du  choix 
des  variables  indépendantes,  et  elle  équivaut  à  autant  de  relations 
distinctes  qu'il  y  a  de  variables  indépendantes. 

Pour  calculer  c?-oj,  nous  appliquerons  la  règle  qui  vient  d  être 
établie  à  dia,  en  observant  que,  dans  le  second  membre  de  la  for- 
mule (iç)),  il  enti-e  six  fonctions  intermédi^iires  :  «,  r,  (v,du.  f/c,  div. 
On  a  donc 

d'-to  = 


du  ' 

ou- 

■      '-''du 

Ou  '>!■ 

dv 

-, ; : du  rflV 

OU  d(v 

' f/2  „ 

ou 

du  dv 

Ou  ''!• 

ov- 

-+-  ——-  dv  dw 
Ov  Ow 

-, d- 1' 

ov 

r~~-  du  dw 
OU  OI.V 

:     ''-''  d. 

c/i-  c'ir 

dw 

Oiv- 

-%-" 

ou,  en  réduisant  et  emplovant  la  même  notation  symbolique  que 
plus  haut, 


- —  dw        -i-  -—d- u  -T-  —  d-i 
Ow        /  ou  Ov 


La  formule  est  plus  complitpiée  que  dans  le  cas  où  n,  r,  tr  sont  les 
variables  indépendantes,  à  cause  des  termes  en  d-u,  d'-i\  d'-w, 
qui  disparaissent  lorsque  u,  c,  (r  sont  les  variables  indépendantes. 
Pour  avoir  r/^w,  on  appliquera  de  nouveau  la  même  règle  à  rf-io, 
en  observant  que  d'-M  dé|>end  de  neuf  fonctions  intermédiaires  : 
u,  i',  (V,  du,  di',  dw,  d'-u,  d^i',  d'-n\  et  ainsi  de  suite.  L'expression 
générale  de  ces  différentielles  devient  de  plus  en  plus  compliquée  ; 
d"i3i  est  une  fonction  entière  des  différentielles  de  u.  r,  w.  jusquà 
l'ordre  n,  et  l'ensemble  des  termes  où  figurent  les  différentielles 
d'ordre  n  et  /t  —  i   est,  pour  n  >  -2. 

dF  dF  .,  àF    .  y   .  l'oV  \   /„    .       . 

—  d"  «  H d"  V  ^  - —  d"  w  ^  n    d  {  —  ]  a"  -'  u  ^ .  .  .    • 

Ou  Ov  Ow  I       \ou'  > 

Si  dans  d"M  on  remplace  u,  c,  tv,  du,  di',  d(\\  ...  par  leurs 
expressions  au  moyen  des  variables  indépendantes,  d" lo  devient 
un  polynôme  entier  en  dx,  dy,  dz,  dont  les  coefficients  sont 
égaux  {voir  la  remarque  du  n"2o)  aux  dérivées  partielles  d'ordre  n 


6o 
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de  w,  iTiLillipliées  par  certains  fadeurs  numériques.   On  a  ainsi  du 
même  coup  toutes  les  dérivées  partielles  d'ordre  n. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  veuille  calculer  les  dérivées 
partielles  du  premier  et  du  second  ordre  de  la  fonction  com- 
posée M  =/(ii),  où  fi  est  une  fonction  de  deux  variables  indépen- 
dantes, (/  =  cp  (x,  )■).  Si  l'on  calcule  ces  dérivées  séparément,  on  a 
d  abord  les  deux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 


(20) 


àu>  Ou  àu)        i)w  au 

du   Or'  Or  ~  Ou   J/' 


et.  en  prenant  les  dérivées  de  ces  deux  équations  par  rap|)orl  à  x 
et  par  rapport  à  y,  on  a  trois  relations  distinctes  seulement  qui 
donnent  les  dérivées  du  second  ordre  : 

'       d-  (.)  _  d- 10  /àiiV-        à(.o  o»'-^/ 
l       ô.ri    '^  ou-    \âx/  ôïî  'dx^-' 

,•2,)  ]     '^''"    _  ;^  ^  '^"        àio     0-u 

O.tdf         Ou-    Ox  Oy     '    Ou   OxOy' 

f'''- to  _  '^-w  /àu\-       Oiii  d'^a 
oy-  "  (*((2  \àr}    ^  dû  lip-' 

la  seconde  des  relations  ( '^i)  s'obtient  en  dillerentiant  par  rapport 
à  jK  la  première  des  équations  (20),  ou  la  seconde  par  rapport  à  œ. 
Avec  les  dillerentielles  totales,  ces  cinq  relations  (20)  et  (y.i) 
peuvent  être  remplacées  par  deux  seulement  : 

l   «to    =  -—du. 

/      \  ]  ou 

(22)  / 

f  "  <"  =  —— «î«--i-  -—c/-u: 
'  Ou^  du 


si  l'on  remplace  dans  ces  deux  formules  du   par  —  rfr  +  —  clv 
Ai  .1  ^        àx  dy    -^  ^ 

'''  "  P''**'  JP-  '^■^'  +  2  -^ dx  dy  +  "—  dy\  les  coefficients  de  dx 
et  dy  dans  la  première  donneront  les  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  de  w,  et  les  coefficients  de  dx"-,  1  dxdy,  dy^  dans  la 
deuxième  donneront  de  même  les  dérivées  partielles  du  second 


ordre  de  w. 


27.   Différentielles  d'un  produit.  —  La   formule    qui    donne    la 
différentielle  totale   d'ordre  n  d'une  fonction    composée  se   sini- 
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plifie  dans  certains  cas  (J'iinf  a|)[)licati()n  friMiiicnle  dans  la  jua- 
tique.  Ainsi,  soil  à  calinler  la  différenlielle  totale  d'oidre  n  d'un 
produit  de  deii\  facteurs  w  =  in\  (_)n  a,  pour  les  |)reinit'ies  valeurs 
de  /i, 

dw  =  i'  (lu  -+-  u  dt\         d^tx)  —  V  d^  u  -+-  ■>  du  dv  -r  u  d'^v,  .  .  . , 

et,  d  une  manière  générale,  il  est  \  i^hle.  d'après  la  loi  de  foiinalion 
de  ces  différenlielles,  qu'on  a 

d"  to  =  i'  d"  u  -4-  C|  d{-  d"'^  n  -+-  C2  (/'- 1'  d''^-  «  +  ...  -1-  «  d"  c, 

C,,  Co,  . . .  étant  des  nombres  entiers  positifs.  On  pourrait  démon- 
trer de  proche  en  proche  que  ces  coefficients  sont  identiques  à 
ceux  du  développeiuenl  de  {a  +  b )" ,  mais  on  y  arrive  d'une  façon 
plus  élégante  au  moyen  de  l'arlilice  sui\ant  ipii  s'applique  à  une 
foule  de  <|uesiions  du  même  genre.  Ob-ervons  (|ue  C,,  Co,  ..., 
Gp,  ...  ne  dé|H'ndent  pas  de  la  nature  des  fonctions  u  eti^;  il  suHil 
donc  de  les  di'tei miner  pour  des  fonctions  particulières.  Prenons 
pour  cela  ti:=e^',  i  :=  e-',  .c  et  y  étant  deux  variables  indépen- 
dantes ;  on  a 

w  =  e^+r,         do]  =  €■•■'->-}' (d.r -^  dy),         ....        d"i>i  =  e^+ï(dx -i- d_y)", 
du  =  e-'^  dx,         d'^  u  =  e^  c/r^,  . .  . , 

dv  =  ey  dy,         d''  v  =  e.'  tly-,  .  .  . , 

et  la  formule  i;énérale  devient,  après  avoir  divisé  par  e^'^y, 

(  dx  -H  dy }"  =  dx"  -^  Cl  dy  dx"-^  -+-  C-j  dy-  dx"   -  — ...  H-  dy". 

Comme  dx  et  dy  sont  arbitraires,  il  s'ensuit  (|u'on  doit  avoir 
n  ni  n—  \)  _/;(«  —  1  )   .  .(n—p-hi) 

I  I  .  i  '  12.../) 

et  la  formule  générale  est  par  conséquent 

(23)     d"(uv)  =  vd"u-i-  -dv  d"-'  u  +  —^ —d-^vd"'^u  -+-  ..  .-^ud"v. 

Cette  formule  s'appli(|ue  cpiel  que  soit  le  nombre  des  variables 
indépendantes  ;  si,  «n  particulier,  u  cl  v  sont  fondions  d'une  seule 
variable  / ,  on  aura,  en  divisant  par  dx",  l'expression  de  la  dé- 
rivée /(''■""■  d'un  produit   de  deux  facteurs.  Il  existe  des  formules 
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analogues  à  la  formule  (23)  pour  le  produit  d'un  nombre  quel- 
conque de  facteurs.  On  les  démonire  de  la  même  znanièrc. 

La  formule  qui  donne  d" m  se  simplifie  également  lorsque  les 
foncl^ions  intermédiaires  ,/.  ,■,  „.  sont  des  fonctions  enlières  et 
linéaires  des  variables  indé])endantes  x,y,  s, 

Il  =  ax  -i-  by  -\-  rz  -+-  f, 
(■  =  a' X  -+-  b'y  -^  c' z  -H  /", 
ir  =  a".r  -r-  b" y  -f-  c" z  -+-  /", 

les  coefficients  a,  a',  a\  b.  //,  . . .  étant  des  constantes.  On  a 

du  =  a  dx  -\-  b  dy  -h  c  dz, 
df  =  a'  dj-  -t-  b'  dy  -i-  c'  dz. 
dw  =  a"  d.r  +  //'  dy  -4-  c  dz, 

el  toutes  les  dilléreatielles  d"u,  d"v,  d'Uv,  où  /;  >  , ,  sont  nulles. 
La  formule  qui  donne  rf"  i,)  est  donc  la  même  que  si  it,  <■,  w  étaient 
les  varial)les  indépendantes 

\')ii  rir  i)w         j 

28.  Fonctions  homogènes.  —  Une  fonction  ^{x,y,  z)  est  dite 
homogène  et  de  degré  /»,  si  Ion  a  identiquement 

o{tT,  ty,  lz)  =  t"^^{x,y,  z). 

Considérons  pour  un  momeni  T,y,  z  comme  ayant  des  valeurs 
déterminées  et  t  comme  la  seule  variable  indépendante;  la  formule 
précédente  peut  s'écrire 

f  (  ",  c,  11'  )  =  t"^  oi  X,  y,  z), 
en  posant  11  =:  tx,  v  =  /y,  »•  =  /;. 

Égalons  les  différentielles  d'ordre  «  des  deux  monbres  en  obser- 
vant que  II,  r,  „.  sont  des  fonctions  linéaires  de  t  et  qu'on  a 
du  =  .r  d/,  f/..  =   ;.  dl,  dir  =  zd/; 

il  vient,  d'après  la  remarque   de  tout  à  l'beure,  en  supprimant  le 
lacleur  commun  di", 

I     àtù  da  àtf 

\^'^  ^y~  ^  =  ~  )      =  m(m  ~  ,).  .  .(m  -  n  -^-  i)im-"  ,^(x,  y,  z). 
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Si  maiiilenanl  on  fait  <=  i,  ii.  r,  iv  se  réduisent  à  x,  i'.  z  et  un 
terme  quelconque  du  premier  ine;nl)re  supposé  développé, 
0"  s 

se  réduit  à 

d"  c 
"    0x1'  dri  dz'-       •' 

on  est  donc  conduit  à  1  éj^alilé  symbolique 

Vtv  ~^'ty' " ^/    "  "    " ~ "■  ■  ■""  - " -^ '^ ?^'"' -^'  ^^' 

qui  se  réduit  pour  n  =  i  à  la  formule  hien  connue 

do  dœ  ()3 

m  -i  (  .r.  )'.  :;  )  =  a^  ^.: — h  >'  — ' — l-  -  — ^  • 
-^  <^a:       -^  oi_j'  dz 

I\otalions  tliverses.  —  En  définitive,  nous  avons  trois  notations 
pour  représenter  les  dérivées  partielles  des  diflerenis  ordres  dune 
fonction  de  plusieurs  variables  :  celle  de  Leibniz,  celle  de  Lagrange 
et  celle  de  Cauchv.  Ces  dillérenles  notations  ayant  I  inconvénient 
d'être  un  peu  surchargées,  on  a  imaginé  diverses  notations  plus 
abrégées.  Une  des  plus  employées  est  celle  qu'on  doit  à  Monge 
pour  les  dérivées  partielles  du  premier  et  du  second  ordre  d'une 
fonction  de  deux  variables;  si  ;  est  une  fonction  des  deux 
variables  x  et  y,  on  pose 

_dz  _dz  .  _<^-^  _     ""  ^  _  ^Z± 

d.r'  dy  '  Ox-  '  ax  dy'  ~~  dy-  ' 

et  les  dilTérenlielles  totales  dz  et  d- z  ont  pour  e\])ressions 

dz  ^=  p  dx  H-  q  dy, 
d-  z  ^=  r  dx'^  -^  2  s  dx  dy  -^  t  di-. 

'20.  Formule  de  Taylor  pour  les  fonctions  de  plusieurs  variables. 
• —  Soit,  pour  (iier  les  idées,  ioz=f\x,y,  z)  une  fonction  de  trois 
variables:  on  peut  obtenir,  pour  l'accroissement  de  cette  fonction 
correspondant  à  des  accroissements  h.  A\  l  des  variables,  un  déve- 
loppement analogue  à  la  formule  (6)  (n°  18).  Il  suffit  d'employer 
l'artifice  suivant,  dû  à  Cauchv.  Considérons  x.  y.  z,  h.  /.",  l  comme 
ayant  des  valeurs  déterminées,  et  posons 

ç(  <)  =  {(je  ■+-  ht,  y  -r-  kt,  z  -+-  /t). 
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t  désignant  une  variable  auxiliaire.  La  ("onction  'f(i)  ne  dépend 
que  d'une  variable  indépendante  l;  si  nous  lui  appliquons  la  for- 
mule générale  (6),  il  vient 

t  f- 

(24)  fCO  =  o(0)-l--(p'(0)  +  — _ç''(o)-t-... 

H ^- — 'oi"'(o)H '^^ — -ts("+i'(eo, 

\  .1.  .  .n  '  I  .■>,...(«-+-  1  )  ' 


tp(o),  «p'(o),  ...,  ta'"' (o)  étant  les  valeurs  de  la  fonction  ©(<)  et 
de  ses  dérivées  pour  i  =  o,  et  (p'"+'^(6/)  étant  la  valeur  de  la  dé- 
rivée (rt  +  lyen'^  pour  la  valeur  9<,  8  étant  compris  entre  zéro  et  un. 
Or  on  peut  considérer  es  (i)  comme  une  fonction  composée  de  i, 
cp(<)  ^y(M,  (',  (v),  les  fonctions  intermédiaires 

M  =  ^r  -H  /(/,         V  —  y  ^^  kt,         (»'  =  c  -f-  /< 

étant  des  fonctions  linéaires  de  t.  IJ'après  ce  qu'on  a  remarqué 
antérieurement,  l'expression  de  la  did'éientielle  d'ordre  m,  d"^<s, 
est  la  même  que  si  u,  i',  w  étaient  des  variables  indépendantes;  on 
a  donc  l'égalité  symbolique 

I  (àf    ,  àf    ,  df    ,    \i"')         ,       /àf,         df ,         àf  ,Y'"I 

cV"  9  =     -^  rfa  ^  -f  rfi.  +  -:L  ihv         =  df"  l-^/>  +  -fk^-i^i)      , 

'         \<:*«  dv  div        /  \  du  dv  dw    j 

qui  peut  encore  s'écrire,  en  divisant  par  dl"^ , 

^       ^  \du  di'  àw    j 

Pour  <  =  o,  M,  (',  w  se  réduisent  respectivement  à  x,  y,  ;  et  léga- 
lité  précédente  devient,  en  employant  toujours  la  même  notation 
symbolique, 

'        \d.r  dy  dz    / 

On  a  de  même 

.-'•')=  (S'- 1- g') ■ 

x^y^  z  devant  être  remplacés,  après  le  développement,  par 

x-h^/it,    y -h  HA/.     z-hf)/t 
respectivement.  En  faisant  maintenant  ^  =  i  dans  la  formule  (24), 


II.    —    NOTATION    DIFFKREMIELLE. 

il  vient 


(■>5)     fix-^h.y-k.  z^l)=/(x,r,  z  ) -^  (  ^ /,  -  '-^  k  - '^ /) -i- .  . 


' .  .  .11  \  l'X  '>v  Oz    j 


K,„ 


le  ternie  complémentaii  e  avuiil  pour  expression 

(«  —  II.  \  Ox  ay  OZ    j 

X.  y^  z  cle\ant  être  remplacés  par  x  +  hh,  y  +  hk.  z  -^  hl.  après 
le  développement,  dans  les  dérivées  partielles. 

Si  l'on  néglige  le  reste  R„,  on  a  dans  le  second  membre  de  la  for- 
mule (2.5)  un  polynôme  de  degré  /i  enh,  k,  l,  P„(/i,  A",  l);  lorsque 
les  dérivées  partielles  d'ordre  (n  -+-  i)  de  la  fonction  f{x,  y,  z) 
sont  lioinées,  la  difiPérence  entre  )a  fonction /(a;  +  h^  y  +  k,  z  +  l) 
et  ce  polynôme  P„  est  un  polynôme  homogène  d'ordre  («  +  1) 
en  II,  k,  l,  dont  les  coefficients  dépendent  eux-mêmes  de  /t,  k^  /, 
mais  sont  bornés. 

Celle  formule  (25),  dont  on  \crra  d  antres  applications  au  Cha- 
pitre III,  est  utile  dans  la  recherche  des  valeuis  limites  des  fonc- 
tions qui  se  présentent  sons  forme  indéterminée.  Soient /"(x,  jk)i 
'^{x,  y)  deux  fonctions  qui  s'annulent  à  la  fois  pour  a'=  fl,  y  =  b, 
mais  qui  restent  continues,  ainsi  (|ue  leurs  dérivées  partielles  jus- 
qu'à un  certain  ordre,  dans  le  voisinage  du  point  x  ^^  a,  y  =^  b; 
proposons-nous  de  trouver  la  limite  vers  laquelle  tend  le  quotient 

?  (  ^,  7  ) 

lorsque  x  et  )'  tendent  respectivement  vers  a  et  b.  Xous  supposerons 

111  1  1  .    •     .         1  •  .         df     àf     à':,     dzi 

u  abord  que  les  quatre  dérivées  du  premier  ordre  -y,  -r^?  -r^i  —j 

ne  sont  pas  nulles  à  la  fois;  nous  pouvons  écrire 

/{a-^h,  b-hk)  _  ''\ti^^  )  "^^"(^"^'   ) 


o{a  -i-  h,  6  -+-  k) 


KS-.)-'(S-0 


i,  î',  e,,  z\  tendant  vers  zéro  lors<|ue  h  et  k  tendent  vers  zéro. 
Lors(|ue  le  point  (x.  y)  tend  vers  (a,  b),  h  et  k  tendent  vers  zéro; 
nous  supposerons  que  le  rapport  y  tend  vers  une  limite  a,  c'est- 
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à-dire  que  le  point  {x,y)  décrit  une  courbe  ayant  une  tangente  an 

point  (a,  b).  Divisons  les  deux  lermesdu  rapport  précédent  par/*; 

1     e      ••        fi-r-y)  ,■     ■. 

nous  voyons  fiue  la  traction  ■— a  pour  limite 

iJa  ^     Ob 


cette  limite  dépend  en  général  de  a,  c'est-à-dire  de  la  façon  dont 
les  variables  x  et  y  tendent  respectivement  vers  leurs  limites  a 
eih.  Pour  que  cette  limite  fût  indépendante  de  a,  il  faudrait  qu'on 

eût 

df  d'^       ùf  ,)-i 

— ■ ~ '-  =  o, 

da  db        <ib  <)a 

, .  .     ,      1    ,:•  •  1  ,  .    ■     ,       df     àf     Oto     do 

ce  nui  n  a  pas  lieu  en  oeneral.  ?i  les  ciuatro  dérivées  -^  >  -—;  -^)  -j 

'  '  ~  1  aa     db     da     db 

sont  nulles,   on   poussera  le  développement  )iisqu'anx  termes  du 

second  degré  eu  II  et  /i-,  et  ainsi  de  suite. 
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30.  Moyen  de  définir  de  nouvelles  fonctions.  —  Les  fonctions 
étudiées  dans  les  éléments  sont  les  fonctions  rationnelles  et 
irrationnelles,  l'exponentielle  et  le  logaritlime,  les  fonctions 
circulaires  et  les  fonctions  inverses,  et  celles  que  l'on  obtient  par 
leurs  combinaisons.  Toutes  ces  fonctions  admettent  des  dérivées 
en  nombre  illimité,  que  l'on  sait  calculer  au  moyen  des  règles 
établies  en  Algèbre.  On  peut  définir  une  infinité  de  fonctions 
nouvelles  par  un  passage  à  la  limite. 

Soit  fn{-x^)  i"ie  fonction  de  la  variable  x  définie  dans  un  inter- 
valle (rt,  b),  dépendant  en  outre  d'un  nombre  entier  positif  n. 
Attribuons  à  x  une  valeur  déterminée,  d'ailleurs  quelconque,  dans 
l'intervalle  (a,  b);  si  la  valeur  correspondante  y'„(j?)  tend  vers  une 
limite  lorsque  le  nombre  ?i  augmente  indéfiniment,  cette  valeur 
limite,  en  général  variable  avec  la  valeur  attribuée  à  x,  est  elle- 
même  une  fonction  de  x,  que  nous  représenterons  par  F(a7),  et 
nous  écrirons 

(■26)  F(a-)  =  lini/„(r) 
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OU  plus  simplement 

Fi X)  =  lim/„(  .r  I. 

11  est  essentiel  de  remarquer  que  la  fonction  fn{x)  peut  être  une 
fonction  continue  de  x,  quel  que  soit  «,  sans  que  la  limite  F(x) 
soil  continue.  Prenons  par  exemple  f„(^x)  =  x'^,  en  supposant 
oSj:^Si.  Cette  fonction  est  continue  dans  l'intervalle  (o,  i)  quel 
que  soit  n  ;  si  n  croît  indériiiiiueat,  on  a  lim.r''=:  o,  lorsque  x  est 
inférieur  à  un,  et  lim.r''=  i,  si  j- =  i .  La  fonction  limite  F  (x) 
est  donc  discontinue  pour  .r  =  i . 

Prenons  encore 

/«(-y)  =  \_^^„'         ^  =  0; 

la  limite  F{x)  est  égale  à  +  i ,  pour  x  <i  i.  à  —  i  pour  ^  >  i ,  et 
à  zéro  pour  .r  =  i .  La  limite  de  (i  -r  x')'"  est  de  même  égale  à 
zéro,  si  X  n'est  pas  nul,  et  égale  à  un,  si  x  =  o. 

Soit  fn{^)  une  fonction  continue  ayant  pour  limite  une  fonction 
continue  ¥{x).  S'ifn{x)  a  une  dérivéey„(x),  de  l'égalité 

\\mfn(,or)  =  F{t) 

on  ne  peut  pas  toujours  conclure  qu'on  a  aussi 

lim/,',(,ri  =  1"'(  t). 


Soit  par  exemple  y"„(x)  ^t/x--{ ->  la  limite  F(x)  est  égale 

à  |-r|.  Or  la  dérivée  /,',{x)  est  nulle,  quel  que  soit  n,  pour  x  =  o, 
tandis  que  F{x)  n'a   pas  de  dérivée  pour  cette  valeur  de  x.  De 

même,   la  fonction  fn(x)  = a  pour   limite    F(^):=o;    la 

dérivée  F'(x)  est  nulle  aussi,  tandis  que/„(x)  =  cos«.r  n'a  pas  de 
limite  lorsque  «  augmente  indéfiniment.  La  représentation  géomé- 
trique rend  ces  résultats  intuitifs  (  '). 

(')  Snit/„(x)  =  [cas  (m  !  t.x}]-",  où  m  est  un  nombre  entier  positif  déterminé. 
On  a  o„{x)  =  iimf„{x)  =t,  si  le  produit  mî.z;  est  un  nombre  entier  ÎS,  et 
roi(^)  =  o>  S'  <^^  produit  n'est  pas  un  nombre  entier.  Tous  les  points  a;  =  -^ 
sont  des  points  de  discontinuité  pour  a^{x).  La  limite  de  ^„[x)  est  la  fonction 
^{x)  de  Diricblet 

i(ir)  =  lim  (  lim  [cos(TO!-;:a;)]'"l, 

qui  fst  égale  à  un  pour  x  rationnel,  et  égale  à  zéro  pour  a:  irrationnel. 
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31.  Convergence  iiniforme.  — Soit /„(j:^  une  fonction  qui,  dans 
un  intervalle  [a,  ('),  tend  vers  une  limite  F(a7)  lorsque  n  auginenle 
indéfiniment.  La  dilTérence  o„{x)  =  F{x)  — /n(-i')  tend  vers  zéro 

avec  -;  nous  dirons  que  fn{-e)  tend  uniformément  ou  cotiverge 

uniformément  vers  F(:r)  si  à  tout  nombre  positif  t  on  peut  faire 
correspondre  un  nombre  entier  N  tel  que,  pour  toute  valeur  de  n 
égale  ou  supérieure  à  N,  on  ait 

I2„(a-)|<£, 

l'inégalité  devant  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x  dans 
l'intervalle  («,  b). 

La  condition  que  le  nombre  N  soit  indépendant  de  x  et  ne 
dépende  que  de  e  est  essentielle  dans  cette  définition,  l'ourcbaqiie 
valeur  de  x  dans  l'intervalle  (rt,  6),  il  est  certain  c|u'il  existe  un 
nombre  entier  N^.  tel  que  lS„(j;)|  est  inférieur  à  i  pourvu  que  ii 
soit  =Na;;  mais  rien  ne  prouve  a  priori  (\n\in  même  nombre  N, 
aussi  grand  qu'on  le  suppose,  peut  satisfaire  à  celte  contlition  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  considérées.  Pour  voir  qu'il  n'en  est  pas 
toujours  ainsi,  il  suffit  de  reprendre  une  des  fonctions  citées  plus 
liant,  la  fonction  x"  par  exemple,  en  supposant  o^  x  <  i .  La  dillé- 
rence  ô„{x)  est  égale  en  valeur  absolue  à  x".  Pour  c|ue  o„{x) 
tendît  uniformément  vers  zéro,  il  faudrait  que,  quel  que  soit  le 
nombre  positifs,  il  existât  un  nombre  entier  N  tel  que  l'inégalité 
x"<i^  fût  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  n  satisfaisant 
aux  conditions  o  <  a:  <  i ,  /?^N.  On  devrait  avoir  en  |)articulier 

.r^<;  £,  et  par  suite  x  -<  s.'* ,  pour  tontes  les  valeurs  positives  de  x 
inférieures  à  un  ;  or,  aussi  grand  que  soit  N,  si  l'on  su|ipose  £  <  i , 

il  existe  des  nombres  compris  entre  î"^  et  l'unité.  On  verrait  de 

même    que    la    fonction   —  ne    tend    pas    uniformément   vers 

1  1  +  3^"  r 

l'unité,  lorsque  x  est  compris  entre  zéro  et  un,  car  la  dillércnce 
c„(^x)  est  supérieure  à  .r". 

Considérons  encoie  l'expression 

/i,{x)  =  nx  e—"'^', 

dont  la  limite,  pour  n  infini,  est  F(x)  =  o.  Celte  expression  ne 
tend  pas  uniformément  vers  zéro  dans  tout  intervalle  comprenant 
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la  valeur  zéro,  dans  l'intervalle  (o,  i)  |)ar  exemple.  En  efl'et,  elle 

I  -       V'"  '1  •  1  1  /  /     ^  •  • 

est  e^ale  a —  poiir.r^— =;  dans  lotit  intervalle  (o,  h),  aussi  petit 

''  V  « 

que  soit  le  nombre  positif  /i,  elle  peut  doix-  prendre  des  valeurs 
qui  augmentent  indéfiniment  avec  /;. 

Les  propositions  suivantes  expliquent  l'importance  de  cette 
notion  de  convergence  uuilorme  : 

A.  Si  une  fonction  continue  /„(x)  tend  uniformément  Ders 
une  limite  F(.r)  dans  un  intervalle,  cette  fonction  !•  (x)  est 
aussi  une  fonction  continue  dans  cet  inter\'allc. 

Soient  X  et  x -\- h  deux  valeurs  de  la  variable  dans  Tintervalle 
considéré  [^a,  b)\  des  égalités 

V  (  x  )  =  f„ix)  ^''j,i{x),         F  (x  -h  h  )  =  f„(x  ^r-  h  )  -h  o„(x  -\-  Il  ), 

on  tire  par  soustraction 

F(x-^  h)—F(x)=  [f„(x-h  h)—f„{x)]  -f-o„(r  -^-h)—5„{x). 

Puisque  fn{^)  tend  uniformément  vers  F(.r),  on  peut  prendre 
pour  //  un  nombre  assez  grand  pourque  la  valeur  absolue  de  o„ix) 
soit  inférieure  à  un  nombre  positif  donné  à  l'avance  s,  quelle  que 
soii  X  dans  linlervalle  [a,  b).  Le  nombre  n  ayant  été  cboisi  de 
celte  façon,  puisque  la  fonction  y„(.r)  est  continue,  on  peut  trouver 
un  autre  nombre  positif  r,  tel  que  l'inégalité  | /«  |  <C 'i  ail  pour 
conséquence  linégalité 

\f„(x~-h)-f„(.v)\<z^ 

X  e.1  X  -\-  Il  étant  deux  valeurs  de  l'intervalle  (a,  b).  La  différence 
Y[X  —  h)  —  Fi.r)  est  la  somme  de  trois  termes  dont  la  valeur 
absolue  est  inférieure  à  s.  On  a  donc  a  fortiori 

|F(.r-/,)-F(.r)|<3s, 

pourvu  qu'on  ait  | /f  |  <  "^  ;  le  nombre  £  étant  un  nombre  positif 
arbitraire,  'P {x)  est  une  fonction  continue  dans  l'intervalle  (a,  b). 

B.  Si  une  fonction  continue  fn  {x)  a  une  limite  F(.r)  et  si  la 
dériiée  fii{x)  /e«c?  uniformément  i;ers  une  fonction  ^(x),  cette 
fonction  *&(./■)  est  la  dérivée  de  Fix). 
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Posons  pour  abréger /„_,_y,(x) — /„(a;)  =  A(ic),  n  el  p  étant 
deux  nombres  entiers  positifs.  Nous  démontrerons  d'abord  qu'on 
peut  choisir  pour  n  un  nombre  assez  grand  pour  que,  quel  que 
soit  p,  la  valeur  absolue  de  à! {x)  soit  inférieure  à  un  nombre 
positif  donné  e,  pour  toute  valeur  de  x  dans  l'intervalle  considéré 
(«,  b).  Nous  avons  en  eflet 

A'(^)=/;,+p(^)-/;,(3-)  =  [<l'(.r)-/;;(jr)]-['î.(.r)-/;+,/,ri]; 

puisque /„(.r)  tend  uniformément  vers  'ï'(^),  soit  N  un  nombre 
entier  positif  tel  que,  pour  «^N,  la  valeur  absolue  de  ^{x) — fn{^) 

soit  inférieure  à  -  dans  tout  l'intervalle.  Il  en  sera  de  même  de  la 

2 

valeur  absolue  de  •I>(x)  — /,^  (j"),quel  que  soi  lie  nombre  positif/?, 
et  par  suite  la  valeur-absolue  de  ^' {x)  sera  inférieure  à  £  dans  tout 
l'intervalle  (a,  b). 

Ayant  choisi  pour  n  un  nombre  entier  satisfaisant  à  la  condition 
précédente,  nous  pouvons  encore  écrire,  en  désignant  par  x  et 
X -\-  h  deux  valeurs  quelconcpies  de  linlervalle  (a,  b). 

f„+,Acp-+-  h)—fn+,,{^)  =fn{.c-\-  h  )—/n(3-)-^  A(.r  +  /()  —  à{.r), 

OU,  en  appliquant   la    formule    de    la    moyenne    à    la    différence 

A{x-\-h)  —  \{x), 

/„+p(a"  -H  li)-f„+,,{T)=f„{x  +  h)  -/n(x)  -i-  It  A'(.r  +  e/i) 
(o  <  0  <  I). 

Dans  celte  relation,  supposons  que  le  nombre/;  reste  fixe  et  que 
le  nombre  p  augmente  indéfiniment;  le  premier  membre  a  pour 
limite  F(x-i-h) —  F(x).  Quant  à  A'(a7 -t- 9/;),  la  valeur  absolue 
de  sa  limite  ne  peut  être  supérieure  à  s,  d'après  la  façon  dont  on  a 
pris  le  nombre  n.  On  a  donc,  en  divisant  par  h, 

F(jr  +  /()  — FO)         f„(  X  —  h)  — f„(.v) 

; =  ■ -, '■ -^  A  (  .r,  h  ), 

It  II 

la  valeur  absolue  de  A(.r,  /;)  étant  ^  s;  on  en  déduit 
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La  valeur  absolue  de  la  dillérence  fi,{x)  —  <l>(x)  est  inférieure 
à  -  et  par  suite  à  i.  D'autre  part,  puisque  f,',{x)  est  la  dérivée 
de_/'„(.r),  on  peut  trouver  un  notiiljre  positif  T;  tel  qu'on  ail 

pourvu  qu'on  ail  |/(|<;T|,  x  élanl  une  valeur  déterminée  de 
1  intervalle  (a,  h  i.  On  aura  donc  aussi,  pour  toutes  ces  \aleurs 
de//, 

I  F(.r-^/n-F(.,M  I 

I  h  'xyxjy-^i-., 

et  pai-  suite  Fi \r  1  a  pour  dérivée  <I>(x). 

32.  Séries  uniformément  convergentes.  —  D'après  une  re- 
marque antérieure  (n°  o),  la  limite  d'une  suite  convergente  peut 
être  délinie  comme  la  somme  d'une  série  convergente,  et  inver- 
sement. Il  revient  donc  au  même  de  définir  une  fonction  F(.r) 
comme  limite  d'une  suite  de  fonctions  _/"„(,«),  quand  «augmente 
indéfiniment,  ou  comme  somme  d'une  série  convergente.  La  rela- 
tion V{x)  =  limy'„(x)  est  en  effet  équivalente  à  l'égalité 

(27)  ?{x)=Mx)-^[Mx)-f,{x)]+...+  [f„{x)-fn-dx)]+... 

cjui  exprime  que  la  série  du  second  membre  est  convergente  et  a 
pour  somme  F(:ri.  Réciproquement,  étant  donnée  une  série 
convergente 

(28)  u„{x)  ^  Uil x)  -\- . .  .  +  u„{x)  -h.  .  . 

la  somme  F(a' j  de  cette  série  est  la  limite  de  la  somme 

?«(■'' j  =  lia  -h  lli-h  .  .  .-¥-  Un 

lorsque  n  croît  indéfiniment.  Au  inojen  des  fonctions _/'„(./•)  citées 
plus  haut,  on  peut  donc  former  des  séries  à  termes  continus,  dont 
la  somme  est  discontinue.  Par  exemple  la  série 

(2<j)  x-¥-x(.r  —  l)^...^x"(x  —  i)-i-..., 

qui  est  convergente  dans  linlervalle  (o,   i  ),  est  discontinue  pour 
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X  :=  i .  De  même  la  somme  de  la  série 


(3o)  F(^)  = 


I  —  .r  ^ 

I  +   3"  / 


a  une  discontinuité  régulière  pour  la  valeur  x=  t.  On  a  en 
ellel  F(i-|-o)  =  — I,  F(i  —  o)=:i,  F(i)^o.  La  somme  de  la 
série 

(  5  '  )  :  +  ; TTT  -!-•••+  : ;—  -t-  . .  • , 

I  -t-  .r-  (l-HX-)-  (l-r-X-)" 

dont  le  terme  général  peut  s'écrire 


{i-hx^y 


présente  une  discontinuité  d'un  autre  genre,  car  sa  somme  est 
nulle  pour  a;  =  o,  et  égale  à  un  pour  toute  autre  valeur  de  x. 

La  diirérence  entre  la  somme  F(:r)  de  la  série  convergente  (28) 
et  la  somme  ?>,i(x)  des  (n  -\~  i)  premiers  termes  de  cette  série  est 
égale  à  la  somme  R„(a:)  de  la  série  obtenue  en  supprimant  ces 
termes 

(3/)  R,,fx)  =  iin+,(^)  -+-  u„+iix:)  -h 

La  série  est  dite  uniformément  convergente  dans  un  intervalle 
(a,  b)  si  la  somme  S„{x)  tend  uniformément  vers  F(x)  dans  cet 
intervalle,  c'est-à-dire  si  à  tout  nombre  positif  e  on  peut  associer 
un  nombre  entier  N  tel  que,  pour  toute  valeur  de  n^N,  la  valeur 
absolue  de  R„(x)  reste  inférieure  à  s  dans  tout  l'intervalle  (a,  b). 
Le  tliéorènie  A  conduit  alors  à  la  proposition  suivante  : 

La  somme  d'une  série  uniformément  convergente  dans  un 
intervalle  (a,  6),  dont  les  termes  sont  des  fonctions  continues 
de  la  variable  dans  cet  intervalle,  est  elle-même  une  fonction 
continue  de  la  variable  (  '  ). 

(  '  )  La  condition  énoncée  est  seulement  une  condition  suffisante.  On  doit  à 
M.  Aizela  une  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  série  à  termes 
continus  représente  une  fonction  continue.  (  loi';'  K.  Iîorel,  Leçons  sur  les  /onc- 
tions de  variables  réelles,  p.  42-) 
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En  effet,  la  somme  S„(x)  d'un  nombre  quelconque  de  termes  de 
la  série  est  une  fonction  continue,  si  tous  ces  termes  sont 
continus. 

Le  théorème  B.  appliqué  aux  séries,  conduit  de  même  à  la 
nouvelle  proposition  : 

Si  une  série  à  termes  continus  est  convergente  dans  un  inter- 
i-alle  (a,  b).  et  si  la  série  formée  par  les  dérii'ées  de  ses  termes 
est  elle-même  uniformément  convergente  dans  cet  intervalle, 
la  somme  de  la  seconde  série  représente  la  dérivée  de  la  somme 
de  la  première  série. 

Soient  en  effet  F(a:)  et  <ï>(.2')  les  sommes  des  deux  séries 

F(>)  =  Uç,  (t)  -+-  Ml  (jr)  ^.  .  .—  t/„  (a-)  -■- 

<I>(x)  =  tt'f,(x)  -i-  u\(.T)  ^-. .  .-1-  ii„(x)  ^-. .  . . 

La  somme  des  («4-1)  premiers  termes  de  la  seconde  série  est 
égale  à  la  dérivée  de  la  somme  S„{x)  des  (/?  -f-  1  )  premiers  termes 
de  la  première  série.  On  a  donc 

F(  .r  )  =  IiraS„l  .r).         <t>(3-  )  =  limS„(.r); 

mais,  par  hypothèse,  S'„(x)  tend  uniformément  vers  <ï>(.r),  puisque 
la  seconde  série  est  uniformément  convergente.  On  a  donc,  d'après 

le  théorème  B, 

<I>(j-)  =  F'{x). 

On  voit  par  là  quelle  est  l'importance  des  séries  uniformément 
convergentes.  La  règle  suivante,  d'une  application  fréquente, 
permet  dans  bien  des  cas  de  reconnaître  si  une  série  jouit  de  cette 
propriété.  Soit 

(33)  Uo{j:)  -h  Ui(t)  ^.  .  .-^  u„i3-)  -T-.  .  ■ 
une  série  à  termes  variables;  soit,  d'autre  pari. 

(34)  vo-i- 11  — ..  .H-t'«  — . . . 

une  autre  série  convergente  dont  les  termes  sont  des  nombres  posi- 
tifs constants.  Si,  pour  toutes  les  valeurs  de  j;  d'un  intervalle  (a,  b), 
on  a,  quel  que  soit  n,  |  ««  |  =  v„,  la  première  série  (33)  est  unifor- 
mément convergente  dans  cet  intervalle.  Il  est  clair,  en  elfet, 
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cjiron  a,  pour  toute  valeur  de  x  de  l'intervalle, 

I   ((,,-4-1  (  T  I  -+-  U„  +  ,i  .r)  -h.  .  .    I   <  P„-n  -+-  (•„4-2  —  .  .  .  , 

c'est-à-dire 

|B„(,r:i|<R;„ 

en  désignant  par  H„  la  somme  de  la  série  (34),  dont  on  aurait 
supprimé  les  (/(  +  i)  premiers  termes.  Celte  série  (34j  étant 
convergente,  on  peut  trouver  un  nombre  N  assez  grand  pour  qu'on 
ait  R^,  <  î,  lorsque  n  est  ^  JN.  On  aura  donc  aussi,  pour  ces  valeurs 
de  n,  I  Rn(^)  I  <  î,  dans  tout  l'intervalle  considéré. 

Par  exemple,  i',,  Co.  r„,  ...  ayant  toujours  la  même  signifi- 
cation, la  série 

i\-h  l'i  iinx  -h. .  .-j-  v„  s\n(nx)  -h. .  . 

est  uniformément  convergente  dans  tout  intervalle. 

Remarque.  —  On  définit  quelquefois  la  conveigence  uniforme  d'une 
série  d'une  façon  un  peu  dilïérente.  Une  série  est  dite  uniformément 
convergente  dans  un  intervalle  (a.  b),  si  à  tout  nombre  positif  e  on  peut 
faiie  correspondre  un  nombre  entier  n  tel  que  la  somme  d'un  nombre 
quelconque  de  termes  à  partir  de  Un  +  i{^),  telle  que 

((„  +  ,  (  JT)  -H.  .  .+  !<„+,,(  t), 

soit  inférieure  en  valeur  absolue  à  s,  quels  que  soient  le  nombre  positif/) 
et  la  valeur  de  x  dans  l'inteivalle.  Il  est  facile  de  montrer  la  concordance 
des  deux  définitions.  Supposons  d'abord  la  série  uniformément  convergente 
comme  on  l'a  définie  plus  haul,  et  soil  n  un  nombre  positif  tel  que  les 
valeurs  absolues  de  tous  les  restes  R„(.r),  R„-ni.ri,  ...,  K„+,,(x)  soient 

inférieures   à  -   dans   tout   l'intervalle   (a,   b).   Il   est   clair  que  la   valeur 

absolue  de  la  somme  i(,i-t-i(^) -t-. . --i- "n+;)(-3")  =  R«+/j(  ■îj — !!«(•*■)  sera 
inférieure  à  e  dans  le  même  intervalle.  l\éciproquemen t,  supposons  que  la 

valeur  absolue  de  H„+i(:r  i  -~ .  .  .-t-  iin+j,(T)  soit  inférieure  à-,  quel  que 
soit/),  dans  tout  l'intervalle:  la  valeur  absolue  de  la  somme 

«p+,(.r)  ■+■...-¥-  Up^.^(x} 

sera  inférieure  à  e,  quel  que  soil  le  nombre  positif  y,  pourvu  qu'on  ait  p^n. 
En  supposant  que  le  nombre  q  croit  indéfiniment,  le  nombre  p  restant  fixe, 
on  en  conclut  que  la  valeur  absolue  de  R;,{x)  est  inférieure  à  i  dans 
l'intervalle  (a.  b)  pourvu  que  p  soil  ^/t.  La  série  est  donc  uniformément 
convergente  au  premier  sens  du  mot. 
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33.  Fonction  continue  sans  dérivée.  —  Nous  tei  minerons  ce  Chapitre 
en  donnant  un  exemple,  dû  à  \\  eieistrass,  de  fonction  continue  qui  n'ad- 
met <le  dérivée  pour  aucune  valeur  de  la  variable.  Soient  b  une  constante 
positive  inférieure  à  l'unité  et  a  un  nombre  entier  impair;  la  fonction 
¥{x),  qui  est  égale  à  la  somme  de  la  série  convergente 

(35)  F(2-)  =^6"  cos(n''-.r), 

est  continue  pour  toute  valeur  de  x,  car  la  série  est  uniformément  con- 
vergente dans  tout  intervalle.  Si  le  produit  ab  est  inférieur  à  un,  il  en  est 
de  même  de  la  série  formée  par  les  dérivées;  la  fonction  ¥(x)  admet  donc 
une  dérivée,  qui  est  elle-même  une  fonction  continue.  Nous  allons  démon- 
trer qu'il  en  est  tout  autrement  si  le  produit  ab  est  supérieur  à  une  cer- 
taine limite. 

Nous  pouvons  écrire,  en  désignant  par  m  un  nombre  entier  quelconque. 


(3H) 

en  posant 


Vi  X  -\-  h  )  —  F (  r 


R„ 


S„,  =  fy].  *"!  cos[«"-(x-i-  /(  i]  — cos(a"-2-)  !, 

La  formule  des  accroissements  finis  appliquée  à  la  fonction  cos(a"7:a;) 
montre  que  la  différence  coi[a"T.(x  ->r  h)]~  cos{a''-x)  est  inférieure  en 
valeur  absolue  à  z«''|/i|.  La  valeur  absolue  de  S,„  est  donc  inférieure  à 

m—  1 
V         ni  „  "'"('"■—  1 

T.    7    «"6"=- -. 

^^  ab  —  1 

et,   a   fortiori,   à   7:  ("^'"'.,    si    l'on   suppose    06  >i.   Nous    chercherons 

'        •'  ab  —  i 

maintenant  une  limite  inférieure  de  la  valeur  absolue  de  R,„,  en  donnant 
à  l'accroissement  h  une  valeur  particulière.  On  a  toujours 

a"'x  =  1,1,-^  ^m, 

a„,  étant  un   nombre  entier  et  ;,„  étant  compris  entre  —  "  '"^  "^  ~'  '^°"* 
poserons 
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e„i  elant  égal  à  dii;  il  est  clair  que  /;  est  du  même  signe  que  e„,,  et  infé- 
lieur  en  valeur  absolue  à  -—•  Le  nombre  A  étant  choisi  de  cette  façon, 
on  a 

«"-(>  +  /()  =  „>i-ma"i  TTir  +  A)  =  «■'-'"  TT(a,„-(-  e,n); 

a  étant  impair  et  e,„  =  riri,  le  pro<luit  ««-"' («,„-+- e,„  )  est  do  même  parité 
que  -/„,  +  I  et,  par  suite, 

cosfrt"  7T(.r -4-  A)J  =  (—  i)am+i. 
On  a  aussi 

cos(a"~x)  =  cos{a"-'"a"'-3-)  =  cos[a"-'«  -(yi,„-h  ç,„)] 
=  cos(a"-"'a„,  tt)  cos(a''-"'Ç,„T:  )  ; 

a"-"'a,„  est  de  même  parité  que  a,„  et  l'on  a  encore 

côs(«"T:.r)  =  (—  i)»..  cos(a"-"';,„7r). 
Nous  pouvons  donc  écrire 

(_  I  )Ï,„-H  •ri 

'"^  7i ^  ^"  [■  + «^os (««--"' t,„  71)]; 

tous  les  termes  de  la  série  étant  positifs,  la  somme  de  cette  série  est  supé- 
rieure à  son   premier  terme  et,   par  suite,  à   b'"  puisque  Ç,„  est  compris 

entre  — ^  -  et  h Par  suite,  nous  avons 

ou  encore,  en  tenant  compte  de  la  valeur  de  /i, 

I  H,„|>f(>6)'". 
Supposons  qu'on  ait 

-77 (  ab  )'" 


-(aby"> 


ab  —  I   ' 
il  suffira  pour  cela  qu'on  ait 
(3?)  „i>,  +  ljl, 

et  la  relation  (36)  prouve  qu'on  aura  alors 

\F(.r^h)-F(x)\       ,„     ,                        ,               "^-' 
• T ~    >  I  R™  I  -  I  S„,  I  >  ^  (abr _ 
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Lorsque  le  nombre  entier  m.  auf;inenle  indéfiniment,  il  en  est  de  même 

de  celte  expression,  tandis  que  la  valeur  absolue  de  h  tend  vers  zéio.  Il  est 

donc  possible,  quelque  petit  que  soit  un  nombre  s.  de  trouver  un  accrois- 

.....  ,  .       ,  ,  F'.r— /i)  —  Fi.;| 

sèment   /(   inlerieur  a   r  en   valeur   absolue  et    tel   que 

/( 

soit  supérieur  en  valeur  absolue  à  tout  nombre  donné  à  l'avance.  La  fonc- 
tion 'P{x)  n'a  donc  de  dérivée  pour  aucune  valeur  de  x,  pourvu  que  la  re- 
lation (37)  soit  vérifiée. 


EXERCICES. 

1.  Soit  p  =  J'i^Lo  I  l'équation  en  coonlonnées  polaires  d  une  courbe  plane. 
Par  le  pôle  O  on  mène  une  droite  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  0-M, 
dont  on  prend  l'intersection  avec  la  tangente  .MT  et  la  normale  .MN.  On 
demande  d'exprimer  les  diverses  lignes  OT,  0\,  .MX,  MT  en  fonction 
àe/(w)  et  def'(ix>}.  Quelles  sont  les  courbes  pour  lesquelles  l'une  de  ces 
lignes  est  constante? 

2.  Déterminer  un  polynôme  entier  en  x  et  du  septième  degréy{ar),  sa- 
chant que/(3-)-r-i  est  divisible  par  i'x — i  i*  et/(.rj  — i  par  (x-f-ij^. 
Généraliser  la  question. 

3.  Soient  P  et  Q  deux  polynômes  entiers  en  x  tel  que  l'on  ail 


on  a.  en  désignant  par  n  un  nombre  entier, 
dP  n  dx 


R.  De  la  relation 

(a)  I— P2=  Q2(i  —  a:2) 
on  tire,  en  différentiant. 

(b)  —  2PP  =  Q[20'(i  — 3^2)  — oQa:]; 

la   relation   (a)  montre  que  Q  est   premier  avec  P,  et  la  seconde  que  Q 
divise  P'. 


V .  Soient  R(x;  un  polynôme  du  quatrième  degré  n'ayant  que  des  racines 
U 
V 

.  /  «  (  ^  ,  —  

Q,r, 


simples,  et  x  =  ^^  une  fonction  rationnelle  de  t  telle  que  l'on  ait 
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Ri(0   étant  un  polynoni,;    Ju  quatiième  degié,  et—  une  fonction  ration- 
nelle. Démontrer  que  cette  fonction  —  satisfait  à  une  relation  de  la  forme 
d.r  /  dt 


\/K(.rj        v^  M ,  f  c  ) 
/.  étant  une  constante.  [JacoblI 

R.  On  remarque  que  toutes   les   racines  de  l'équation   R/'H'J^o,  qui 

n'annulent  pas  H,(l},  doivent  annuler  UV  — VU'  et  nar  suite  — • 

^  dt 

S.  Généralisation  de  la  formule  de  Taj^lor.— Soil  f{x)  une  fonction 
continue  ainsi  que/'(ar),/' (a-),  ...,/i'')(a:-)  dans  un  "intervalle  (a,  6), 
la  dérivée/<"+ii(a-)  existant  dans  le  même  intervalle.  Soit  <f(x)  un  poly- 
nôme de  degré  n  satisfaisant  aux  n-h\  conditions 

tp(r,-)=/(.r,),         9'(.r,)=/'(3v),  ...,         o"':'{xi)=f '■'".)  (xi), 

i  =  I,  i.    ....   g, 

ar,,  a-,,  ...,  x^  étant  q  valeurs  de  .r  dans  l'intervalle  (a,  b),   et  la  somme 

m, -h  m->-h  ...  -h  m,  étant  égal  à  n  +  i.  Si  l'on  pose 

'/ 
P(-^)=  J][(.r-:r ,)'",, 
1  =  1 

on  a,  c  étant  une  valeur  quelconque  de  x  dans  l'intervalle  (a,  b). 

^  étant  une  autre  valeur  de  x  dans  le  même  intervalle. 

R.  On  applique  le  théorème  de  Rolle  à  la  fonction /(.r)  —  9  (  .r  )  —  G  P  (,r  ) 
et  à  ses  dérivées  successives,  la  constance  G  étant  choisie  de  telle  façon 
que  cette  fonction  soit  nulle  pour  x  =  c. 

6*.  Si  l'on  pose  x  =  ces  a,  on  a 

d>n-  .  (  ,  _  .,.■:  ,'"  J  _  l.Z.y..i-im-,)    . 

—  { — i)'" sinmu. 


d.r"'-' 

[Olinde  Rodrigue.] 


Le  polynôme  de  Legendre 

2 .  .1 . 6 ...  2  «   d.r" 


V  I  d" 


KXEHClrKS.  -9 

salisfail  à  l'équation  dinVienlielle 

(1  —  .r-  I  — ; IX  — -, ^  n  (  n  H-  Il  \„  =  o  : 

<l.T-  dx 

en  déduire  les  coefficients  de  ce  polynôme. 

S.   Les  quatre  fonctions 

_)■,  =  sin(/i  arc  sina;),  ^Ks  =  sini  71  arc  cosx), 

)-,  =  co5(«  arc  sinar),         y-,  =  cos(  n  arc  cosa:  ) 

satisfont  à  l'équation  différenLielle 

(  1  —  X-  }j'° —  xy'  -+-  n'y  =  o. 

En  déduire  les  développenients  de  ces  fonctions  lorsqu'elles  se  réduisent 
à  des  polynômes. 

9.  Démontrer  la  foiniule  d'Halphen 

10.  Toute  fonction  .;  =  .ra  (  —  j -^  •!/ (  ■=— )  satisfait,  quelles  que  soient 
les  fonctions  o  et  'i,  à  la  relation 

rx--^  îsxy  -f-  ty-  =  o. 

11.  La  fonction  z  =  xo(x  ^^ y) -r- y'h(x -i- y)  satisfait,  quelles  que 
soient  les  fonctions  ç  et  ■!>,  à  la  relation  /■  —  çts  -h  t  =  o. 

12.  La  fonction  ^  =/[,r-f- o(_)')]  satisfait  à  la  relation /)s  =  ^r/-,  quelles 
que  soient  les  fonctions  /"  et  o. 

13.  La  fonction  .3  =  j;"o  (— )  -t-J'~"'M— )  satisfait,  quelles  que  soient 
les  fonctions  tp  et  <!/,  à  la  relation 

rx--i-  isxy  ■+-  ty--^px  ^  q y  =  n-z. 

li.  Trouver  une  relation  entre  les  dérivées  du  premier  el  du  second 
ordre  de  la  fonction  z  =f(xi,  u),  où  u  =  ii{xi,  x^),  x^,  Xj,  x^  étant  trois 
variables  indépendantes, /(Xi,  u),  o(xj,  x^)  deux  fonctions  arbitraires. 

Iri.  'so'\tnlf\x)  une  fonction  quelconque  de  x  et /'(a:)  sa  dérivée.  Si  l'on 
1^  1 

pose  «  =  [/'(>■  )]    -,  v  =■  f{x)[f  (x)'\    -,  on  a 

\    d-u        I   d^  r 
u  dx-         v  dx- 
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16'.  La  dérivée  n"""  dune  fonction  de  fonction  u  =  'i(y),  on  j-  =  >r(jr) 
a  pour  expression 

le  signe  2  étant  étendu  à  toutes  les  solutions  en  nombres  entiers  et  posi- 
tifs     de     l'équation     i -^  7.j  ~- 'ih  + .  .  .— Ik  =  n,     et     p     étant     égal     à 

t-^y -*-... -+-/.-. 

[Faade  Bri.no,  Quai-terly  Journal  of  Mathfinatirs,  t.  I,  p.  33g.] 

17.  Démontrer  la  formule 

I  d'   , 

-, —  r.r'M  losa:)"! 

\  .>...  .11  d.r"  ^  s     .'    J 

§2  S 

=  1  —  Si  logx  -i Hog.r )--!-. .  .H —  (loi;.r  )", 

1.2  \.i...a       ^         ' 

S/,  désignant  la  som?ne  des  produits  p  t\.  p  des  n  premiers  nombres. 

[Ml'RPHY.] 

[On  part  de  la  formule 

x'-^=:r«r.-al„g.r_î!iJj^S^+         I    '"(l"g.rr-  1 

I.  1.2  1  ......  «  ■  '  '  J 

que  l'on  dilférentie  «  fois  de  suite  par  rapport  à  :r.] 

18.  Plan  langent  et  différentielle  totale.  —  Le  plan  tangent  à  une 
surface  S  peut  être  défini  par  la  propriété  suivante  :  Un  plan  P  est  tangent 
à  une  surface  S  en  un  point  M  si  l'angle  que  fait  avec  ce  plan  P  la  droite 
MM'  joignant  le  point  M  à  un  autre  point  M'  de  S  est  infiniment  petit  en 
même  temps  que  la  distance  MM'. 

Une  surface  S,  représentée  par  l'équation  z  =  f{x,y),  a  un  plan  tangent 
si  la  fonction /(:r,jK)  a  une  différentielle  totale,  c'est-à-dire  si  l'accrois- 
sement As,  correspondant  à  des  accroissements  \x,  :\y,  est  de  la  forme 
Aa  =  Aa;[A(a;,  ^) -+- e] -+- A^  [B(3-,  ^) -H  s'],  £  et  s'  tendant  vers 
lorsque  Aar  et  b.y  tendent  vers  zéro. 


zéro 
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fonctions  i.mplicitks.  —  \1a\ima  ht  mimma. 
ch.\>;gements  de  variables. 
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34.  Étude  d'un  cas  particulier.  —  Il  niiive  soinent  que  Ion  a  à 
considérer  des  fonctions  dont  on  ne  possède  pas  l'expression  expli- 
cite, mais  qui  sont,  définies  par  des  équations  non  résolues.  Nous 
commencerons  par  Tétude  dune  seule  fonction  définie  par  une 
équation,  en  supposant,  jiour  fixer  les  idées,  qu'il  y  a  deux  variables 
indépendantes. 

Soit  F(j?,jK,  s)  une  fonction  des  variables  x,  y,  z,  satisfai- 
sant aux  conditions  suivantes  :  r"  elle  est  continue  et  admet  une 
dérivée  partielle  continue  V .  dans  le  voisinage  d! un  système  de 
valeurs  x^,y,),  s„  ;  2"  ¥(x„,yo;  -0)  est  nul,  tandis  que  F!.(;r„.j'o-  -^o) 
l'st  différent  de  zéro.  Dans  ces  conditions,  l'équation 

Il  Fi  .?-._}•,=)  =  o 

'idnu't  une  racine  et  une  seule  qui  tend  vers  z^.  lorsque  x  et  y 
tendent  res/jectivemenl  vers  x^  et  y^. 

Les  fonctions  F  et  ¥'.  étant  continues  dans  le  voisinage  des 
valeurs  x,,,  r„,  z„,  prenons  trois  nombres  positifs  a,  b,  c  assez 
petits  pour  que  ces  fonctions  soient  continues  dans  le  domaine  D 
défini  par  les  inégalités 

f  l  que  V.  conserve  le  même  signe  dans  ce  domaine,  par  exemple 
reste  positif.  Alors  la  fonction  de  ;;  que  ion  obtient  en  donnant 
k  X  et  à  j' des  valeurs  déterminées,  comprises  dans  les  limites  précé- 
dentes, est  croissante  lorsque  ;  croît  de  .^o —  <"  ^  Zq-}-  c.  En  parti- 
G.,  I.  6 
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culier,  lafonclion  F(j:^,i?  J'o-  ^)  est  croissante  dans  cel  intervalle; 
comme  elle  est  nulle  poui-  ;  =  z^,  elle  est  positive  entre  Zg  et  ^o  +  c, 
et  négative  entre  ;;o — c  et  ;„,  de  sorte  que,  h  étant  un  nombre 
posilif  quelconque  inférieur  à  c,  on  a 

F (3-0,  x„.  3o+/i)  >  o,         F(.ro,  j)'o,-3„— /()  <  o. 

Mais  les  deu\  fondions  F[x.  ^^.  Zg-h  fi).  F(.r,  r,  ;„ — /i)  des 
variables  x  et  y  sont  continues  pour  x=Xq,  y  =  ^■„  et  ne 
s'annulent  pas  pour  ce  sj^stème  de  valeurs  de  x  et  de  y.  On  peut 
donc  assigner  un  nombre  positif  yi,  au  plus  égal  au  plus  petit  des 
deux  nombres  a  el  b,  tel  que  les  deux  fonctions  F(a7,  r,  z„-{-  h), 
F(x,y,  Zo — /t)  conservent  chacune  leur  signe  lorsque  les  difte- 
rences  x  —  .t,,,  y  — >•„  sont  moindres  que  /,  en  valeur  absolue.  Par 
suite,  pour  tout  système  de  valeurs  de  x  el  de  y  satisfaisant  aux 
deux  conditions 

|.T  — .ro|<T,.      Ir— >'o|<'1- 
on  aura  aussi 

F(x,  y,  Zo  +  /i  )  >  o,  F  (a-,  y,  z^  —  A  )  <  o. 

L'équation  (i),  où  l'on  donne  à  x  et  à  y  des  valeurs  quelconques 
comprises  entre  les  limites  précédentes,  et  où  ::  est  l'inconnue,  a 
donc  une  racine  au  moins  comprise  entre  So —  h  et  ;o+  /'■  Elle  ne 
peut  en  avoir  plusieurs  puisque  la  fonction  F(,r,  )',  ;)  de  la 
variable  z  est  croissante  dans  cet  intervalle.  Le  nombre  h  pouvant 
être  pris  aussi  petit  qu'on  le  voudia,  le  tbéorème  énoncé  est 
établi. 

Soient  A  et  r,  un  système  de  deux  nombres  positifs  vérifiant  les 
conditions  (|ul  viennent  d'être  précisées.  La  racine  de  l'équation  (i), 
dont  on  vient  de  démontrer  l'existence,  est  définie  à  l'intérieur  d'un 
carré  R,  ayant  pour  centre  le  point  M„  de  coordonnées  {Xo,y(,)-, 
les  côtés  parallèles  aux  axes  de  coordonnées  (supposés  rectan- 
gulaires), et  2'/i  pour  longueur  des  côtés.  Soient  (Xf,y,)  les  coor- 
données d'un  autre  point  M),  pris  à  l'intérieur  de  ce  carré;  il 
résulte  de  la  démonstration  que  l'équation  F(j?|,  j',,  z)  =  o  admet 
une  racine  ^i  et  une  seule  comprise  entre  :;|, —  h  et  Zo-\-/i,  et 
par  suite  F.[Xi,  y,,  z,)  est  positif.  Le  raisonnement  qui  précède 
s'applique  donc  aussi  au  point  (x,,  j',);  lorsque  x  el  y  tendent 
respectivement  vers  x,  et  y,,  l'équation  (i)  a  une  racine  et  une 
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seule  qui  tend  vers  ;|.  Cette  racine  est  forcéinenl  comprise  entre 
^0 —  /'  et  -0+  /'  et  par  suite  coïncide  avec,  la  première.  La  racine 
considérée  est  donc  continue  en  lout point  intérieur  au  carrcW. 
Cetle  racine  n'étant  définie  qu'à  l'intérieur  du  domaine  R,  nous 
n'avons  ainsi  qu'un  élément  de  fonction  implicite.  Pour  définir 
celte  fonction  en  deliors  du  domaine  R,  on  procède  de  proche  en 
|)roche  de  la  façon  suivante.  Soit  L  un  chemin  continu  parlant  du 
point  (Xf,^  .>■())  et  aboutissant  à  un  point  (  X,  Y)  situé  en  dehors  du 
domaine  R.  Imaginons  que  les  variables  x  et  y  varient  simultané- 
ment de  telle  façon  que  le  point  tie  coordonni'es  {x,  y)  décrive  le 
chemin  L.  Si  l'on  jKirl  du   jioint  iXo.  Ya)  avec   la  valeur  ;o  pour  5, 


on  a  une  valeur  bien  déterminée  pour  cette  racine,  tant  qu'on  n'est 
pas  sorti  du  domaine  R.  Soient  M,(X),  y,)  un  point  de  ce  chemin 
intérieur  à  R,  et  ii  la  valeur  correspondante  de  ;;  les  conditions 
du  théorème  général  se  trouvant  encore  vérifiées  pour  x^Xi, 
y  =j'i,  :;=;(,  il  existe  un  autre  domaine  R,,  ayant  pour  centre 
le  point  M,,  à  l'intérieur  duquel  la  racine  qui  se  réduit  à  ;,  pour 
./■  =  .r, ,  j- :=  r, .  est  définie.  Ce  nouveau  domaine  R(  aura  en  gé- 
néral des  points  extérieurs  à  R;  en  prenant  de  nouveau  sur  le  che- 
min L  un  autre  point  M^,  extérieur  à  R  et  intérieur  à  Ri ,  on  pourra 
recommencer  la  même  construction  pour  obtenir  un  nouveau  do- 
maine R^,  à  l'intérieur  duquel  la  racine  de  l'équalion  (i)  sera  bien 
déterminée,  et  ainsi  de  suite.  On  pourra  continuer  l'opération  tant 
qu'on  n'arrivera  pas  à  un  système  de  valeurs  pour  .r,  t,  ;,  pour 
lequel  Fl^  o.  Je  me  contenterai  ici  de  ces  indications;  nous  aurons 
à  traiter  en  détail  dans  d'autres  Chapitres  des  questions  analogues. 

35.  Calcul  de  la  racine  par  approximations  successives.  —  Nous 
pouvons  toujours  lamener  l'équation  générale  (i)  à  une  forme  particulière 
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qui  se  prête  au  calcul  de  la  racine  par  approximations  successives.  Soit 
par  liypothése.  m  n'est  pa»  nul,  cl  i'cquation  (i)  est  équivalente  à  l'équa- 


;=,„_[,_,„_i_F,.,^,=)]. 


C'est  une  équation  de  la  forme 

(•>.)  z  =  zo +/(■>-■■  y,  ^), 

oii  f{x,  y,  :)  et/;(r,y,  ;)  sont  continues  dans  le  voisinage  des  valeurs  ro, 
^0,  ^a,  et  s'annulent  pour  ce  système  de  valeurs. 

D'après  le  théorème  général,  cette  équation  admet  une  racine  qui  tend 
vers  -0  lorsque  .r  et  y  tendent  respectivement  vers  .»•„  et  y,).  Celte 
racine  peut  être  calculée  par  une  méthode  d'approximations  successives 
analogue  à  celle  qu'on  emploie  en  Algèbre  pour  calculer  une  racine  d'une 
équation  du  second  degré  1res  petite  en  valeur  absolue. 

Soient  a,  b,  c  trois  nombres  positifs  tels  que/(.r,  >-,  :;  )  el  f-(x.  y,  z) 
soient  continues  dans  le  domaine  D  défini  par  les  mêmes  inégalités  que  plus 
haut;  nous  supposerons  de  plus  qu'on  a  pris  ces  nombres  a,  b,  c  assez 
petits  pour  que  la  valeur  absolue  de  j".  soit  inférieure  dans  ce  domaine  à 
un  nombre  positif  K<i.  On  peut  toujours  satisfaire  à  cette  nouvelle  con- 
dition puisque/i(2-o,  yo^  z^,)  =  o.  Cela  étant,  posons  successivement 

Zi=  z,,-^f{x,y,z„),         z,=  z„^f{x,y.  Ci), 

et  d'une  façon  générale 

(3)  z„:=  z^^f(x,y.Zn-,)         («  =  1.2.3,  ...,=c). 

Nous  allons  d'abord  montrer  que  toutes  les  différences  z„ — So  restent 
plus  petites  que  c  en  valeur  absolue,  pourvu  que  les  difl'érences  a;  —  Xo 
el  y — yo  soient  elles-mêmes  assez  petites,  el  par  conséquent  cette  suite 
d'opérations  peut  être  prolongée  indêlinimeiil.  Soit  ;  un  nombre  compris 
entre  Zo — c  et  -o-+-c;  nous  pouvons  écrire 

fiT,  y,  z)  =/{x,  y,  z„)-\-/{x,y,  z)  —/{x,  y.  z„). 

el,  par  suite,  en  appliquant  la  formule  de  la  moyenne  et  tenant  compte  de 
la  condition  \/:(x,  ^,  .:)  |  <  K, 

(4  )  1  f{x,  y,z)\<\  fix,  y,z,\^K\z-  z„  \. 

Prenons  maintenant  un  nombre  positif  /(,  au  plus  égal  au  plus  petit  des 
deux  nombres  a  el  b,  et  lel  que,  le  point  (x,  y)  restant  dans  lé  domaine  D' 
défini  par  les  conditions 

Xu—  Ir^x  iX(,-^  h,         yo — h  =y  âyo-i-  fi, 
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la  valeur  absolue  île  fyx,y.  ^n)  soii  plus  petite  que  (i  —  K)c.  L'iné- 
galité {'\\  montre  qu'on  ;iura  aussi 

I  /(■•?•.  7,  -)  I  <  (i  —  K)c  -T-  Kc  =  c. 

-D'après  cela,  si  le  point  {r,  y)  est  un  point  du  domaine  D',  on  voit  de 
proche  en  proche  que  tontes  les  différences  ;,  —  ;,i.  ^o  —  z^,  ...,  s^  —  Zd,  ... 
sont  plus  petites  que  c  en  valeur  absolue.  On  obtient  donc  une  suite  indé- 
finie de  fonctions  définies  par  la  loi  de  récurrence  (3),  qui  sont  toutes 
continues  dans  le  domaine  D',  et  restent  comprises  entre  Zf, —  c  et^o+c. 
La  fonction  s„{x,  y)  tend  vers  une  /imite  lorsque  n  augmente  indé- 
finiment. Un  tire  en  effet  des  relations 

-«=  z^-^fix.y.  ;„__,  I,  ;„_,=  x;o-f-/(.r,  _i\ô„_2), 

en  tenant  compte  de  la  condition  |  /'- 1  <  K, 

et,  par  suite, 

h,  - -„-.  |<  K''-i  I  ^,  -  ^0  |<  K''->  (  I  -  K  10. 
La  série 

(5)  Zs,^{z^—  Z(,')-^{Zi—  Z^)^...^(Zn~  -„-i;-r-... 

est  donc  uniformément  convergente  dans  le  domaine  D'  et  a  pour  somme 
une  fonction  'L{x,y)  continue  dans  ce  domaine.  Cette  fonction  Z  satisfait 
à  l'équation  (2),  car,  si  le  nombre  n  augniente  indéfiniment,  l'équation  (3) 
devient  à  la  limite 

(61  7.  =  z„-^f{x,y.Z). 

D'ailleurs,  pour  x  =  x^.y  =  yi,.  toutes  les  fonctions  5],  .32,  ...  se  réduisent 
à  Zi).  On  a  donc  aussi  Z(i-(,,  Jl'o^  =  -o.  ^t  1^  fonction  Z{x,y)  satisfait  à 
toutes  les  conditions  de  l'énoncé. 

C'est  ta  seule  racine  satisfaisant  à  ces  conditions.  D'une  façon  plus 
précise,  lorsque  le  point  (.x,  _k)  est  dans  le  domaine  D',  l'équation  (1)  n'admet 
pas  d'autre  racine  que  Z  qui  soit  comprise  entre  -3,, —  c  et  Zo-h  c.  Soit  en 
effet  Z,  une  telle  racine;  des  deux  relations 

Zi=  Zo^f(x,y,  11),         Zn=  3o-+-/(ar,^', -„-,), 
on  tire 

Z,  -  3„  =/(.r,  y,  Z,  )  -f(x,  y.  2„^i  ) 
et,  par  suite. 

|Z,-3„|<K1Z,-3„_,|. 

On  aura  donc  aussi  ]  Z,  —  .g„|<K"-'  Z, —  c,].  La  différence  Z,  —  z„ 
tend  donc  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  et  Z]  est  identique 
à  Z. 
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Il  est,  à  remarquer  que  ce  mode  de  calcul  prouve  directemenl  l'existence 
de  la  racine  et  son  unicité. 

36.  Dérivées  des  fonctions  implicites.  —  La  démonstration  du 
théorème  ne  suppose  pas  1  existence  des  dérivées  partielles  F^.,  F'^. 
On  peut  se  rendre  compte  aisément  que  l'existence  de  ces  déri- 
vées n'est  nullement  nécessaire.  Soit  par  exemple  'j(ic)  une  fonc- 
tion continue  sans  dérivée  prenant  une  valeur  positive  b  pour  a;  =  rt. 
L'éi|uation  j'-^:  a(x)  admet  deux  racines  qui  tendent  respective- 
ment vers  ±  \/b  lorsque  x  tend  vers  a,  et  qui  sont  aussi  des 
fonctions  continues.  Mais,  si  la  fonction  F{x^y^z)  admet  des 
dérivées  partielles  continues  F^,  F,.,  la  fonction  implicite  (]ue  nous 
venons  de  définir  admet  des  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  En 
elTet,  laissons  y  constant  et  attribuons  à  x  un  accroissement  Ajr, 
auquel  correspond  pour  ;  un  accroissement  \z;  nous  a\ons 

Ff.r  +  A3-,  y,  z  T-  A;)  —  Fia-,  y,  z) 

=  \t¥'_c(x  ^a  i,x,y,  z  -^  !iz)-r-  A=  ¥'-(x,y,  ;;  -r-0' A;)  =  «. 

On  en  tire 

\z  _        Y^  I  r  -I-  ')  A.r.  >'.  :;  —  A3  ^ 
1x  ~  F-  (  J-.  _>-.  ;;  —  fJ'  A;  I       ' 

ioisque  \x  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  A:,  puisque  z  est 
une  fonction  continue  de  x.  Le  second  membre  tend  donc  vers  une 
limite,  et  r  admet  une  dérivée  j^artielle  par  rapport  à  :r, 

^  '  '  dx~        F'-' 

on  démontrerait  de  iin'me  la  formule 

(  8  )  —  =  -  -Jjf  • 

oy  VL 

Remarque.  —  Si  l'équation  F^o  est  de  degré  m  par  rapport 
à  ;,  elle  définit  m  fonctions  des  variables  x  et  _i',  en  supposant 

les    m    racines    réelles.    Les   dérivées   partielles  --^,  -^  admettent 

■  ox     dy 

elles-mêmes  m  valeurs  pour  chaque  système  de  valeurs  des 
variables  x  et  >■;  les  formules  précédentes  donnent  sans  ambiguïté 
ces  dérivées  partielles,  pourvu  qu'on  remplace  ;  dans  les  seconds 
membres  par  la  valeur  de  la  fonclioii  dont  on  cherche  la  dérivée. 
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l'ar  exemple,  l"i''qiiation 


délinit  deux  fondions  -I- y  ■  —  •'^' — ^-  et  — \' '  —  •'' — >"'•  M"^'' 
sont  conlinues  tant  qu'on  a  x- -^ y- <i  i  .  [.es  dérivées  partielles  de 
la  première  sont 


/ 1  —  .(■-  —  _y-        v'  I  —  ■>-—  r- 

el  les  dérivées  partielles  de  la  seconde  s'obtiendront  en  changeant 
les  signes.  (_)ii  ohtientlrait  les  mêmes  valeurs  en  partant  des  for- 
mules 

0.V  ^         z  '  <»)-  ~         ;  ' 

et  y  remplaçant  ;;  successivement  par  ses  deux  déterminations. 

37.  Application  aux  surfaces.  • —  Si  Ion  regarde  x.  y.  :■  comme 
les  coordonnées  cartésiennes  d  un  point  dans  lespace.  toute 
é(|uation 

(())  F(x,y,z)  =^<> 

représente  une  surface  S.  Soient  (xg,  y„,  zj  les  coordonnées  d'un 
point  A  de  celle  surface;  si  la  fonction  F  est  continue,  ainsi  que 
ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre  dans  le  voisinage  des 
valeurs  .To.jKo,  ^o-  sans  que  ces  trois  dérivées  soient  nulles  simul- 
tanément au  point  A,  la  surface  S  admet  un  plan  tangent  en  A. 
Supposons,  par  exemple,  que  la  dérivée  partielle  FI  ne  soit  pas 
nulle  pour  .r  =  x„.  )=j-„,  ;  =  :;o.  D'après  le  théorème  général, 
l'écjuation  de  la  surface  peut  aussi  s'écrire,  dans  le  voisinage  du 
point  A,  en  la  supposant  résolue  par  rapport  à  ;, 

'si(^x,j')  étant  une  fonction  continue,  et  r('(]uaLion  du  plan  tangent 
en  A  est 

remplaçons  —  el  —  par  leurs  valeurs  tirées  des   formules  précé- 
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dénies  :  l'éc|uatioii  du  plan  tangenl  devienl 


<■"'  (£).'--)-(f).'^'--)-(S).'— - 


Si  Ion  avail  (-jr)  :=:  o  et  (-j-j  ^o,  on  considérerait  r  el  s 
comme  les  variables  indépendantes  et  x  couime  une  fonction  de 
ces  variables;  on  arriverait  encore  à  la  même  équalion  (lo)  pour 
le  plan  tangent,  ce  qui  est  évident  a  priori  d'après  la  symétrie  du 
premier  membre.  On  \errait  de  même  que  la  tangente  en  un 
point  (.Tg,  yo)  d'une  courbe  plane  représentée  par  F(x,y)  =  u  a 
pour  (''quation 

Si  l'on  a  à  la  fois  , 


/dF\         /f)F\         /dP\ 


le  point  A  est  un  point  singulier;  les  tangentes  aux  diverses 
courbes  situées  sur  la  surface  et  passant  par  A  forment  en  général 
un  cône  et  non  un  plan.  Ce  cas  sera  étudié  plus  loin. 

Dans  la  démonstration  du  théorème  général  sur  les  fonctions 
implicites,  nous  avons  supposé  que  la  dérivée  FI  n'était  pas  nulle, 
L'intiiiliou  géoniétri(pie  fait  bien  comprendre  pourquoi  cette  con- 
dition  est  essentielle.  Si,  en  effet,  on  a  (  -—  )    ^  o  et  (  —  )    52^0, 

\()z/o  \'.dx/<i^^ 

le  plan  tangent  à  la  surface  S  est  parallèle  à  l'axe  des  ;;  une  paral- 
lèle à  Taxe  des  ;  voisine  de  la  droite  x  =  Xo,  y=yo  rencontre 
généralement  la  surface  en  deux  points  voisins  du  point  de  con- 
tact. L'équation  (g)  admet  donc  deux  racines  tendant  vers  ^o 
lorsque  ^  etjK  tendent  vers  x^  etyo  respectivement. 

Par  exemple,  si  l'on  coupe  la  splière  x- -h y- -\- z- —  1^0  par 
la  droite  y  =  o,  x  =^  i  -\-  z.  il  v  a  deux  valeurs  de  ;  tendant  vers 
zéro  en  même  lem[)s  que  5,  réelles  si  z  est  négatif  et  imaginaires 
si  E  est  positif. 

38.  Dérivées  successives.  —  Dans  les  formules  qui  donnent 
les  dérivées  du  premier  ordre 
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on  poiil  considérer  les  seconds  membres  comme  des  foiiciloiis  com- 
posées. ;  étant  une  fonctmn  internK'diMirc  (_)ii  piiiiriail  ilonc  cal- 
culer les  dérivées  successives  de  proc-he  en  proclie  en  appliquant 
la  règle  de  différenlialion  des  fonctions  composées.  L'existence  de 
ces  dérivées  successives  est  d'ailleurs  subordonnée  à  l'existence  des 
dérivées  partielles  des  difierenis  ordres  de  la  fonction  F(.r,  y,  z). 

On  obtient  ces  dérivées  d'une  façon  |)lus  Simple  en  appliquant 
la  proposition  suivante  :  Lorsque  plusieuis  fonctions  d'une 
variable  indépen'Iante  vérifient  une  relation  F^o.  leurs 
dérivées  vérifient  la  relation  obtenue  en  é^^alant  à  zéro  la 
dérivée  du  premier  membre^  prise  par  la  règle  de  diff'éren- 
tiation  des  fonctions  composées.  Il  est  clair,  en  eflél,  que,  si  la 
fonction  F  se  réduit  ideiUiquemenl  à  zéro  quand  on  y  a  remplacé 
les  variables  dont,  elle  di'pend  [tar  des  fonctions  de  la  variable 
indépendante,  il  en  est  de  même  de  sa  dérivée.  Le  ibéorème  sub- 
siste encore  si  les  fonctions  liées  jiar  la  relation  F  =  o  dépendent 
de  plusieurs  variables  iiidé'pciulanles. 

Cela  |)Osé,  supposons  d  abord  (pi Du  veuille  calculer  les  dérivées 
successives  de  la  fonction  implicite  y  de  la  seule  variable  a;  définie 

par  la  relation 

F(.r.  jK)  =  o; 

on  en  déduit  successivement 


àx       Oy-^ 

=  0. 

àx'-         '  âx  dy  -^         ôy--  "^       '    oy  "^ 

=  0, 

à^¥       ,       .,     rr>\'       ,^       „    à"- F      _„ 

d.r-  ày  ■*     '    ^  Ox  ôy-  "'       '    *  àx  ây  -^ 

fPF     „,      ^à-'F     ,    „       OF     ,„ 

=  "^i 

et  l'on  calculera  ainsi  de  proclie  en  proclieT', .)'..)' 'i .  •  •• 

Exemple.  —  Etant  donnée  une  fonction  j)'  =f(x),  on  peut  inversement 
considérer  )' comme  la  variable  indépendante  et  T  comme  une  fonction  de^ 
définie  par  l'équation  _k  =f(^)  (  '  )•  Si  la  dérivée/' (a-)  n'esl  pas  nulle  pour 

(')  L'existence  de  la  fonction  inverse  se  démonlre  très  simplement  lorsque  la 
fonction  f  {x)  va  constamment  en  croissant  ou  en  décroissant  dans  un  intervalle. 
Soit,   par  exempte,  y=f{x)    une   fonction    continue   qui    va   constamment  en 
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la  valeur  .r„,  qui  donne  jko  =  /(  x„),  il  existe,  d'après  le  théorème  général 
nne  fonction  et  une  seule  dejr  qui  satisfait  à  la  relation  ^  =/{.r)  et  qui 
prend  la  valeur  t,  pour^  =y,;  c'est  ce  qu'on  appelle  la  fonction  ,n,erse 
défia,).   Pour  calculer  les  dérivées  successives  x'y,  xl,,  x':,  de  cette 

fonction,  ,1  suffit  de  diflérentier  plusieurs  fois  de  suite,  en  considérant  v 
comme  la  variable  indépendante,  ce  qui  nous  donne 

'  =/''-î')<, 

o  =f"(x)  (xyr-hs/"(x)x'^,x;..-i-f(x)x;'„ 


on  en  lire 

■r;=-T7^,      r'   -_■     /''^'  ^..,._  3[y-(.r)]-^-/'7.r)/"',-.r) 

^  ^^)  ■  [/■t-r.]''      '' [ftP^ •'      ■••• 

Il  est  à  remarquer  qire  ce  système  de  formules  ne  change  pas  quand  on  per- 
mute x;  et /' (^j,  xy,  el/"(x),x;:,  etr(x),...,  car  la  relation  entre  les 
deux  fonctions  y  =f(x)  et  ^  =  »  (y)  est  évidemment  réciproque 

Four  donner  une  application  de  ces  formules,  supposons  qu'on  veuille 
obtenir  toutes  les  fonctions^  =/(^)  qui  satisfont  à  la  relation 

yy"—3y-=  o; 

quand  on  prend  y  comme-  la  variable  indépendante,  et  .,,■  comme  la  fonc- 
tion, cette  équation  devient  x;",  =  o.  Or,  les  seules  fonctions  dont  la 
dérivée  troisième  soit  nulle  sont  des  polynômes,  du  second  degré  au  plus 
Un  aura  donc,  pour  x,  une  expression  de  la  forme 

C,.  C„,  C,  étant  trois  constantes  quelconques;  en  rés.dNant  cette  équation 
par  rapport  aj-,  on  en  conclut  que  toutes  les  rouolions  non  linéaires^=/(3-) 


croissant    de   A   à   B   lorsque   x  croit   de   a  à   0.  A   toute   valeur  de  y  comprise 

n  S  .Cette  valeur  de  x  est  une  fonction  »(^),  qui  est  elle-même  croissante 
dans  1  intervalle  (A.  B).  C'e^i  ««e /o«c</oh  co«</««e.  Soient,  en  eflet  (x  y) 
un  couple  de  valeurs  correspondantes;  r,  étant  u„  nombre  positif  tel  que  x  -r 
et  ^+T,  soient  compris  entre  a  et  é,  soient^-,,-  ..  et>-.+  e'  les  valeurs  corres- 
pondantes de  .y;  SI  la  valeur  absolue  de  r-j-.  est  inférieure  au  plus  petit  des 
deux  nombres  e,  .'.  la  valeur  absolue  de  x  -  .,  est  inférieure  à  r,.  Si  la  fonc- 
tion/(x)  va  constamment  en  croissant  de  -^  à  +=c  ou  inversement,  lorsque 
X  croit  de  -  =c  à  H-  :c.  à  toute  valeur  de  y  correspond  une  valeur  de  x  et  une 
seule,  lel  est  le  cas  pour  U  fonction  x",  n  étant  un  nombre  positif  impair 
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qui  satisfont  à  la  condition  |)iO|iosée  sont  comprises  dans  la  lorniulc 


a.  //.  r  étant  trois  constantes  aibiiiaiies.  Cette  équation  représente  une 
parabide  avant  son  axe  parallèle  à  Taxe  des  x. 

\Vi).  Dérivées  partielles.  —  ConsKlércins  luaiiitenanl  une  loiiclioii 
implirile  de  (leii\  vaiialilos  di'linic  |iai'  1  oc|iialii)n 

("■;  F(.r.r,c,  =  o; 

les  dérivées  partielles  du  premier  ordre  sont  données,  coinnienous 
l'avons  déjà  vu  directeineni,  par  les  relations 

dV        riF  àz  _  àV        <lV   àz  _ 

<ij:         Oz    o'.f  '  <Jy         Oz    Oy 

Pour  avoir  les  dérivées  partielles  du  second  ordre,  il  suflil  de  diUé- 
rentier  de  nouveau  les  deux  équations  (i  a)  par  rapport  à  x  et  à  y, 
ce  qui  donne  trois  relations  distinctes  seulement,  car  la  dérivée  de 
la  première  par  ra|j|)orl  à  y  est  iilenlique  à  la  dérivée  de  la  seconde 
par  rapport  à  r. 

dV  tf-z  __ 

7^  dJ^  ~  °' 


et  l'on   calculerait  de   même   les  dérivées   du   troisie'me   ordre   et 
d'ordre  plus  élevé. 

I^'eniploi  des  différentielles  totales  permet  encore  de  déterminer 
en  même  temps  toutes  les  dérivées  partielles  du  même  ordre.  Il 
suffit  pour  cela  de  s'ap[)uver  sur  le  théorème  suivant  :  Lorsque 
plusieurs  fondions  u,  r,  iv,  ...  d'un  nombre  quelconque  de 
variables  indépendantes  x,  y,  :■....  vérifient  une  relation 
F  =  o,  les  différentielles  totales  satisfont  à  la  relation  dF  ^  o, 
obtenue  en  prenant  ladifférentielle  totale  de  F  comme  si  toutes 
les  variables  dont  elle  dépend  étaient  des  variables  indépen- 
dantes. Pour  le  démontrer,  supposons  qu'on  ait  une  relation 
F(«,  r,  n')  =  (I,  u,  t',  w  étant  des  fonctions  des  variables  indé- 
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pendantes  a",  >',  ;,  l.  Les  dérivées  jiartielles  de   u,  v,  w  satisfont 
aux  quatre  équations 


o. 


c»F  ùu        d¥ 

di'         dF 

dw 

dit  dr  ~^  dv 

dx        div 

dx 

dF  du        àF 
du  dy         dv 

dv        dF 
dy        di.v 

an- 
dy 

dF  du         dF^ 

di-         (U" 

dir 

du   dz         "dv 

'dz^'dil' 

di 

dF  du        àF 

dv    ,    dF 

dir 

du    dt          d» 

dt   ~"  dw 

dt 

iniilli|ilioi]S-les  res|iectiveinenl  par  dx,  dy,  dz,  dtel  ajoutons-les, 
il  vient 

dF  dF    ,         dF    ,  „ 

du  H rfc  H dw  =  f/F  =  o. 

du  dv  dw 

Nous  voyons  encore  ici  l'avantage  de  la  notation  diflérenticlle,  car 
la  relation  précédente  est  indé|)endanle  du  i-hoix  et  du  nombre 
des  variables  indépendantes.  Pour  avoir  une  relation  entre  les 
différentielles  du  second  ordre,  il  suffira  d'appliquer  le  théorème 
général  à  la  relation  r/F=i0,  considérée  comme  une  équation 
entre  u,  r,  ii',  du,  d\\  du\  et  ainsi  de  suite;  on  reiîiplacera  seu- 
leineut  par  zéro  toutes  les  différentielles  d'ordre  supérieur  des 
variables  qu'on  a  choisies  pour  variables  indépendantes. 

Appliquons  ceci  au  calcul  des  différentielles  totales  successives 
de  la  fonction  implicite  définie  par  l'équation  (ii),  x  e\.  y  étant 
les  variables  indé|iendaiites;  il  \ieiit 

dF   ,         dF   ,         dF   , 

—  ax  H av  -t-  —  dz  —  o, 

dx  dy    ''  dz 

/àF   ,  dF   ,  dF    ,  \  2)       dF   „ 

—  dx  -h  -—dy  -i dz)     H d-z  =  o, 

\dx  ày    •'         dz        j  dz 


et  les  deux  premières  de  ces  é(|uations  peuvent  remplacer  les  cinq 
relations  (12)  et  (i3);  de  l'expression  de  dz  on  déduit  les  deux 
dérivées  du  premier  ordre,  et  de  l'expression  de  d-z  on  déduit  les 
trois  dérivées  du  second  ordre,  etc.  Considérons  par  exemple 
l'équation 

A  a:-  -H  h! y'-^  h!'  z''-  =  1, 
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(lui  ddiine,  en  dillÏTentianl  deux  fois, 

.\;r  dx  -r-  X'y  dy  —  A'«  dz  =  o, 
A  dx'  -+-  A'  f/j-2  —  A"  rfs-  -H  A  ;  (/-  -  =  o  ; 

de  la  preniii'ie  on  tire 

__        Xrd.r-r^  Xydv 
A"; 

et,  en  ponant  cette  valeur  de  dz  dans  la  seconde,  il  vient 

A(  \x"-—  X"z-  id.V^—  2  AA'a-r  (/.r  rfr  —  Ai  Ai-—  A";^  >  rf,- 

d^.= prrr- 

On  aura  di.nc,  en  employant  la  notation  de  Monge, 

X.r  Al 

A(Arî^A'':;-i_i  _       XX'xv  ^  __        A'i  \' r^— A"3^  ) 


La  méthode  est  évidemment  générale,  quel  que  soit  le  nombre 
des  variables  indépendantes  et  l'ordre  des  dérivées  partielles  qu'on 
veut  calculer. 

Exemp/e.  —  Soit  :  =f{x,  y)  une  fonction  des  deux  variable?  x  et  y. 
Considérons,  dans  la  relation  précédente,  y  el  z  comme  deux  variables 
indépendantes,  et  x  comme  une  fonction  implicite  de  ces  deux  variables; 
proposons-nous  de  calculer  les  dinérentielles  du  premier  et  du  second 
ordre  dx  et  d-x.  On  a  d'abord 

d:,  =  '±dx-^'-ldy: 

<ix  dy 

comme  on  prend  y  et   ;  pour  variables  indépendantes,  on  doit  supposer 
nulles  d'^y  et  d-z,  et,  en  prenant  de  nouveau  la  difîérenlielle,  il  vient 

,,^tl^,.^..p-dxdy^%dy'.^'fd^-x. 
dx-  dx  dy  dy^  dx 

Ces  équations  peuvent  s'écrire,  en  einpiovant  la  notation  abrégée  de 
Monge  pour  désigner  les  dérivées  partielles  du  premier  et  du  second 
ordre  de  la  fonction /(.r,  j'), 

dz  =  p  dx  -I-  q  dy, 
o  =  r  dx-  -h  is  dr  dy  -^  t  dy-  -^  pd-x; 

on  tire  de  la  première 

^^^dz-çdy^ 
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et,  en  ponant  cette  valeur  de  d.v  dans  la  seconde,  on  a 
dz"-^  ■!{  p 


d'-x=- 


,,r)dy<lz^-{r,-- 


ipqs  —  p''-t)dy-'- 


Les  dérivées  partielles  du  premier  et  du  second  ordre  de    r.  considérées 
comme  (onctions  des  variables  z  et  j-,  ont  donc  les  valeurs  suivantes  : 

<^  _    I  rt.r  q 

(IZ  p'  (ly  ô' 


d-^F 


<>y  t)z 


__  '/' 


-ps 


à'-x  __  ipcjs  — p^t  —  (/-  r 


rjy 


Proposons-nous,  comme  application  de  ces  formules,  de  trouver  toutes 
les  tonct.ons/(^,^0  satisfaisant  à  léquation  q'^ r  +  pU  =  ipqs.  Si,  dans 
la  relation  z  -f{x.y),  on  considère  r  comme  une  fonction  des  variables 
indépendantes 


y 


d^x 


nulition    précédente    devient  =  o     Cette 

équation   exprime  que  ^'   ne    dépend    pas    de^-    on   a    donc^  =  ç(3), 

çU)  étant  une  fonction  quelconque  de  z.  Cette  nouvelle  équation  peut 
s  écrire 

~\x~y^{z)]  =  o, 

et  elle  exprime  que  x-^'a(i)  ne  dépend  pas  de^.  On  a  donc  encore 

X  =_K'f(-n-  'h{z), 

■i^iz)  étant  une  autre  fonction  quelconque  de  z,  et  Ton  obtiendra  tontes 
les  fonctions  ^  =/(,.r,  jk),  répondant  à  la  question,  en  résolvant  l'équation 
précédente  par  rapport  à  ;.  Cette  équation  représente  une  surface  engen- 
drée par  une  droite  qui  reste  parallèle  au  plan  des  xy. 

40.  Équations  simultanées.  —  Nous  délinirons  d'abord  un  déler- 
miniiiu    qui    jouera    un    rôle  essentiel    dans   la    suite.  Soient   F,, 
l  2-  ■■■.  F„  un  syslèmede  />  fonctions  de  >i  variables j>^,  ,j,,  ...,  v„ 
pouvant   dépendre    en    outre    d'autres  variables.   Le  déterminant 
formé  par  les  dérivées  parlielles  du  premier  ordre  — 

't''i  <^y2  '  '  '  ày^ 
àVj  rfFj  .  c)F2 
'Cl       'O'-i       '  '  '      Ty^, 


Oy, 


dF„ 
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s'appelle  le  jacohieii,  ou  le  ihUerrninant  foncdonnet  des  n  fonc- 
tions F|.  Fo F„  par  rapporlaux  n  variables  Vf, y„-  <^ii  le 

représente  pai-  la  notation 

Di  l'i.  I-, l-'„,> 

D(_r, ..}•«.  .  ■  .,  K„  I 

Cela  posé,  le  tiiéorème  i;énéral  il'existenee  des  fonctions  inipli- 
eiles  s'énonce  ainsi  ; 

Soit  (E)   un  systcinc  de  n   é<iuaUons  entre  n  —  p  variables 

X,,   .  .  .,  J>,  J)'i. Vif 

(E)  K,(3^i,r,,  ....x,,\r\,y->,  ■■  ■.,  r„)  =  o  (/ =  i, '^,  . . ..  n  i 
tlont  tous  les  premiers  membres  sont  nuls  pour  un  système  de 
valeurs  x,  =  x%  ....  Xp  —  x],,  y,  =/,',  •  •  •■  y,,  —yîr  Si  les 
fonctions  F,  sont  continues  et  admettent  des  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  par  rapport  aux  variables  yh,  continues 
dans  le  voisinage  de  ce  système  de  valeurs,  et  si  le  jacobien 
^i^^-^-^ F„)      ,  ^^,^^     ^^,,^.  ,,.^^.0,  ..      y„=yl,  il 

existe  un  système  de  fondions,  et  un  seul. 

satisfaisant  aux  équations  (E),  se  réduisant  à  y'I,  ...,y'!,  ''es- 
peclivement  pour  x,  =  x'l.  ...,  .-<>=.r;„  et  continues  dans  le 
voisinage  de  ce  système  de  valeurs. 

I.e  tiiéorème  étant  déjà  démontré  pour  /(  =  i ,  il  sufhra  de 
piouvei-  que,  s"il  est  vrai  pour  un  système  de  «  — i  équations 
à  „ — 1  fonctions  inconnues,  il  s'étend  à  un  système  de  n  équa- 
tions à  n  fonctions  inconnues.  Par  hypothèse,  le  déterminant  A 
écrit  plus  haut  est  diflerent  de  zéro  pour  les  valeurs  x%  r";  par 
suite,  ses  éléments  ne  sont  pas  tous  nuls.  Nous  pouvons  donc  sup- 
poser, en  changeant  s'il  est  nécessaire  l'ordre  des  indices,  que  la 
dérivée  (—)  n'est  pas  nulle.  Alors,  d'après  le  théorème  établi 
au  n"  'M,  l'équation 
(i5)  ■     V„(xt,xt:  ■■■,3:p:y,.r„  .■■■yn)  =  o 

définit  une  fonction 

h('>)  jl-„=/(.r,,r2,  ...,3r,,;  j>',.  J>'2.  ...,  J«-i) 
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des  n  -\-  p  —  I  varia  liles  .r, ,  a-j,  . . .,  .r^,  y,,  . . .,  yn-\^  qui  est  égale 
à  yl,  pour.ri=:^J,  . . .,  j»-„_|  :=  j^^  j,  ei  qui  est  continue  dans  le 
voisinage  de  ces  valeurs.  En  remplaçant  j-'„  par  celte  fonction  f 
dans  les  n —  i  premières  équations  du  système  (E),  on  obtient  un 
nouveau  système  de  «  —  i  équations  à  n  —  i  inconnues  )',  .j'o.  ••■! 

.?'«-!, 

(17)     'i>i{xi,x^_,  ...,Xp\  yu  y-i,..-,  y„-i)  =  o.  ....         'l'„_i  =  o, 

où  l'on  a  posé 

*,-(a-,,  ...,Xp;y,,  ...,y„.,)  =  F/(Xi,  .  . . ,  a-,,  :  jKi,  ■  ■ -,  yu-i, /); 

le  système  formé  par  les  équations  (16)  et  (17)  est  évidemment 
équivalent  au  système  (E).  Nous  allons  montrer  que  le  jacobien 
des  fonclioGS  <ï>, 

^  _  Dcf'j.  *2.  .  .  ..  *„-i) 

'  ~  ^(yt-y-2 j'n-i) 

est  dillerent  de  zéro  pour  x,  :=  a"",  . . .,  y„-i  ^J',1 
déterminant 


âV, 

dF, 

àf 

<^F, 

'JF, 

àf 

".>'! 

àyn 

dVi 

dy^ 

àyn 

àyi 

dF, 

<*Fj 

à.f 

(IF., 

dF, 

à.f 

dy, 

ày. 

dy, 

ày. 

oy„ 

ày-. 

n-\ 

àF„ 

-.    "/ 

OFn-1 

dy.2 

dF, 
dy 

-.     àf 

y> 

dy 

.     '*.'-i 

n     dy. 

--yl- 

.    En   eflel,  ce 

àV, 
ày„- 

^     "F.         àf 
àyn     ày„^. 

dF. 
ày„- 

^     dF,        àf 
àyn    àyn-. 

dFn- 

,    "F.-i      àf 

ày,,- 

~^     àyn     ày„-, 

est  la  somme  de  a""'  déterminants;  en  supprimant  tous  ceux  qui 
sont  nuls  comme  ayant  les  éléments  de  deux  colonnes  proportion- 
nels, il  reste 

F„-,  ) 


-;/■    D(F,,  F»,  . 

...F„_,) 

àyi  '•(  v,„  j.,  . 

...r«-i) 

df          D(F,, 

..,F„    ,) 

t>(ri,JK2,   .  ..,y„-,) 


dyn-i  L<(yi-  ■  --^y,,--.  yn  > 

D'autre  part,  les  dérivées  -=^  sont   données   (n"  39)   par    les   rela 

lions 

àF„        àF„    df 

1 -:—  =  0  { i  =  1,2,  ....  n  —  II. 

dy,         dy„    dyt 
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L'équation   précédente   peut  donc  s'écrire,   en    mullipliant  les 


deux  membres  par  — -, 


D(F,.F, 


f'F„ 


4rn  t)0'l- J»'2'  •  •  •^r"-l,'  ".>'«  iJ^Jn-Vi 


L>:  F,.  F,.  .. 

. .  F„_, 

1  (>F„ 

D(  jn.  rs.  . . 

••.>'«-! 

1  '^^-. 

D(F„F„ 

..,F„_ 

)) 

L'i  j'i- ^-2,  —  X"--i< ./'i  '  ''r'i-i ' 

le  second  membre  de  la  nouvelle  relation  est  identique  au  déve- 
loppement de  A  par  rapport  aux  éléments  de  la  dernière  ligne.  On 
a  donc 

g  oF,.  Pet',.», f,,^,)  _  P(F,.  F. F„) 

Oj'„  D,x,.r,.  ...,y„^,<^  b^r,.   y..  ...,y„)' 

et  par  suite  lejacobieii  o  est  différent  de  zéro  pour  les  valeurs 

T,  =  3:1 r„_i  =  r;;-,. 

La  proposition  énoncée  étant  vraie  pour  n  —  i  équations,  les 
équations  (17)  déterminent  un  système  de  fonctions  r,  ^  »( .  . . ., 
y„-{  =  ''fa-\  des  variables  x,,  t-,.  ....  Xp.  et  en  substituant  dans 
la  fonction  f{.r,,  ....  Xj,.  y,.   . .  .,  Xn-i)-  on  aura  la  valeur  de  y„. 

On   peut   encore    calculer   ces   racines   par   iipproximalions   successives, 

comme  clans  le  cas  diine  seule  équation.  Su|jposons,  pour  simplifier,  que 

l'on  remplace  .r,  par  a-J"-;-.*-^,  el  y/^  par  vJ.—J'a-.  l'e  façon  que  les  valeurs 

oF 
initiales  a-?,  y?  soient  nulles.  Soit  a//,  la  valeur  de  la  dérivée  — -  pour  ces 

valeurs  initiales;  par  hypothèse,  le  déterminant 


est  dilTérent  de  zéro.  Le  système  (E)  est  évidemmetil  équivalent  au  système 
suivant  : 


«""O) 


«II^I-l--  •  .-i-  <?i«,>n=  Ouri-^-  •  --^  "inyn—  F|  =  'fl, 

a,ty,-^...-^  a.2„yn=  «2171 -:-••  .-t- «2/1^1—  F2  =  ?2. 


G.,  1. 


a„„  >'„=  a„ij'|  +  . . .-+-  a„„y,i —  F„=  o„, 
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OÙ  les  fonctions  Oi,  02,  ...,  a„  sont  nulles,  ainsi  que  les  dérivées  par- 
tielles —^  pour  j:,  =  o.  7'i  =  o.    En  résolvant   ce  syslèine   d'équations  par 

rapport  à  )'|.^r.>,  ....  V,,-  ce  qui  est  possible,  puisque  A  n'est  pas  nul,  on 
obtient  un  nouveau  système 

(20)  yi=fu      y-i^fi^       ■••,      yn=fn, 

où  fi,  fi,  ...,/„  sont  des  combinaisons  linéaires  à  coefficients  constants 
des  fonctions  çr.  O21  ■•.:  ?«•  Ces  fonctions  fi  sont  donc  nulles,  ainsi   que 

toutes  les  dérivées  partielles  -— -  pour  les  valeurs  Xi=  o,  yic=  o.  On  peut 

résoudre  ce  svstème  par  approximations  successives  en  prenant  zéro  pour 
premières  valeurs  approchées  des  racines,  et  en  posant  ensuite  (') 

{yi)"'=fi[^u  ■■■,-r,,;(ri)"'-',  •■■Ayn)'"-']       (m  =  1,2. .  ..,=0). 

41.    Calcul  des  dérivées.  —   Lorsque  les  fonctions  Fy  ont  des 
dérivées  partielles  conlinues -— '  >  les  fonctions  implicites  définies 

'  OTi  ' 

par  les  équations  (E)  adinellent  aussi  ilos  dérivées  parlielles  du 
premier  ordre  par  rapport  aux  variables  Xj.  l'renons  par  exemple 
un  svstème  de  deux  équations 

(21)  Fi(x,  y,  z,  u,  v)  =  o,         Fi(x,y,:,u,v)  =  o. 

Laissant  y  et  ;:  constants,  donnons  à  x  un  accroissement  Ajc,  et 
soient  Ah  et  Ai-  les  accroissements  correspondants  des  fonctions  u 
et  c.  Les  équations  (21)  peuvent  s'écrire 

/dFî  \        .     /dF,  ,\        ^    (dF,  .: 

£,  i,  z",  Y.,  r/,  y,"  tendant  vers  zéro  lorsque  A^^,  Ah,  Ac  tendent  vers 
zéro.  On  déduit  de  là 


â7 


/dFi         \  /dF,         „\        /oiFi         A   /àF,  \ 

/dF,        ,\  /dF,         ,.\       ,  dF,         A  /dFî    ^     ,\' 


(')  Pour   la  démonstration    de   la    convergence  des  approximations,  voir  mon 
article  du  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  \X\I,  igoS. 
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lorsque  \x  tend  vers  zéro,  il  en  esl  du  même  de  Ah,  Ai'  cl,  par  suile, 
de  £,  t.  t" .  7,,  •/■/,  r/'.  Le  rapport  —  a  donc  une  limite,  c'est-à-dire 
que  II  admet  une  dérivée  pnrtielle  par  rapport  à  .r, 


c*F|  OP., 

c*F,  âVt 

J.r      àv 

dv     à.v 

c*F,   dV\_ 

ôF,  dt\ 

On   \errait  de   même  que  le   rapport  -—  tend   vers   une  limite 

finie  —  )  qui  est  donnée  par  une  formule  analogue;   pratiquement, 
on  calculera  ces  dérivées  partielles  au  moyen  des  deux  équations 


àp, 

r/F, 

(In 

r-F, 

Ok- 

^- 

<>i 

cl.r 

Oit 

d.v 

di- 

dx 

rtFo 

()F., 

du 

OP. 

àr 

dx 

du 

dx 

d\- 

dx 

et  l'on  obtiendra,  de  la  même  façon,   les  dérivées  partielles    par 
rapport  aux  variables  j'  et  ;. 

Les  dérivées  successives  se  calculent  comme  dans  le  cas  d'une 
seule  équation.  II  faut  encore  observer  que,  lorsqu'il  y  a  plusieurs 
variables  indépendantes,  il  est  avantageux  de  calculer  les  différen- 
tielles totales,  pour  en  déduire  toutes  les  dérivées  partielles  du 
même  ordre.  Supposons,  par  exemple,  qu'on  ait  deux  fonctions  a 
et  i>  des  trois  variables  -c,.>',  ;,  définies  par  les  deux  relations  (21); 
les  différentielles  totales  du  premier  ordre  du  et  dv  sont  données 
par  les  deux  équations 

OF,   ,         oiF,    ,         ()F,    ,         dF,    ,         c»F,    , 

-— -^  dx  H ;—  dy  H dz du  H rfc  =  o, 

dx  dy     ■^  dz  Oit  dv 

f'F,   ,  dP,   ,  tJF,  oF,   ,  àP,    , 

——  dx  -\ dy  -) d:  -i dit  -i dv  =  o. 

àx  dy  dz  du  dv 

On  aura  ensuite  d- 1(  et  d-v  au  moyen  des  équations 


'oF,   ,^  ^  àPi   ,  V-'   ,    '^l-'i  ,/.,..   ,    ^ 


/,,)■   H_:iiI,/2„H-   "-LLdU'  =  0, 
I  ou 


-— -  a!.r  -f-  .  .  .  H :—  rti'         -i : —  d-  u  H ^  d-  v  =  o, 

\  dx  dv        I  du  dv 

et  ainsi  de  suite.  Dans  les  équations  qui  donnent  d"  u  et  d"  k\  le 
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déteriniiiant  des  coefficients  de  ces  différentielles  est  égal,  quel  que 
soit  /(,  au  jacobien  '' — —  qui,  par  hypotlièse.  n'est  pas  nul. 

42.  Inversion.  —  Soient    tsi,  tp2,    .-.i  '^n    "    fonctions    des   n    varialjles 

D  (  CPi      CD.),     .     .  ,    tPra  ) 

indépendantes  .r,,  x,,  ....  :r,,,  telles  que  le  jacobien  - — '       ' ^—   ne 

D(j?,,  X,,  ...,^„) 
soit  pas  identiquement  nul.  Les  n  équations 

,      ,     (   «1=  ?i(-»-i,  ar.,  ....  ,r„),         «2=  a)2(.r,,  a-2,  ...,  a:„),  ..., 

(22)  ,  , 

(  a„=  (p„(a;,,  a-2,  . . . ,  a",,) 

définissent  inversement  (' )  .rj,  a:'2,  ...,  r„  en  fonction  de  i/j,  ««i  •••,  u^. 
Il  suffit,  en  ellet,  de  considérer  un  système  de  valeurs  ar{,  x\,  ....  a:,";  pour 
lesquelles  le  jacobien  n'est  pas  nul;  it},  u\,  ...,  «,",  désignant  les  valeurs 
correspondantes  de  «j,  u^.  ...,  (<„,  il  existe,  d'après  le  théorème  général, 
un  système  de  fonctions 

a-i= '|/, (;(,,...,  M„),  ^2=  li'i  ("il    ■  • -,  "/i),  •••, 

X,i  =  '|/„  (!(,,    M,,    .  .  .,    ï(„), 

qui  satisfont  aux  relalions  (22)  et  qui  prennent  les  valeurs  a-?,  x'i,  .  .  .,  xf^ 
pour  ((,=  /<J,  ...,  M„=i^)].  Ce  sont  les  fonctions  inverses  des  fonc- 
lions  <p],  if>2,  •••)  9/1)  la  détermination  effective  de  ces  fonctions  s'appelle 
une  inversion. 

Pour  calculer  les  dérivées  des  fonctions  inverses,  il  suffit  d'appliquer  les 
règles  générales.  Ainsi,  dans  le  cas  de  deux  fonctions 

«  =  f(^,  r),      ^'  =  'f(^,y), 

si  l'on  considère  inversement  u  et  v  comme  les  variables  indépendantes, 
a:  et  ^  comme  les  fonctions,  on  a  les  deux  relations 

c/u  =  -~dx  -^ dy, 

dx  ()y 

dv  =  -^  dx  H dx, 

Ox  Oy 

d'où  l'on  tire 

'j-du-^dv  ^'jLda+^ldv 

dy  ay  ,  ■•'>•  '''■ 


àf  Of         df  do  àf  i)<f         df  d9 

dx  dy        df  dx  dx  dy        dy  dx 


(')  Nous  ne  définissons  ainsi  les  fonctions  inverses  que  dans  le  voisinage  d'un 
syslème  de  valeurs  particulières  «J.  Le  cas  où  à  tout  système  de  valeurs  de  »,, 
Uj,  ...,  «„  correspond  un  système  et  un  seul  de  valeurs  pour  x^,  x^,  ...,x„  a 
été  étudié  aussi  par  divers  géornélres.  [Voir  Hadamard,  Sur  les  transforma- 
tions ponctuelles  {Bulletin  de  la  Société  matliématique,  t.  X.\.\.IV,  1906).] 


I.    —    FONCTIONS    IMPLICITES. 

On  a  donc  les  formules 


dx 

do 
df 

dx 

dy 
àv 

àf 

ày 

du 
dy 

df  oo          of  do 
àx  dy        dy  dx 
do 
~  Ix 

dx  dy         oy  dx 

'  EL  ' 

dx 

du 

df  do        df   do  ' 
dx  dy        dy  ox 

df  do         df  do 
dx  dy        dy  àx 

43.  Tangente  à  une  courbe  gauche.  —  Considérons  une  courbe  C 
représentée  par  un  système  de  deux  équations 

F,(x,y,z)  =  o, 


(   F., r.r,  y.  ;)  =  o 

soient  j"o,  Vo-  ^o  les  coordonnées  dun  point  Mq  de  cette  courbe, 
tel  que  lun  au  moins  des  trois  jncobiens 

oF,oF2_^dF2       àFj_d^  _àFj  d¥,       fJF,  dF.        dF^  oF. 
dy     dz  dz    dy  dz     dx  dx     dz  dx    dy  dy     dx 

soit  différent  de  zéro,  quand  on  j  remplace  x.y,  ;  par  o'o,  J»'o-  ^o- 

c                                 /■         1       •  1  ■                  D  (F,,  f"^)  ..     "  , 

Supposons,  |>our  fixer  les   idées,  que  -=-- — —    ne  soil  pas   nul 

pour  les  coordonnées  du  point  Mq ;  des  équations  (aS)  on  peut 
alors  tirer 

y  =  oix),         z  =  i/{x), 

■^  et  'i  étant  des  fonctions  continues  de  x  se  réduisant  respective- 
ment à  l'o  et  ^0  pour  x  =  x,,.  La  tangente  à  la  courbe  C  au  point  Mo 
est  alors  représentée  par  les  deux  équations 

X  — .rp  _  Y  -  Vo  _  Z  -  J„ 

1  o'{X„  I  'V(-'^ll  l' 

quant  aux  dérivées  '-i'  (x)  et  ■l'i'x),  elles  se  calculent  au  moven  des 
deux  relations 

dF,    ,    dFi  dF,  ,,, 

:-  -—  o  (x)  ^  — —  4  t  .r  )  =  o. 

dx  dy    ■  dz 

dF,        dF,    ,,    ,        dF.,  ,,. 
dx         dy   •   ■■    ■         dz 

Faisons  dans  ces  relations  .r  =  .ro,   r=)ii.  ^  ^  ^o   et  rempla- 
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(24) 


cons  ■^'{Xb)  et  •i'(J"o">  par  -r^ —  et  = —  respectivement  :  les 

équations  de  la  tangente  peuvent  encore  s'écrire 

'(m<-^-'- (*)."■--'*  (S).<'-=-'=- 

ou 

N  —  rp         _         V  —  Vq         _  Z  —  jq 

L'interprétation  géométrique  du  résultat  est  bien  facile.  Les 
équations  (aS)  représentent  respectivement  deux  surfaces  S,  et  Sj, 
dont  la  courbe  C  est  l'intersection  ;  les  équations  (24  )  représentent 
les  deux  plans  tangents  à  ces  deux  surfaces  au  point  Mq.  de  sorte 
que  la  tangente  à  la  courbe  C  est  la  droite  d'intersection  de  ces 
deux  plans  tangents. 

Les  formules  deviennent  illusoires,  lorsque  les  trois  jacobiens 
écrits  plus  haut  sont  nuls  à  la  fois  pour  les  coordonnées  X(,,yQ,:-n- 
Lorsqu'il  en  est  ainsi,  les  deux  équations  (24)  se  réduisent  à  une 
seule,  et  les  surfaces  S|,  So  sont  tangentes  au  point  M^.  Dans  ce 
cas,  l'intersection  de  ces  deux  surfaces  se  compose  en  général, 
comme  nous  le  verrons  plus  loin,  de  plusieurs  branches  distinctes 
passant  par  le  point  Mn. 
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44.  Points  doubles  d'une  courbe  plane.  —  Lorsque  les  coor- 
données [j\,,  yol  d'un  point  Mo  annulent  à  la  fois  une  fonction 
F(x,  y)  et  ses  deux  dérivées  partielles  — ,  t— >  ce  point  M^  est  un 
point  singii/ier  de  la  courbe  C  représentée  par  l'équation  F  =  o. 

Pour  étudier  une  courbe  plane  dans  le  voisinage  d'un  point 
singulier,  nous  supposerons  qu'on  a  transporté  l'origine  en  ce 
point,  que  la  fonction  F(x,y)  admet  des  dérivées  du  second 
ordre  continues  dans  le  voisinage  de  l'origine  et  des  dérivées  du 
troisième  ordre  qui  restent  bornées  dans  ce  domaine,  enfin  que 
les  trois  dérivées  du  second  ordre  ne  sont  pas  nulles  à  la  fois 
pour  X  =j>'  =  o. 
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L'éqiialion  de  la  combe  C  est  donc  de  la  forme 

(23)  ax--^  ïbxy  -^  cy^-T-(^(x,  y  )  =  o, 

a,  b,  c  étant  des  constantes  non  toutes  nulles,  Q(x,  y)  une  fonc- 
tion qui  s'annule  à  l'origine,  ainsi  que  ses  dérivées  du  premier  et 
du  second  ordre,  et  qui  admet  des  dérivées  du  troisième  ordre 
bornées  pour  les  valeurs  de  x  et  de^  voisines  de  zéro. 

En  appli(|uant  la  formule  de  Taylor  à  celte  fonction  ^'liï,}'), 
on  voit  qu'elle  est  de  la  forme 

(26)  Q(.''i  y)  =  31a:' H-  'i^x-y  -h  3-(xy--i-  oy-, 

a,  jS,  v,  0  étant  des  fonctions  de  x  et  de  y  (jui  ont  des  valeurs 
finies  pour  les  valeurs  de  x  et  de  j'  voisines  de  zéro. 

Nous  avons  plusieurs  cas  à  distinguer,  suivant  le  signe  de  b-  —  ac. 
Si  b- — ac  est  positif,  l'équalion  ax- -h  2  b xr -{- cy'^  ^=  o  repré- 
sente deux  droites  réelles  et  distinctes  passant  par  l'origine.  Imagi- 
nons qu'on  ail  pris  ces  deux  droites  pour  axes  de  coordonnées,  ce 
(|ui  revient  à  ellecluerun  changement  linéaire  de  variables;  l'équa- 
lion (ao)  [)rend  la  forme 

(25/  xy -^  R{x,  y)  =  o, 

la  fonction  l\i^x^y)  satisfaisant  aux  inêraes  conditions  que  la  fonc- 
tion 0(x,y)i  et  pouvant  par  conséquent  se  mettre  sous  la  même 
forme  (2G). 

En  posant  J' =  iix  dans  celle  éf[uation,  on  en  tire 


(27) 


R{x,y)  pouvant  être  mis  sous  la  forme  (2(3),  il  est  clair  que 
R  (a;,  itx)  est  divisible  par  x^.  et  le  second  membre  de  la  rela- 
tion (2^)  s'annule  pour  x  =  o. 

Il  en  est  de  même  de  la  dérivée  par  rapport  à  u.  En  efl'et,  par 
bjpotlièse,  RKa?,  y)  admet  des  dérivées  du  premier  ordre  qui  sont 
nulles  à  lorigine,  et  des  dérivées  du  second  ordre  qui  restent  bor- 
nées; en  lui  appliquant  la  formule  de  Taj'lor,  on  a  donc 

l\'y{x,  y  )  =  tx'-^  imxy  -r-  ny-. 
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/,  m,  n  étant  des  fondions  de  x.,y  qui  conservent  des  valeurs 
finies  lorsque  x  ç.\. y  tendent  vers  zéro. 

D'ailleurs  R^,(  a;,  «2;)  =  a;RI.(a?,^),  et  par  conséquent  R,',(.2;,  ^^J?) 
est  divisible  par  x^.  Nous  pouvons  appliquer  à  l'équation  (27)  le 
théorème  du  n"  34;  cette  équation  admet  une  racine  et  une  seule 
M=:  H  (x)  tendant  vers  zéro  avec  x.  Par  l'origine  il  passe  donc  une 
branche  de  la  courbe  C,  représentée  par  une  équation  y  =  a;E(a;), 
qui  est  tangente  à  l'origine  à  l'axe  des  x.  En  intervertissant  le  rôle 
des  variables  x  et  y,  on  verra  de  même  qu'il  passe  par  l'origine 
une  seconde  branche  de  courbe  tangente  à  l'axe  Oj'. 

Le  point  O  est  un  point  double  à  tangentes  distinctes  {'). 

Lorsque  b^ — ac  est  négatif,  l'origine  est  un  point  double  isolé. 
A  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  assez  petit  décrit  du  point  O 
pour  centre,  le  preniier  membre  F{x,y)  de  Téquation  (20)  ne 
s'annule  que  pour  le  point  O  lui-même.  Posons,  en  effet,  x  et  y 
étant  les  coordonnées  d  un  point  voisin  de  l'origine,  ar  =  îCoscp, 
_y  :=  p  sin'^  ;  il  vient 

F(  r,  J-)  =  p-(a  cos-'i  --  2b  com  s\n  -ç,  -h  c  sin-z.  -i-  oh), 

L  étant  une  fonction  de  z  et  de  C5  qui  reste  bornée  lorsque  p  tend 
vers  zéro.  Soit  H  une  limite  supérieure  de  |  L|  lorsque  p  est  infé- 
rieur à  un  nombre  positif  /•. 

Lorsque  's  varie  de  zéro  à  2-,  le  trinôme 

a  cos-o  -f-  2/-/  cos'j  sino  -r-  c  «in-ç 

conserve  un  signe  constant,  puisqu'on  a  supposé  b- — cic<^o. 
Soit  m  le  minimum  de  sa  valeur  absolue.  Pour  toul  |)oinl  pris  à 
l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  inférieur  à  /•  et  à  jî-)  avant  pour 
centre  l'origine,  il  est  clair  que  le  coefficient  de  p-  ne  peut  san- 


(')  Il  ne  peut  exisler  plus  de  deux  branches  de  courbe  passant  par  un  point 
double.  Supposons,  en  effet,  que  l'équation  de  la  courbe  soit  de  la  forme  (25),  le 
coefficient  c  n'étant  pas  nul  ;  on  peut  toujours  satisfaire  à  cette  condition  par  un 
choix  convenable  des  axes  de  coordonnées.  Si  cette  équation  admettait  trois 
racines  r,.  y^-y^,  tendant  vers  zéro  avec  x,  l'équation  K,.(x, ;>■).=  o  aurait  au 
moins  deux  racines  tendant  aussi  vers  zéro  avec  x,  d'après  le  théorème  de  Rolle. 
Or,  celle  équation  est  de  la  forme  a  bx  -v-  icy-r-  a  (a;,  y)  =  0,  les  deux  fonctions 
çCa-.j')  et -y.  (X,  V)  étant  nulles  pour  a;  =  .v  =  0.  Donc  cette  équation  admet 
une  racine  et  une  seule  tendant  vers  zéro  avec  x  (  n°  34). 
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nuler;  l'équalion  F{x,  y)  ^=  o  n'admet  donc,  pas  d'aulrn  solution 
que  p  =  G  à  l'intérieur  de  ce  cercle. 

Lorsque  b- — ac=^o,  les  deux  tangentes  au  point  double  sont 
venues  se  confondre,  et  il  y  a  en  général  deux  branches  de  courbe 
tangentes  à  une  même  droite,  et  formant  un  rebroussement. 
L'étude  complète  de  ce  cas  exige  une  discussion  très  délicate  qui 
sera  faite  plus  lard.  Observons  seulement  que  la  variété  des  cas 
possibles  pour  la  forme  de  la  courlie  est  beaucoup  plus  grande  que 
dans  les  deux  cas  déjà  examinés,  comme  le  monli-ent  les  exemples 
suivants. 

La  Q.owThc  y- ==.  x^  présente  à  l'origine  un  |)oint  de  rebrousse- 
ment de  première  espèce.,  avec  deux  In-anclies  de  courbe  tan- 
gentes à  l'axe  des  x^  situées  de  part  et  d'autre  de  cette  tangente, 
et  à  droite  de  O)'.  La  courbe  y-  —  ix'-y  -\-  x'' —  x' ^  o  présente 
un  rebroussement  de  seconde  espèce  ;  les  deux  branches  de  courbe 
tangentes  à  l'axe  des  x  sont  situées  dii  même  côté  de  la  tangente. 
L'équation  nous  donne,  en  effet, 

y  =  T-±  x- , 

et  les  deux  valeurs  de  y  sont  de  même  signe  lorsque  x  est  très 
petit,  mais  ne  sont  réelles  que  si  x  est  positif.  La  courbe 

x''  -i-  x-y"- —  (ix'-y  -+-  y-  =  o 

présente  deux  branches  de  courbe  n'ofi'rant  rien  de  particulier, 
tangentes  l'une  et  l'autre  à  l'origine  à  l'axe  des  x.  <  )n  tire,  en  efiet, 
de  cette  équation 

3.f-zt  x-  V  S  —  -!'- 

•>'= VT-xi ' 

et  les  Jjranches  obtenues  en  prenant  successivement  les  deux  signes 
devant  le  radical  n'ont  aucune  singularité  à  l'origine. 

11  peut  aussi  se  faire  que  la  courbe  se  compose  de  deux  branches 
confondues,  comme  c'est  le  cas  pour  la  courbe  représentée  par 
l'équation 

lorsque  le  point  (r,  y)  se  meut  dans  le  plan,  le  premier  membre 
F(x,  y)  s'annule  sans  changer  de  signe. 

Enfin,  il  peut  aussi  arriver  que  le  point  (^o?J'o)  soit  un  point 
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double  isolé;  c'est  ce  qui  arrive  pour  la  courbe  )'-  + .Z'' +>'  =  o, 
donl  l'origine  est  un  point  double  isolé. 

■io.  Points  coniques  d'une  surface.  —  In  point  M,,  dune  sur- 
face S,  représentée  par  une  équalion  F[x,y,  z)  ^=  o,  est  un  point 
singulier  de  celte  surface,  si  les  coordonnées  Xo,  J'o,  :-ù  de  ce 
point  annulent  les  trois  dérivées  du  premier  ordre  t\.,  F',.,  F^. 
Supposons  qu'on  ait  transporté  l'origine  des  coordonnées  en  ce 
[)oint,  et  conservons  les  mêmes  bypolhèses  qu'au  paragraphe  pré- 
cédent relativement  aux  dérivées  du  second  et  du  troisième  ordre 
de  F(x,y,  z)  dans  le  voisinage  de  l'origine.  L'équation  de  la  sur- 
face est  de  la  forme 

{■iS)        F(x,  y,  z)  =-a,3-2-i-«2j-+«3-- 

-+-  ibiyz  -r-  -ib.jzx  ^  'ib^.ry  -\-  Q{x,  y,  z)  =  o, 

a,,  «a,  ...,  bi  étant  des  constantes  non  toutes  nulles  elQ{x,  y,  :■) 
un  poljnome  homogène  du  troisième  degré  en  x,  y,  z,  dont  les 
coefficients  sont  eux-mêmes  des  fonctions  de  x,  y,  z  cpii  restent 
finies  dans  le  domaiue  de  l'origine. 

La  nature  du  point  singulier  dépend  avant  tout  de  la  nature  du 
cône  (T)  représenté  par  l'équation 

(29)  aiX^+  a-iy^-i-  a^z^-h  ib^yz  ^  nb^zx  -+-  ib^xy  =  o. 

Supposons  d'abord  ce  cône  réel  et  intlécomposable,  et  soient  G 
et  G'  deux  génératrices  quelconques  de  ce  cône.  Si  Ion  lait  une 
transformation  de  coordonnées  de  façon  à  piendre  ces  deux  géné- 
ratrices pour  axes  Ox  et  O^',  l'équation  (28)  est  remplacée  par 
une  équation  de  même  forme,  où  les  coefficients  rt,  et  «2  seront 
nuls,  le  nouveau  coefficient  63  n'étant  pas  nul  [sans  quoi  le  J 
cône  (T)  se  décomposerait  en  deux  plans].  m 

La  section  de  la  surface  S  par  le  nouveau  plan  des  xy  est  donc 
représentée  par  une  équation  de  la  forme  (aà');  d'après  ce  que 
nous  avons  vu,  cette  section  se  coni|iose  de  deux  branches  de 
courbe  passant  par  l'origine  et  tangentes  respectivement  aux 
deux  génératrices  G,  G'.  L'aspect  de  la  surface  dans  le  voisinage 
du  point  singulier  est  donc  analogue  à  l'aspect  qu'offrent  les  deux 
nappes  d'un  cône  dans  le  voisinage  du  sominel  ;  d'où  le  nom  de  I 
point  conique  donné  à  ce  point  singulier.  ' 
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Lorsque  l'équation  (29)  représente  un  cône  imaginaire  indé- 
composable, le  point  O  est  un  point  singulier  isolé  He  la  sur- 
face S.  On  peut  décrire  de  ce  point  comme  centre  une  sphère  de 
rayon  assez  petit  pour  que  l'équation  F(j:,  1',  ;)  =  o  n'admette 
pas  d'autre  solution  à  l'intérieur  que  .r  =  o.  -i:=o,  ;=o. 
Soient  M  un  point  voisin  de  l'origine,  ;  sa  distance  à  l'origine, 
a,  ^3,  V  les  cosinus  directeurs  de  la  droite  OM.  En  remplaçant  x, 
y,  z  par  pa.  p,3,  pv,  la  fonction  ¥{x,y,  z)  devient 

Fr.T,  _)',  ;:)  =  p2(«iï-  — «2  35 -+-...  ^- 26378 -^pL), 

le  facteur  L  conservant  une  valeur  finie  lorsque  ;  tend  vers  zéro. 
Puisque  l'équation  (29)  représenle   un  cône  imaginaire,  le  poly- 


iie  peut  s'annuler  lorsque  le  point  a,  3,  -'  décrit  la  sphère  de 
ravon  un  ayant  pour  centre  l'origine;  désigno'ns  par  m  une  limite 
inférieure  de  la  valeur  absolue  de  ce  polynôme.  Soit,  d'autre  part, 
H  une  limite  supérieure  de  la  valeur  absolue  de  L  dans  le  voisinage 
du  point  O.  Si  de  ce  point  comme  centre  avec  un  ray'on  moindre 

que  -n-  nous  décrivons  une  sphère,  il  est  clair  que  le  coefficient 

de  z-  dans  l'expression  de  Fi^x.y,  z)  ne  peut  s'annuler  à  l'inté- 
rieur de  celle  sphère.  J/équalion  (28)  n'admet  donc  pas  d'autre 
solution  que  p  =  o. 

Lorsque  l'équation  (29)  représente  un  système  de  tieux  plans 
réels  et  distincts,  il  passe  par  le  point  O  deux  nappes  de  surface 
dont  chacune  est  tangente  à  l'un  de  ces  plans.  Certaines  surfaces 
présentent  une  ligne  de  points  doubles  où  le  cône  des  tangentes  se 
décompose  en  deux  plans.  Celte  ligne  est  une  courbe  double  de 
la  surface,  suivant  laquelle  deux  nappes  distinctes  se  traversent 
mutuellement.  Par  exemple,  lé  cercle  représenté  par  les  deux 
équations  c  =  o,  x'^-\-y-=\  est  une  ligne  double  de  la  surface 
qui  a  pour  équation 

z--^iz--{x''^  y^)  —  {x'-^  y'-—\y=  o. 

Lorsque  l'équation  (29)  représente  un  système  de  deux  plans 
imaginaires  conjugués  ou  un  plan  double  réel,  il  faut  dans  chaque 
cas  particulier  une  discussion  spéciale  pour  étudier  la  forme  de  la 
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surface  an  voisinage  du  point  O.  La  discussion  que  nous  venons 
de  faire  se  relrouve  dans  l'étude  des  maxima  et  minima. 

46.  Maxima  et  minima  des  fonctions  d'une  variable-  —  Soient 
f(oc)  une  fonction  continue  dans  un  intervalle  (a,  b)  cl  c  un  point 
de  cet  intervalle.  La  fonction  f{oc)  est  maximum  ou  minimum 
pour  X  =  c  si  l'on  peut  trouver  un  nombre  positif  t^  assez  petit 
pour  que  la  di(Iérence/'(^^c  -|-  //  )  — f{c)  conserve  un  signe  constant 
lorsque  //  varie  de — y,  à  +"/,.  Si  cette  différence  est  positive,  la 
fonction/(.r)  est  plus  petite  pour  x  ^  c  que  pour  les  valmirs  de  x 
voisines  de  c;  elle  passe  donc  par  un  minimum.  Au  contraire, 
lorsque  la  différence /(c  -f-  /')  — ./(c)  est  négative,  la  fonction  est 
maximum  pour  x  =  c. 

Lorsque  la  fonction  f{x)  admet  une  dérivée  pour  la  valeur  c  de 
la  varialjle,  celte  dérivée  doit  èire  nulle.  En  elTel,  les  deux  quo- 
tients 

f(c^l,,-/ic)        fie  — In- fie) 
Il  '  -  /(  ' 

qui  ont  la  même  limite  f'{c)  lorsque  /;  tend  vers  zéro,  sont  de 
signes  différents;  il  faut  donc  que.  leur  limite  commune/' (c)  soit 
nulle.  Inversement,  soit  c  une  racine  de  l'équation  /'(ic)  =  o, 
comprise  entre  «  et  6;  supposons,  pour  prendre  le  cas  général, 
cpie  la  première  dérivée  qui  n'est  pas  nulle  pour  x  ^  c  est  la 
dérivée  d'ordre  n,  et  que  cette  dérivée  est  continue  dans  le  voisi- 
nage de  la  \aleiir  c.  La  formule  générale  de  Tajlor  donne  ici,  en 
se  limitant  au  terme  de  degré  /), 

f(c^/i)-f(c)  =  — — /"Vc-T-6/i), 

ce  qui  peut  encore  s'écrire 

/(.  ^k)-f(c)=    -^^[f.'.(c)  +  ^], 

e  étant  infiniment  petit  avec  h.  Soit  r^  un  nombre  positif  tel  que, 
X  variant  de  c  —  /,  à  c -{- r^,  la  valeur  absolue  de  £  soit  moindre 
que  |/""(c)|;  pour  ces  valeurs  de  x,  ./'"'(c)  -|-  s  a  le  même  signe 
que/"'(c)  et,  par  suite,  f{c  +  h)  — f{c)  a  le  signe  de  li'^f'-''^[c). 
Si  n  est  impair,  on  voit  que  celte  différence  change  de  signe 
a\  ec  /(  ;  il  n  y  a  ni  maximum  ni  minimum  pour  x  =  c.   Si   n  est 
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pair,  /'(c  + /(  1 — f{c)  a  le  même  signe  (|ue  /"(c),  (|iie  h  soil 
positif  ou  négatif;  la  fonction  est  minimum  siy""(c)  est  positif, 
et  maximum  si  /""  (c)  est  nég;ilif.  En  résumé,  jiourque  la  fonction 
soil  maximum  ou  niiniiiuim  pour  x  =  r,  il  faut  et  il  suflil  nue  la 
première  dérivée  qui  ne  saiini.ie  pas  pour  x  ^  c  soit  cVoidre 
pair. 

En  langage  géométrique,  les  conditions  précédentes  signilienl 
ipjc  la  tangente  à  la  courbe  y=zj'ix)  au  point  A  d'aljscisse  c  est 
])arallèle  à  Ox  et,  en  outre,  que  le  [)olnt  A  n'est  pas  un  point 
d  inflexion. 

'il .  Fonctions  de  deux  variables.  —  Soil  ;  ^f(^x.  y)  une  fonc- 
tion continue  de  deux  variables  x,  y,  lorsque  le  point  M  de  coor- 
données {x,y)  reste  à  l'intéiieur  d'une  aire  ti,  limitée  par  un 
.contour  C.  On  dit  que  celle  fonction /"(.r,  j^)  est  minimum  pour 
un  point  (.ro,  >'o)  de  Taire  ù  lorsqu'on  peut  trouver  un  nombre 
positif  y,  tel  qu'on  ait 

pour  tous  les  systèmes  de  ^valeurs  des  accroissements  li  et  /r, 
moindres  que  rj  en  valeur  absolue,  et  le  maximum  se  définit  de  la 
même  façon  (' ).  Si  l'on  considère  pour  un  moment  j)/-  comme  con- 
stant et  égal  à^/o-  -  devient  une  fonction  de  la  seule  variable  x  et, 
d'après  le  cas  cpie  nous  venons  d'étudier,  la  dilTérence 

fixç,^  h,  yo)  —  fi-rn-  y») 

ne  peut  conserver  un  signe  constant  pour  les  petites  valeurs  de  h 


(  '  )  Si  l'on  exclut  le  signe  =  dans  les  conciliions  A  2;  o  ou  A  £  o,  on  dit  que  l'on 
a  un  maximum  ou  un  minimum  au  sens  strict;  mais,  si  l'égalité  A  =  0  peut 
subsister  pour  certaines  valeurs  de  h  et  de  k  inférieures  à  t,  en  valeur  absolue,  aussi 
petit  que  soit  t,,  on  a  un  maximum  ou  un  minimum  au  sens  large.  Considérons 
la  surface  Sreprésentée  par  l'équation  z  =  f(x,y),  l'axe  0;  étant  vertical;  les 
maxima  et  les  minima  iief(x,y)  correspondent  aux  sommets  et  aux  fonds  de  la 
surface.  Un  maximum  au  sens  strict  correspond  à  un  sommet  isolé,  mais  ces  points 
peuvent  former  des  lignes  sur  la  surface.  Si  l'on  prend,  par  exemple,  un  tore  dont 
l'axe  est  vertical,  les  parallèles  extrêmes  forment  une  ligne  de  maxima  et  une  ligne 
de  minima  au  sens  large. 

,.  .         ùf  df  ...  .  ■    ,  ,., 

Les  conditions  -=^  =  o,  -=Ç  =  o  sont  aussi  nécessaires  pour  qu  un  point  ya,  0) 
i)a  db 

corresponde  à  un  maximum  ou  à  un  minimum  au  .sens  large. 
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que  si  la  déri\ée  —  est  nulle  pour  .r  =  .ro,  >' =  >'o  !  on  démontre 

de  la  même   faroii   (luo   ces  valeurs  doivent  aussi   annuler  —,  de 

sorte  que  les  systèmes  (|ul  rendent  la  fonction  f(x,y)  maximum 
ou  minimum  doivent  être  cliercliés  [larml  les  solutions  des  deux 
équations  simultanées 


Soit  x  =  Xoi  y=yu  une  solution  de  ces  deux  équations.  Nous 
supposerons  que  les  dérivées  partielles  du  second  ordre  Ae  f[x^y) 
sont  continues  dans  le  voisinage  des  valeurs  Xa^y^  et  ne  sont  pas 
toutes  nulles  pour  x^^^x^,,  y=^yg,  et  que  les  dérivées  du  troi- 
sième ordre  existent.  La  formule  de  Taylor  nous  donne 

(3o)  A  =  /( a-o -4- /),  J-u -*-/.-)  — /(^o,JKo) 

pour  les  valeurs  de  /;  et  de  A',  voisines  de  zéro,  c'est  évidemment 
le  trinôme  .   ' 

qui  donne  son  signe  au  second  membre,  et  l'on  prévoit  que  la 
discussion  du  signe  de  ce  trinôme  va  jouer  un  rôle  prépondérant. 
Pour  qu'il  y  ait  maximum  ou  minimum  pour  x  =  x„^  y=y\,, 
il  faut  et  il  suffit  que  la  différence  A  conserve  un  signe  constant 
lorsque  le  point  (Xj-i- /«,  i'Q-l-/r)  reste  compris  à  l'intérieur  d'un 
carré  assez  petit  ayant  pour  centre  le  point  {Xf,^yo)-  Cette  diffé- 
rence A  conservera  donc  aussi  un  signe  constant  lorsque  le 
point  (Xo+h,  y -+- k)  restera  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon 
assez  petit  de  centre  (Xq,  j'o),  et  inversement;  car  on  peut  rem- 
placer un  carré  par  le  cercle  inscrit  et  réciproquement.  Soit  donc  C 
un  cercle  de  rayon  /•  décrit  du  point  (xo,  y^)  comme  centre;  on 
obtient  tous  les  points  intérieurs  à  ce  cercle  en  posant 

/(  =  pcoso,         A  =  psintp, 
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et  faisant  varier  -s  de  o  h  2t,  et  p  de  — /•  à  — /•.  On  pourrait 
même  se  contenter  de  donner  à  p  des  valeurs  positives,  mais  il 
vaut  mieux,  pour  la  suite,  ne  pas  introduire  celle  restriction.  En 
faisant  celte  substitution  dans  A,  il  vient 

A  =  ^(  \  cos-3  -^  2  B  sin:5  cos-j  ^  C  siu-o)  -^  ^  L. 
2  ■  ■  '  0 

en  posant 

I.  étant  une  fonction  dont  il  est  inutile  décrire  Texpression  déve- 
loppée, mais  qui  conserve  une  valeur  finie  dans  le  voisinage  du 
point  (Xo,j'o)-  Cela  posé,  nous  avons  plusieurs  cas  à  distinguer, 
suivant  le  signe  de  B- —  K.('.. 

Premier  cas.  —  Soit  B-  —  AC  >  o.  L'équation 
A  cos-=  —  2B  sin'ji  coso  -^  C  sin-o  =  o 

admet  deux  racines  réelles  en  tanga,  et  le  premier  membre  est  la 
diiïérence  de  deux  carrés,  de  sorte  qu'on  peut  écrire 

..,  g3 

A  =  £1  [afa  C053  —  6  siiio)-—  li{a'  coso  -!-  b'  sinç)^]  -^  ^  L, 

2  " 

OÙ 

5t  >  O.  ?  >  O,         ab'  —ba' ^  a. 

Si  l'on  attribue  à  l'angle  o  une  valeur  telle  qu'on  ait 
a  cos  3-^6  sin  ■:.  ^  o, 

A  sera  négatif  pour  les  valeurs  infiniment  petites  de  o;  au  con- 
traire, si  l'on  prend  pour  »  un  angle  tel  que  a'  ces»  +  b'  sincp  =  o, 
A  sera  positif  pour  les  valeurs  infiniment  petites  de  p.  Il  est  donc 
impossible  de  trouver  un  nombre  /•  tel  que  la  différence  A  conserve 
un  signe  constant  lorsque  la  valeur  absolue  de  p  est  inférieure  à  7-, 
quel  que  soit  l'angle  ».  La  fonction  f(x,  y)  n'est  ni  maximum, 
ni  minimum,  pour  x  =  oca.  y  =j>'n- 

Deuxième  cas.  —  Soit  B-—  AC  <  o.  Le  trinôme 

A  cos'-o  -^  ïB  cosç  sin-j  -f-  C  sin'  = 
ne  s'annule  pas  lorsque  cp  varie  de  o  à  2-.  Soit  m  une  limite  infé- 
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rieure  de  sa  valeur  absolue;  soit,  d'autre  part,  H  une  limite  supé- 
rieure de  la  valeur  absolue  de  la  fonction  L  dans  un  certain  cercle 
de  ravon  R  et  de  centre  {xq,  J'o)-  Désignons  par  /•  un  nombre 

positif  inférieur  à  R  et  à  -rr-')  ''>  1  intérieur  du  cercle  de  rayon  /■,  la 
différence  A  aura  le  même  signe  que  le  coefficient  de  o-,  c'est- 
à-dire  que  A  ou  C.  La  fonction /(a;,  y)  est-  donc  maximum  ou 
minimum  pour  x  =  Xu,  y  =  J'o- 
En  résumé,  si  au  point  Xo,y„  on  a 

\  0.r„  cl  Vil  j  d.rj   <Jy^ 

il  n'y  a  ni  maximum  ni  minimum.  Si  l'on  a 

/    o-'f    y-     ù-  f  ù--f 


\<)x„(lj()/  d-rj   dyfi 

il  y   a   maximum   ou   minimum,   suivant  le  signe   des  deux  déri- 

à-f     à'f     ,,  .  .  ,.■    .  ,       ■ 

vees  ---^>  —h;-   Jl    y  a   maximum,   si   ces  dérivées   sont  nesratives, 
oa-jj    ayg         •'  °  ' 

minimum  si  elles  sont  positives,   et  l'on   remarquera  qu'on  a   un 

maximum  ou  un  minimum  au  sens  st/ict. 

48.  Étude  du  cas  ambigu.  —  Le  cas  oii  R- — •  AC  :=  o  ëcliappe 
à  la  discussion  précédente.  La  Géométrie  montre  bien  à  ciuoi  tient 
la  difficulté  du  problème  dans  ce  cas  spécial.  Soit  S  la  surface 
représentée  par  l'équation  z^f[x,y);  si  la  fonction y(jc,  y)  est 
maximum  ou  minimum  en  un  point  [x^,  y'o)-,  dans  le  voisinage 
duquel  la  fonction  et  ses  dérivées  sont  continues,  on  doit  avoir 

-^  =  o  -^  =  o 

ce  qui  montre  cpie  le  plan  tangent  à  la  surface  S  au  point  INI,,  de 
coordonnées  {xo,yoi  -o)  f^oi^  être  parallèle  au  plan  des  xy.  Pour 
que  ce  point  corresponde  à  un  maximum  ou  à  un  minimum,  il 
faut  en  outre  que,  dans  le  voisinage  du  point  Mq,  la  surface  S  soit 
tout  entière  d'un  même  côté  du  plan  tangent,  et  l'on  est  ainsi 
ramené  à  l'étude  d'une  surface  par  rapport  à  un  plan  tangent  dans 
les  environs  du  point  de  contact. 

Imaginons  qu'on  ait  transporté  l'origine  au  point  de  contact;  le 
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plan  tangent  étant  le  plan  des  j;y,  léquation  de  la  suiface  est  de 
la  forme 

(3i)  z  =  ax-~-  ibxy  -^  cy-^  a^'-i-  3^ir^y  -H  3-(xy--^  o  )". 

a,  b,  c  étant  des  constantes  et  a.  ^,  y,  o  des  fonctions  de  x,  y  qui 
restent  finies  lorsque  x  el  y  tendent  vers  zéro. 

Pour  savoir  si  la  surface  S  est  située  tout  entière  d'un  même 
côté  du  plan  des  xy  dans  le  voisinage  de  l'origine,  il  suffit  d'étudier 
1  intersection  de  cette  surface  par  le  plan  des  xy.  Or  celte  inter- 
section est  représentée  par  l'équation  • 

(Sa)  ax-^- 26  jy -r- cj'- -H  a.r^ -^  .  .  .  =  o 

et  présente  un  point  double  à  l'origine  des  coordonnées.  Si  6^  —  ac 
est  négatif,  l'origine  est  un  point  double  isolé  (n°  ii)  et  l'équa- 
tion (Sa)  n'admet  pas  d'autre  solution  que  x  =  r  =  o,  lorsque  le 
point  (x,  r)  reste  à  l'intérieur  d'un  cercle  i\  de  rayon  assez  petit  ;•, 
décrit  de  l'origine  comme  centre.  Le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (32)  conserve  un  signe  constant  lorsque  le  point  (j*.  ^j')  se 
meut  à  l'intérieur  de  ce  cercle.  Tous  les  points  de  la  surface  S  qui 
se  projettent  à  l'intérieur  du  cercle  C  sont  donc  situés  d'un  même 
côté  du  plan  des  xy,  sauf  l'origine.  C'est  le  cas  où  la  fonc- 
tion f{x.  y)  présente  un  maximum  ou  un  minimum.  La  portion 
de  la  surface  S  voisine  de  l'origine  est  analogue  à  une  portion  de 
sphère  ou  d'ellipsoïde. 

Si  b- — ac  >  o,  l'intei-seclion  de  la  surface  S  parle  plan  tangent 
présente  deux  branches  de  courbe  distinctes  C(,  C^.  passant  par 
l'origine;  les  tangentes  à  ces  deux  branches  de  courbe  à  1  origine 
sont  représentées  par  l'équalion 

ax--^  ib  xy  -h  c  y'  =  o. 

Imaginons  un  point  (a?,  >'  !  mobile  dans  le  voisinage  de  l'origine  ; 
lorsque  ce  point  traverse  une  des  branches  de  courbe  C|,  C^,  le 
premier  membre  de  l'équation  (32  j  change  de  signe  en  s'aanulanl. 
On  a  donc,  en  attribuant  à  chaque  région  du  plan  voisine  de  l'ori- 
gine le  signe  du  premier  membre  de  l'équation  (32),  une  disposi- 
tion analogue  à  celle  de  la  figure  5.  Parmi  les  points  de  la  surface 
qui  se  projettent  sur  le  plan  des  xy,  à  l'intérieur  d'un  cercle  ayant 
pour  centre  lorigine,  il  y  en  a  toujours  au-dessus  du  plan  des  xy 
G.,  I.  8 
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el  d'autres  au-dessous,  quelque  pelil  que  soit  le  rayon  de  ce  cercle. 
La  surface  est  disposée  par  rapport  à  son  plan  tangent  comme  un 
hyperboloïde  à   une  nappe  ou    un  paralioloïde  livperbolique.  La 
fonction  y  (  a;,  ■)')  n'est  ni  maximum  ni  inininuim  pour  l'orif^ine. 
Le  cas  où  b-  —  ac  =  o  est  précisément  le  cas  où  la  courbe  d'in- 


tersection de  la  surface  par  son  plan  tangeiU  présente  un  point  de 
rebroussement  à  l'origine,  cas  dont  notis  avons  réservé  l'élude.  Si 
l'intersection  se  compose  de  deux  brandies  distinctes  passant  par 
l'origine,  il  n'y  aura  ni  maximum  ni  minimum,  car  la  surface  tra- 
verse encore  son  plan  tangent.  Mais  si  l'origine  est  un  point  double 
isolé,  ou  si  l'intersection  se  compose  de  deux  brandies  confondues, 
la  fonction /"(a;,  r)  sera  maximum  ou  minimum,  et,  dans  le  dernier 
cas,  on  aura  un  maximum  ou  un  minimum  au  sens  large. 


49.  Poiii-  leconnaîtie  dans  lequel  des  deux  cas  on  se  trouve,  il  faut  tenir 
compte  des  valeurs  des  dérivées  du  troisième  ordre  et  du  quatrième  ordre, 
el  quelquefois  des  dérivées  d'ordre  plus  élevé.  La  discussion  suivante,  qui 
esl  d'ailleurs  suffisante  le  plus  souvent  dans  la  pratique,  ne  s'applique 
qu'aux  circonstances  les  plus  générales.  Lorsque  6^ — ac  =  o,  on  peut 
écrire  l'équation  de  la  surface,  en  poussant  le  développement  de  Taylor 
jusqu'aux  termes  du  quatrième  ordre, 

(îj)     z  =  f(.r,y)  =  A(2-sinoj  —  y  cos(o)2 -f- nsj  i.r,  r)  h (  a- If-  -+.  )•  li- )e,.-, 

et  nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  A  >  o.  Pour  que  la  surface  S  soit 
tout  entière  d'un  même  coté  du  plan  des  œy  dans  le  voisinage  de  l'origine, 
il  est  nécessaire  que  toutes  les  courbes  d'intersection  de  celte  surface  par 
des  plans  passant  par  Oz  soient  d'un  même  côté  du  plan  xOy  dans  les 
environs  de  l'origine.  Or,  si  nous  coupons  la  surface  par  le  plan 

Y  =  X  l  a  n  g  a , 
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l'équalion  de  la  courbe  d'inter?ection  s'obtient  en  posant  ilans  l'équa- 
lion  I  53  1 

X  —  z  cos  i,  )•  =  p  sin  o 

(les  axes  étant  O;  et  la  trace  «lu  plan  sécant  sur  xOy),  ce  qui  donne 

3  =  A  p-  (coso  sinto  —  coso)  sin  ç  i-^  Kp'  -r-  L  p*, 

K  désignant  un  coefficient  indépendant  de  p  ;  si  l'on  a  tangoj  j;  tango,  z  sera 
positif  pour  les  valeurs  infiniment  petites  de  p.  Toutes  ces  sections  sont 
donc  au-dessus  du  plan  des  xy  dans  le  voisinage  de  l'origine.  Coupons 
maintenant  par  le  plan 

)'  =  X  tangoj  ; 

si  la  valeur  correspondante  de  K  n'est  pas  nulle,  le  développement  de  z 
est  de  la  forme 

3=p3(K-i-ï) 

et  change  de  signe  avec  p.  Il  s'ensuit  que  la  section  de  la  surface  par  le 
plan  précédent  présente  un  point  d'inflexion  à  l'origine  et  traverse  le  plan 
des^r;';  la  fonction  f{x,y}  n'est  donc  ni  maximum  ni  minimum  à  l'ori- 
gine. C'est  ce  qui  a  lieu  lorsque  la  section  de  la  surface  par  son  plan  tan- 
gent présente  un  point  de  rebroussement  de  première  espèce,  comme  par 
exemple  la  surface 

z  =_x- —  x''. 

Si,  pour  la  section  considérée,  on  a  K  =  o,  on  poussera  le  développe- 
ment jusqu'aux  termes  du  quatrième  ordre,  et  l'on  aura  pour  z  une  expres- 
sion de  la  forme 

z  =  zHK,^i), 

Kl  étant  une  constante  dont  il  serait  facile  d'avoir  l'expression  au  moyen 
des  dérivées  du  quatrième  ordre;  nous  supposerons  que  ce  coefficient  n'est 
pas  nul.  Pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  p,  ^  a  le  signe  de  Kj;  si  K| 
est  négatif,  la  section  est  au-dessous  du  plan  des  xy  dans  le  voisinage  de 
l'origine.  Il  n'y  a  encore  ni  maximum  ni  minimum  pour  z:  c'est  ce  qui  a 
lieu,  par  exemple,  pour  la  surface  z  ^=  y-  —  a-',  dont  l'intersection  par  le 
plan  des  ry  se  compose  des  deux  paraboles  y^zizx-.  On  voit  donc  que, 
si  l'on  n'a  pas  à  la  fois  K  =  o,  K|  >  o,  il  est  inutile  de  pousser  le  calcul 
plus  loin;  on  peut  affirmer  que  la  surface  traverse  son  plan  tangent  dans 
le  voisinage  de  l'origine. 

Lorsqu'on  a  en  même  temps  K  =  o,  Kj  >  o,  toutes  les  sections  de  la  sur- 
face par  des  plans  passant  par  O-  sont  au-dessus  du  plan  des  xy  dans  le 
voisinage  de  l'origine.  Mais  cela  ne  suffit  pas  pour  pouvoir  affirmer  que  la 
surface  ne  traverse  pas  son  plan  tangent,  comme  le  prouve  l'exemple  de  la 
surface 

z  ={y  —  x''-){y  —  ix'-). 
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qui  coupe  son  plan  tangent  suivant  tleu\  paraboles  dont  lune  est  inté- 
rieure à  l'autre.  Pour  que  la  surface  ne  traverse  pas  son  plan  tangent,  il 
faut  en  outre  que,  si  l'on  coupe  cette  surface  par  un  cylindre  quelconque 
ayant  ses  génératrices  parallèles  à  O  ^  et  passant  par  Oz,  la  courbe  d'inter- 
section soit  au-dessus  du  plan  des  xf.  Soit  _y  =  o(a;)  l'équation  de  la  trace 
de  ce  cylindre  sur  le  plan  des  ay,  la  fonction  o(x)  étant  nulle  pour  a-  =  o  ; 
la  fonction  F(x)  =  f[x,  a(x)]  doit  être  minimum  pour  ic  =  o,  quelle  que 
soit  la  fonction  ip(x).  Afin  de  simplifier  les  calculs,  je  supposerai  qu'on  a 
choisi  les  axes  de  coordonnées  de  façon  que  l'équation  de  la  surface  soit 
de  la  forme 

z  =  A.y^-^o,(x,y)+..., 

où  .A.  est  positif:  avec  ce  système  d'axes,  on  a  pour  l'origine 

■^  =  0  -^  =  0  ^  =  0  '''■''      =0  -^  >  o 

Les  dérivées  de  la  fonction  F(.r)  ont  pour  expression 

^     '        àx        i)y  ' 

F"  (a-)  =  — ■ h  2  — ■ —  zi'(t)  ^r-       — —    o'-f  j-)  -H    -=—  co"(  .r  1, 

Ox-  Ox  ày    '  ty2     ■  '         Oy    ' 


^     '        i)x-         '  i)x^  <)}'  '  àx-  Oy-^  '  '  Ox  ây'  '  dy'  ' 

.    ^     à\f       „  0\f       ,    ,  0\f    ,.,    „ 

-l-  O  - — -r i    -7-  I  i r  O    'i    -t-  O œ  -  O 

Ox-  dy  '  dx  dy  -  '    '  dy'  ' 

à'f       ,„        O-'f  .       ,    ,„        ,    „  df        , 

-t-  4    ,      .     0-1-  --^  (40  0    -I-  3  o  ■'  )  -r-  -^  o"(a- 1  ; 
dx  dy    •  d_r-        '    '  '  dy  ' 

pour  a.-  =  r  ^  o,  ces  formules  donnent 

r-'       ■  r-i;  '''/"  r     .  i, 

F(OI  =  0.  F"(0)  =  --^[o'iol   2. 

dyl  '  • 

Si  9(0)  n'est  pas  nul,  la  fonction  F(.r)  présente  bien  un  niininium 
pour  a;  =  o,  ce  qui  était  facile  à  prévoir  d'après  la  discussion  précédente. 
Si  l'on  suppose  <p'(o)  =  o,  il  vient 

F  (o)  =  o,  F'(o)  =  o,  F"'io)=^^, 

F.v(o)-=Ç4  +  r,-^."(o)  +  3f([.",o)P; 
Ox'i  dxl  dyo  '       '  dyi'-  ■       ''   ■ 
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pour  que  Ff.r)  soit  minimum,  il  faut  nue  -^  soit  nul,  et  eu  oulie  aue  le 
trinôme  du  second  degré  en  <p"(o) 

soit  positif,  quelle  que  soit  la  valeui'  de  o"(o). 

H  est  facile  de  vérilier  que  ces  conditions  ne  sont  pas  satisfaites  pour  la 
fonction  considérée  tout  à  l'heure  z  ==  j-- — 3.r-j' -t- 23-',  tandis  qu'elles  le 
sont  pour  la  fonction  z  =_y2_j_  j^i.  [[  est  évident,  en  effet,  que  cette  dernière 
surface  est  tout  entière  au-dessus  du  plan  des  .ry. 

Je  ne  pousserai  pas  plus  loin  la  discussion,  qui  exigerait,  pour  être 
rendue  absolument  rigoureuse,  des  considérations  fort  délicates,  et  je 
renverrai  le  lecteur  désireux  d'approfondir  ce  sujet  à  un  important 
Mémoire  de  M.  I,ud\vi§  Scheffer,  dans  le  Tome  XXW  des  .\Ja/lie/»atisc/ie 
Annalen. 

oO.  Fonctions  de  trois  variables.  —  Soit  u^=fix\y\  z)  une 
fonction  continue  des  trois  vnriables  x^y,  z.  On  dit  encore  qu'elle 
est  maxinuun  ou  minimum  pour  un  système  de  valeurs  ,r„,  j„,  ;„ 
lorsijiie  la  différence 

■^  =./"( ■2"o  +  /',  i'o -4-  A ,  -0  —  '  1  —.A •'•(),  y«,  -0 ) 

conserve  un  signe  constant  pour  tous  les  syslènies  de  valeurs 
de  II,  A',  /.  moindres  en  valeur  absolue  qu'un  nombre  positif  tî  suffi- 
sammenl  petit.  Si  l'on  considère  une  seule  des  trois  variables  x, 
y,  z  comme  ayant  reçu  un  accroissement,  les  deux  autres  variables 
étant  traitées  comme  des  constantes,  on  voit  comme  plus  haut  que  « 
ne  peut  èiie  maximum  ou  minimum  que  si  1  on  a  à  la  fois 

^  =  0, 
dXa  ' 

en  admettant,  bien  entendu,  que  ces  dérivées  sont  continues  dans 
le  voisinage  des  valeurs  Xo,  J'n,  ^o-  Supposons  qu'on  ait  trouvé 
un  système  de  solutions  de  ces  trois  équations  simultanées,  et 
soit  Mo  le  point  de  l'espace  de  coordonnées  (Xq,  Jo,  -o)-  H  J  aura 
maximum  ou  minimum  S'i  l'on  peut  trouver  une  sphère  de 
centre  Mo,  telle  que/(x,  y,  z)  — fix^.ya,  z„)  conserve  un  signe 
constant  lorsque  le  point  i',  y,  z  reste  à  l'intérieur  de  celte  sphère. 
Représentons  les  coordonnées  d'un  point  voisin  de  Mo  par 


<)/ 

^\f 

'>yo      °' 

d:„ 
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a,  ,3,  V  étant  liés  par  la  relation  a-+  3--f-Y-=i,  et  remplaçons 
X  —  x^,  y — >'(,,  3  —  z-a  par  pa,  pj3,  py  dans  le  développement 
de  f{x,y^  z)  par  la  formule  de  Taylor;  il  vient 

A  =  p2[(p(a,  [i,  y)  M-  pL], 

cB(a,  p,  y)  désignant  une  forme  quadratique  en  a,  |ï,  v  dont  les 
coefficients  sont  les  dérivées  du  second  ordre  àe  f(x,  y,  z)  et  L 
une  fonction  qui  reste  finie  dans  le  voisinage  du  point  Mo-  Celle 
forme  quadratique  peut  s'exprimer  par  une  somme  de  trois  carrés 
de  fonctions  linéaires  distinctes  de  a,  p,  y?  multipliés  par  des  fac- 
teurs constants,  en  négligeant  le  cas  exceptionnel  où  le  discrimi- 
nant de  cette  forme  serait  nul.  Soit 

si  les  trois  coefficients  «,  a',  a"  sont  de  même  signe,  la  forme 
quadratique  tB(a,  p,  y)  reste  supérieure  en  valeur  absolue  à  un 
certain  minimum  lorsque  le  point  a,  [3,  y  décrit  la  sphère  de 
rayon  un,  ayant  pour  centre  l'origine,  et  par  conséquent  A  con- 
serve le  signe  de  a,  a',  a"  lorsque  p  est  inférieur  à  une  certaine 
limite.  La  {oncùon/{x,  y,  z)  est  donc  maximum  ou  minimum. 

Si  les  trois  coefficients  a,  a',  a'  ne  sont  pas  de  mêine  signe,  il 
n'y  a  ni  maximum  ni  minimum.  Supposons,  par  exemple,  o  >  o, 
«'<Co;  prenons  pour  a,  p,  v  des  valeurs  satisfaisant  aux  rela- 
tions P':^o,  P''::=o.  Ges  valeurs  n'annulent  pas  P,  et  A  sera 
positif  pour  les  petites  valeurs  de  p.  Si  l'on  prend  au  contraire  des 
valeurs  de  a,  [3,  y  vérifiant  les  relations  P=;o,  P"r=o.  A  sera 
négatif  pour  les  petites  valeurs  de  p. 

La  méthode  est  la  même,  quel  que  soit  le  nombre  des  variables 
indépendantes;  c'est  toujours  la  discussion  d'une  forme  quadra- 
tique qui  joue  un  rôle  prépondérant.  Dans  le  cas  d'une  fonction 
de  trois  variables  seulement  u  ^=f(x,  y,  z),  on  peut  remarquer 
que  la  question  revient  à  étudier  la  nature  d'une  surface  dans  le 
voisinage  d'un  point  singulier.  Considérons,  en  effet,  la  surface  2 
qui  a  pour  équation 

P(^,y,  2)=/(a-,  7,  z)—f(xo,yo,  -o)  =  o; 

cette  surface  passe  évidemment  par  le  point  Mo  de  coordonnées 
(^o>  J'oi  ^c)  et,  si  la  fonction /(a',  v,  z)  est  maximum  ou  minimum. 
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ce  point  M^  est  un  point  singulier  de  ï.  Cela  posé,  si  le  cône  des 
tangentes  en  Mo  est  imaginaire,  on  a  vu  que  F[x,y^  z)  conserve 
un  signe  constant  à  l'intérieur  d'une  sphère  de  centre  Mo  et  de 
rayon  assez  petit;  il  v  a  effectivement  maximum  ou  minimum 
pour  /(x,  y,  z).  Mais  si  le  cône  des  tangentes  est  réel,  ou  se 
décompose  en  deux  plans  réels  et  distincts,  il  y  a  plusieurs  nappes 
de  surface  passant  au  point  Mo,  et  F{x,y,  s)  change  de  signe 
lorsque  le  point  (.r.  y.  :)  traverse  utie  de  ces  napjjes. 

31.  Distance  d'un  point  à  une  surface.  —  Soit  à  trouver  les  \aleurs 
maxima  et  mininia  de  la  dislance  d'un  point  fixe  (a,  b,  c)  à  une  surface  S 
représentée  par  l'équation  F  {x,  j-,  z)  =  o.  Le  carré  de  la  distance 

u  =  d^  =  (3-  —  a  f-  —  { y  —  by  -^  {z  —  cy- 

est  une  fonction  de  deux  variables  indépendantes  seulement,  .r  el  y  par 
exemple,  si  l'on  considère  z  comme  une  fonction  de  x  et  y  définie  par 
l'équation  F  =  o.  Si  u  est  maximum  ou  minimum  pour  un  point  (x,  y,  z) 
de  la  surface,  on  doit  avoir  poui'  les  coordonnées  de  ce  point 

I   du  (Jz 

-  -—  =  {  X  —  a  >  -r-  { z  —  c  )  ~—  =  o. 
■1  dx  dx 

1  du       ,  ,  .        ,  dz 

-  -—  =  0'— 6)^-(s  —  c)-r-  =o: 

2  dy  '  ày 

d'autre  paît,  <le  l'équation  F  =  o  on  tiie 

(/F        (/F  <Jz   _  oF        oF  dz  _ 

(IX         t)z    ux  '  dy    '    dz    dy 

et  les  relations  précédentes  deviennent 

X  —  a         r  —  l)        z  —  c 
OV      ^      </F      ""      OP    ' 
dx  dy  dz 

ce  qui  montre  que  la  normale  à  la  surface  S  au  point  (x,  y  y  z")  passe  par 
le  point  {a.  h.  c).  Les  points  cherchés  sont  donc,  en  laissant  de  côté  les 
points  singuliers  de  la  surface  S,  les  pieds  des  normales  abaissées  du 
point  (a,  b.  c)  sur  la  surface  S.  Pour  examiner  si  un  de  ces  points  répond 
effectivement  à  un  maximum  ou  à  un  minimum,  nous  prendrons  ce  point 
pour  origine  et  le  plan  tangent  |iour  plan  des  xy.  de  façon  que  le  point 
donné  soit  sur  l'axe  Os.  La  fonction  à  étudier  est  alors 

«  =X^--ry--^  {z  —  cy-. 
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z  étant  une  fonction  f(3^,y),  qui  est  nulle  ainsi  que  ses  dérivées  du  pre- 
mier ordre  pour  ,r  =  ^k  =  o.  En  désignant  par  ;•,  s,  t  les  dérivées  partielles 
du  second  ordre  de  z,  on  a,  pour  l'origine, 

à-  Il  ,  ,  à-  H  à-  u 

-T^  =  2(1  —  c/-),  - — —=^ics,  -—-  =  i.{i  —  ct), 

et  tout  revient  à  étudier  le  signe  du  polynôme 

Afc)  =  c^s-  — (i  —  cr)(i — ,ct)  =  c-(s^—  rt)-^-{r-^  t)c  —  \-, 

les  racines  de  l'équation  i(c)  =  o  sont  toujours  réelles,  en  vertu  de  l'iden- 
tité (/■  H- 0'"-H  4  (s' — rt)  =  ^s--^{r  —  t)-.  Cela  posé,  plusieurs  cassent 
à  distinguer,  suivant  le  signe  de  s- —  rt. 

Premier  cas. —  Soit  i- —  rt  <o.  L'équation  A(c)  =  o  a  deux  racines  de 
même  signe  Ci  et  Cj,  et  l'on  peut  écrire  A(c)  =  (i- —  rt)  ( c  —  Ci  )  (c  —  c»). 
Marquons  les  points  Ai  et  Aj  de  l'axe  des  z  de  coordonnées  Cj  et  Co  ;  ces 
deux  points  sont  du  même  côté  de  l'origine  et,  en  supposant  r  et  /  positifs, 
ce  qu'on  peut  toujours  faire,  ils  sont  tous  les  deux  sur  la  partie  positive 
de  Oz.  Si  le  point  donné  A  (o,  o,  c)  est  en  dehors  du  segment  AjAo, 
A(c)  est  négatif  et  la  distance  OA  est  maximum  ou  minimum.  Pour  savoir 
lequel  des  deux  cas  se  présente,  il  faut  consulter  le  signe  de  i  —  cr;  ce 
coefficient  ne  s'annule  que  pour  la  valeur  c  =  - 1  qui  est  comprise  entre  C| 

et  Ci,  car  onaAI-j  =— -•  Or,  pour  c  =  o,  i  —  cr  est  positif;  il  est  donc 

positif  si  le  point  A  est  du  même  côté  que  l'origine  par  rapport  au 
segment  A1A2,  et  la  distance  OA  est  minimum.  Elle  est  au  contraire 
maximum  si  le  point  A  est  situé  de  l'autre  côté  que  l'origine  par  rapport 
au  segment  AiAo.  Si  le  point  A  est  entre  les  points  A]  et  As,  la  distance 
n'est  ni  maximum  ni  minimum.  Il  y  a  doute  pour  les  points  At  et  Aj  eux- 
mêmes. 

Deuxième  cas.  —  Soit  s- — /•<  >  o.  Les  racines  Cj  et  c.i  de  A(c)  =  o 
sont  l'une  positive,  l'autre  négative,  et  les  points  Aj  et  A2  sont  de  part  et 
d'autre  de  l'origine.  Si  le  point  A  n'est  pas  compris  entre  A|  et  A2,  A(c)  est 
positif,  et  il  n'y  a  ni  maximum  ni  minimum.  Si  le  point  A  est  compris 
entre  Ai  et  Ao,  A(c)  est  négatif,  i  —  ci-  e-t  positif  et,  jjar  suite,  la  dis- 
tance OA  est  minimum. 

Troisième  cas.  —  Soit  i- — rt  =  o.  On  a  A(c)  =  (/■ -i- H  (c  —  Ci  ).  On 
voit  comme  tout  à  l'heure  que  la  distance  AO  est  minimum  si  le  point  A 
est  du  même  côté  que  l'origine  par  rapport  au  point  Ai  de  coordon- 
nées (o,  o,  Cl),  et  qu'il  n'y  a  ni  maximum  ni  minimum  si  le  point  Ai  est 
entre  le  point  .\  et  l'origine.  ^ 

Les  points  .\i  et  -V^  jouent  un  rôle  fondamental  dans  l'étude  de  la  cour- 
bure ;  ce  sont  les  centres  de  courlnire  principaux  de  la  surface  S  au 
point  O. 
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o!2.   Maxima  et   minima    des   fonctions   implicites.  —  Il   arrive 

souvent  (iii  un  n  ;i  clierr-lier  le  maximum  on  le  niiiiimiiin  (l'une 
fonction  de  plusieurs  variables,  ces  variables  <''tanl  liées  par  une 
ou  plusieurs  relations.  Soit,  par  exemple,  M^J(x,y,  z,  u)  une 
fonction  des  quatre  variables  J",  t,  r.  it  assujetties  à  vérifier  les 
deux  relations 

fiix-,  y,  ;,  k)  =  o,         f,{T,  y,  z.  Il)  =  o. 

Considérons,  pour  fixer  les  idées,  x  et  y  comme  deux  variables 
indépendantes.  ;  et  ti  comme  des  fonctions  de  x  et  de  y  définies 
par  les  relations  précédentes.  Les  conditions  ])0ur  que  (o  soit 
maximum  ou  minimum  sont  les  suivantes  : 

0/        of  èz        -jf  lia  _  df        fif  dz        df  du  _ 

•'.'■         dz  dx         du   d.r  ■  oy         dz   dy         du  dy  ' 

j.    .,,  ,  1  ■    •     ■  ,•    Il       dz     du     dz     du  , 

d  ailleurs   les  dérivées   partielles — , — ,  — ,  —  sont   données    par 
'  dx     ujr     ij\      dy  ' 

les  relations 


'!/■. 

dfi    dz         aff    àu 

dA 

df,  dz 

df,  du 

d.v 

HZ    dx    '     du    dx 

dx 

dz    dx 

du    dx        °' 

df,   dz         à/i    du 

dz    dy         du    dy 

ôf, 

dy 

df,  dz 
dz    dy 

df,  du 

du    dy           ' 

..,,..        .  ,     dz     du     dz     du  ,    .  ,  ,      . 

et   I  iliminalioii   de  — >  ^>  — >  —  conduit  aux  deux  relations 

dx     dx     dy     dy 

,.,  D  (-/,/,,/,)  IX /./,./.» 

(34  )  


L)(a-.  3,  H)  '  t>' J'.  ^,  u  ]  ' 

(|ui.  jointes  aux  relations  /",  =  o,  /^  =  o,  déterminent  les  valeurs 
de  j\  y.  Z;  u  correspondant  à  un  maximum  ou  à  un  minimum. 
Or  les  deux  équations  (34)  expriment  quon  jieut  trouver  |iour  A 
et  u.  des  valeurs  telles  qu'on  ait 

\  dx    '     '  dx     '    '  '  dx  '  dy  '  dy         '    dy  ' 


On  peut  donc  remplacer  les  deux  conditions  (34)  par  les  quatre 
équations  (35),  en  considérant  /,  et  y.  comme  deux  inconnues 
auxiliaires. 
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La  démonstration  est  évidemment  générale,  et  l'on  peut  énoncer 
la  règle  pratique  suivante  :  Etant  donnée  une  fonction 

/(Xl,   ^2,    •■•,    X„) 

de  n  vaj'iables  liées  par  h  relations  distinctes 

'r\  =  ":  'fi=o,  ...,  tP/,  =  0, 

pour  trouver  les  valeurs  de  x,,X2.  ...,x„  qui  rendent  cette 
fonction  maximum  ou  minimum,  il  faut  égaler  à  zéro  les 
dérivées  partielles  de  la  fonction  auxiliaire 

en  regardant  ),,,  "aj,  . . .,  Â^  comme  des  constantes. 

L'application  de  cette  règle  générale  peut  être  facilitée  par  certaines 
remarques,  en  particulier  dans  les  problèmes  de  maximum  ou  de  minimum 
fournis  par  la  Géométrie.  Supposons,  par  exemple,  qu'on  demande  le 
maximum  de  l'aire  du  triangle  .MjMjMj,  dont  les  sommets  décrivent  res- 
pectivement trois  courbes  planes  fermées  Ci,  Cj,  C3,  distinctes  ou  non. 
Supposons  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  C,  exprimées  en  fonc- 
tion d'un  paramètre  /,0'  =  i,  2,  3);  il  est  clair  que  l'aire  du  triangle  est 
une   fonction  F(^i,  <«,  t^j  des  trois   variables  indépendantes  Z,.  /o-   'a-  I-a 

,.  ■       àF  „  .  .  •    ■  , 

condition  —  =  o  exprime  que   1  aire  est  maximum  ou  minimum  lorsque, 
dti  ^  ^  ^ 

les  points  Mo  et  M3  restant  fixes,  le  point  M|  se  déplace  sur  Ci  à  partir  de 
sa  position  initiale.  Il  faut  évidemment  pour  cela  que  la  tangente  en  Mi  à 
la  courbe  Ci  soit  parallèle  au  côté  1VI2M3;  pour  la  même  raison,  les  tan- 
gentes aux  points  M-i  et  JI3  aux  courbes  Cj  et  C3  doivent  être  parallèles 
aux  côtés  opposés.  Lorsque  les  courbes  Ci,  Cj,  C3  se  réduisent  à  une  même 
ellipse,  il  y  a  une  infinité  de  triangles  d'aire  maximum;  on  a  donc  affaire 
à  un  maximum  au  sens  large. 

53.  Remarques  générales  sur  les  maxima  et  minima  absolus.  — 
Pour  déterminer  le  maximum  et  le  minimum  absolus  d  une  fonc- 
tion continue  dans  un  domaine  déterminé,  comprenant  ses  fron- 
tières, on  doit  tenir  compte  de  quelques  remarques  dont  il  est 
facile  de  reconnaître  rimporlance.  Prenons,  par  exemple,  une 
fonction  d'une  seule  variable  f{oc),  définie  dans  un  inter- 
valle (a,  b);  elle  peut  atteindre  sa  valeur  maximum  ou  sa  valeur 
minimum  pour  un  point  intérieur  c  de  cet  intervalle  sans  que  la 
dérivée  s'annule.  Si  la  dérivée/'  [x)  est  discontinue  pour  a:  =  c, 
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il  suflil.  qu'elle  cliange  de  signe  pour  que  l;i  fouclion  prosenle  nu 
niaximiun  ou  un  niininuim:  ainsi  la  fonelion  j' :^  x '  est  niiniaiuni 
pour  a;  =  o,  et  la   dérivée  -x   ^  tlevient  infinie  pour  celle  valeur 

de  X.  Celle  remarcpie  s'élend  évidemmeril  aux  fonctions  d'un 
nombre  quelconque  de  variables.  Pour  llxer  les  idées,  soil 
(.)  =zf(^x,y)  une  fouclion  de  deux  variables  x  ely,  conlinue  dans 
un  domaine  D.  Les  règles  qui  ont  été  données  pour  reconnaître  si 
un  point  (xo,  _>'o)  iiilérieur  à  ce  domaine  correspond  à  un  maxi- 
niiiui  ou  à  un  minimum  supposent  expressément  que  les  dérivées 
de  /,  jusqu'à  celles  du  troisième  ordre,  conservent  des  valeurs 
finies  dans  le  voisinage  de  ce  |)oinl.  Mais  il  peut  arriver  que  la 
fonction  (i)  alLeigne  son  maximum  ou  son  minimum  pour  un  point 
(Xo,y„)  intérieur  au  domaine  D,  où  ces  conditions  ne  sont  pas 
remplies,  par  exemple  en  un  point  où  les  dérivées  f\..  f\  sont 
discontinues  (  '  ). 

Il  peut  aussi  arrixer  (]ue  la  fonction  considérée  allcigiie  sa  va- 
leur maximum  ou  sa  valeur  minimum  en  un  point  de  la  frontière 
du  domaine,  et  ce  cas  échappe  évidemment  à  l'application  des 
règles  générales.  Supposons,  pour  prendre  un  exemple,  qu'on 
cherche  la  plus  courte  distance  d'un  point  fixe  P  de  coordon- 
nées (fl,  o)  au  cercle  G  de  rayon  R  ayant  pour  centre  l'origine. 
En  prenant  pour  variable  indépendante  l'abscisse  x  d'un  point  M 
du  cercle  C,  on  a 

d-  =  l'M  '  =  f^  -  +  rt-  —  2  a  ,r. 

L'application  de  la  règle  générale  conduirait  à  chercher  les  ra- 
cines de  l'écpiation  2c/ =  o,  ce  qui  est  absurde.  Un  s'explique 
aisément  ce  résultaten  observant  que,  d'après  la  nature  delà  ques- 
tion, la  variable  x  ne  peut  varier  que  de  —  R  à  +  R.  Si  rt  est  po- 
sitif, d-  est  minimum  pour  .r  ^  R,  et  maximum  pour  .r  =  —  R. 

Une   discussion  spéciale,   relative  à   la    frontière  du   domaine, 

(')  On  a  un  exemple  intéressant  en  clicrcliant  le  point  M  d'un  plan  tel  que  la 
somme  MA  -i-  MB  -h  MC  de  ses  distances  à  trois  points  du  plan  soil  minimum. 
Si  tous  les  angles  du  triangle  ABC  sont  inférieurs  à  120°.  le  point  M  est  le  point 
d'où  l'on  voit  les  trois  cités  AB.  BC,  CA  sous  des  angles  égaux  à  120°;  si  l'un 
des  angles,  A  par  exemple,  est  supérieur  à  120°,  le  point  M  est  le  point  A  lui- 
même,  et  en  ce  point  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  sont  discontinues. 
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semble  donc  nécessaire  dans  chaque  cas  particulier.  Mais  celte 
discussion  devient  inutile,  toutes  les  fois  que  le  domaine  considéré 
n'a  pas  de  frontières.  Toule  surface  fermée  peut  être  considérée 
comme  définissant  un  domaine  sans  frontière  à  deux  dimensions. 
Pour  fixer  les  idées,  prenons  une  sphère  de  rayon  R  et  supposons 
les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  de  cette  sphère  exprimées 
au  moyen  des  coordonnées  géographiques 

.r  =  R  sinO  cos»,         j- =  P  sin  0  sin  9.         j:  =  Rco6  0. 

A  toute  fonction  qui  admet  une  valeur  unique  en  chaque  point 
de  la  sphère  correspond  une  fonction  w  ^/(6,  o),  des  deux  va- 
liahles  h  et  -i,  adinetlant  la  période  2—  par  rapport  à  chacune 
de  ces  variables. 

Si  cette  fonction'est  continue  et  admet  des  dérivées  partielles 
continues  pour  toutes  les  valeurs  de  6  et  de  es,  il  est  clair  que  les 
couples  de  valeurs  de  6  et  de  a  qui  donnent  à  celle  fonction  sa 
valeur  maximum  et  sa  valeur  minimum  font  partie  des  solutions  des 

,  ,  .  ('(.)  doi 

deux  Hciualions  — -  =  o,  -—  ^  o. 


oi.  Valeur  maximum  d  uu  déterminant. —  Soil  à  trouver  le  maximum 
Oe  la   valeui'  absolue  d'un  deleiniinaut 


(30) 


«1     1^1 
ai      b. 


Cil 


In 


connaissant  la  somme  des  carrés  des  éléments  d'une  même  ligne.  Cela  re- 
vient à  trouver  le  maximum  et  le  minimum  de  la  fonction  A  des  n-  va- 
riables rt,.  bi.  a,  liées  par  les  n  relations 


(3:) 


6J  -t-  cj  -h. .  .-f-  /,'  =  H,         (ï  =  i,  ->,  . .  .,  n), 


les  H,  étant  des  constantes  positives  données.  Le  domaine  ainsi  défini  est 
un  domaine  sans  frontières,  car  nous  pouvons  considérer  a,,  bi,  c,,  .  .  .,  /, 
comme  les  coordonnées  d'un  point  d'une  hypersphère  de  rayon  \'Ui  dans 
l'espace  à  n  dimensions. 

Supposons  A  développé  suivant  les  éléments  de  la  ;"""  ligne, 

(38)  A  =  .\,a,-+-B,6/-t-...— I.,7,: 

nous  avons  à  chercher  le  maximum  ou  le  minimum  de  la  fonction  A  des 
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n  variables  n,-,  bi,  Ci. /,.  liées  pai'  la  relalioii  Ci-).  L';ip|>licalioii  de  la 

méthode  des  multiplicateurs  (n"  52)  conduit  iriimédiatemeiU  aux  condi- 
tions 

Soient  «/,,  6/,,  c/,,  .  .  .,  //.  les  élémeuls  d'une  autre  lis'ie  de  A.  On  a 

A ,  !//,.  +  B,  l>it  H- .  .  .  -r-  L,  //.  =  o, 

et,  par  suile,  d'après  les  relations  (3;)!, 

(4o)  aia/,.-t-  l>,l>/,-i-  . .  .-i-  ////..=  o, 

si  i  ^  A.  Ou  en  conclut  que  le  déterminant  \  ne  peut  prendre  sa  valeur 
maximum  ou  sa  valeur  minimum  que  lorsque  ce  déterminant  est  or- 
thogonal. 

Lorsque  les  conditions  (4o)  sont  vérifiées,  le  carré  de  A  est  un  détermi- 
nant dont  tous  les  éléments  sont  nuls,  sauf  ceux  de  la  diagonale  principale, 
qui  sont  respectivement  égan\  à  II,,  Ho,  ....  H„.  On  a  donc,  dans  ce 
cas, 

A»=  H,H2...H„, 

et  le  maximum  de  la  valeur  absolue  du  déterminant  A  est  donc 


v/H,H.,  ...  H„. 

Remarque.  —  Dans  le  cas  de  n  =  'i,  A  re|)résente  le  volume  du  parallé- 
lépipède construit  sur  les  droites  OAj,  OAj,  0.^3.  joignant  l'origine  aux 
points  Ai(ai,  ôj,  Ci),  Ao(a2,  b^,  c^)  et  k^i a^,  63,  Cj,).  Le  résultat  obtenu 
n'est  donc  que  la  généralisation  de  ce  théorème  de  Géométrie  :  De  tous  les 
parallélépipèdes  construits  avec  trois  arêtes  données,  celui  qui  a  le 
plus  grand  volume  est  le  parallélépipède  rectangle. 

Comme  on  peut  faire  occuper  à  ce  parallélépipède  une  infinité  de  posi- 
tions dans  l'espace  sans  changer  le  sommet  O,  nous  voyons  que  le  maxi- 
mum obtenu  pour  A'  est  un  maximum  au  sens  large. 

Soit  A  un  déterminant  quelconque  d'ordre  n;  si  nous  représentons  par 
n/,  bj.  ..,  /,  les  élémenls  de  la  t'*""'  ligne,  on  a,  d'après  ce  qui  précède, 
l'inégalité 


(4i)     \\\-^<Ja\^  b\+...+  l\  \/a|î-i-6SH-...-H  Ir,  ..  .  \/ a'f,^  bf,^. .  .-^  If,. 

Si  les  valeurs  absolues  de  tous  les  éléments  de  A  ne  dépassent  pas  un 
nombre  positif  M,  on  a  donc  a  fortiori  (^) 

{\-i)  |A|î/««M". 

(')  Ce  tliéorème  est  clù  à  M.  Hadauiard  [Bulletin  des  Sciences  niathénta- 
tiques,  2°  série,  t.  XVII,  1898).  La  démonstration  du  texle  est  due  à  M.  \\  ir- 
linger  (Jbid.,  J908). 
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deti:rmi\ants  f"onctiox.\els. 


OO.  Propriété  fondamentale.  —  iNoiis  avons  vu  déjà  ie  rôle  iin- 
|)orlant  que  joue  le  déterminant  fonclionnel  dans  la  théorie  des 
fonctions  implicites.  Toutes  les  démonstrations  supposent  expres- 
sément qu'un  certain  jacobien  n'est  pas  nul.  Etant  données  h  fonc- 
tions de  n  variables  indépendantes,  continues  et  admettant  des 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  continues^  le  jacobien  de 
ces  n  fonctions  jouit  de  propriétés  analogues  à  celles  de  la  dérivée. 
Ainsi,  pour  qu'une  fonction  dune  \ariable  x  se  réduise  à  une 
constante,  il  faut  el  il  suffit  que  sa  dérivée  soit  nulle  identique- 
ment. Le  théorème  correspondant  pour  le  jacobien  est  le  sui- 
vant : 

Soient  u,,  ii-,,  ■■■•  u„,  n  fondions  des  n  variables  indépen- 
dantes X,,  X2,  ...,  x„.  Pour  qu'il  existe  entre  ces  n  fonctions 
une  relation  indépendante  des  variables  x,.  x.,,  . . .,  x„,  il  faut 

.,  ■   ,  ,  ,  .  .  /-  •  ,    D  (  M I ,   (/ 1 ,    .  .  . ,    «n  1 

et    il  suffit   ciue   le   déterminant    fonctionnel  =- r 

•'.'        i  •'  U  I  rj,  X,.  .  . .,  .r„) 

soit  identicjuement  nul. 

1°  La  condition  est  nécessaire.  —  Considérons,  pour  fixer  les 
idées,  trois  fonctions  de  trois  variables 

(43)        \=  f,(x,y,z),         \  =f,(x,r,z,,        Z=f,(x,y,3), 

continues  et  admettant  des  dérivées  partielles  continues,  et  sup- 
posons que  le  jacobien 

D(/...A,  A) 

Dix,  y,  z) 


(44) 


nesl  pas  identiquement  nul.  Soit  en  particulier  (xo,  J'o?  ^o) 
un  système  de  valeurs  de  x,  y,  z  pour  lequel  ce  déterminant 
est  différent  de  zéro;  soient  Xq,  Yo,  Z,,  les  valeurs  correspon- 
dantes de  X,  Y,  Z.  D'après  le  théorème  général  du  n"  40,  on  peut 
assigner  un  nomibre  positif /<  tel  qu'à  tout  système  de  valeurs  de  X, 
Y,  Z  satisfaisant  aux  conditions 

(45)     X„— /ilX£\o+/(.         Ya— /ilV  =  Vo^/f,         Zo  — /iiZ^Zo^A, 

corresponde  un  svsièmc  de  valeurs  de  x.  j',  ;,  vérifiant  les  équa- 
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lions  (43j-  Les  valeurs  des  fonctions  y", , /j,  _/';,  pouvant  être  choi- 
sies arbitrairement  dans  le  domaine  précédent,  il  ne  peut  donc  y 
avoir  aucune  relation  F(X,  1  ,  Z)  :^  o  entre  ces  fontions. 

Remarque.  —  Le  inême  raisonnement  prouve  qu'il  ne  peut  j 

avoir  de  relation  entre   les  deux   fonctions  X  et  Y,   si    les  trois 

,.          D(\,Y)     D(X.  V)     DiX,  Yi  ., 

laconiens  tt — >  t-, '   rr^ ne    sont    pas   idenliqucment 

J  \){.r,y)     liyy,  z)     Di^z,  .r)  '  ' 

nuls.  D'une  façon  générale,  pour  cpie  n  fonctions  f/,,  z/^,  ....  Un 

de  n -^  p  variables  indépendaiiles  j\.  x-, """n+p  soient  liées 

par  une  relation,  il  esl  nécessaire  que  tous  les  déterminants  fonc- 
tionnels 

D I  f(|,  », u„  ) 


D(. 


où  les  indices  a,  a.o a„  sont  n  quelconques  des  yn  -t-/')  pre- 
miers nombres,  soient  identiquement  nuls. 

2°  La  condition  est  suffisante.  —  Pour  le  démontrer,  prenons 
un  système  de  quatre  fonctions  de  quatre  variables 


(4<>) 


X=/,U-,  r,  z,  i), 

■L=Mx,y.z,  t). 
T  =/;(>•,  j-,  z,  t), 


telles  que  le  délerminaul 


^  ^1  ^  ^ 

dx  Oy  ûz  01 

dj,  Of,  àf,  df, 

àx  'ly  dz  ôt 

àj\  àf,  ôfj,  àU 

à.r  Oy  Oz  Ot 

àA  àf,  0/^  dj\ 

àx  Oy  ôz  ot 


soit  nul  identiquement.  Supposons  d'abord  que  l'un  des  mineurs 
du  premier  ordre,  5  =   r.  "; '^    ^         par  exemple,  n'est  pas  nul  iden- 

'  U  {.T,y.  z)     '  '  ' 

tiqiiement.  Des  trois  premières  équations  (  4'^)  on  lire  alors,  en  les 
résolvant  par  rapport  à  x,t,  :■, 


.r  =  9,,X.  V,  Z,  0, 


y=.'f,{\,\,Z,  t), 


93(X,  Y,  Z,  t), 
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et  par  suite 

(48)  T  =/ii 'i.,  'ij.  03,  /)  =  F(X,  Y,  Z,  <). 

Nous  allons  déinonlier  que  cette  fonction  F  ne  contient  pas  la 

(/F 
variable  t,  ou  ciu  on  a  idenliquement  — ^  o.  On  a,  en  eflet, 

'  '  ^  lit  ■ 

^■*^'  Ot  ô.r    (Jt  dy     Ot  Oz     dt    '^   Ot  ' 

d'ailleurs  les  dérivées  -^  j  -^,  — ^  des  fonctions  imnliciles  -i, ,  'ji,  s.» 
sont  données  par  les  trois  relations 

Ofi   dçi  Oft    c(tp,         dfx    Of:,         d/i   __ 

dx  HT  ^  ôy  ~dt         7Î:    HT        77  ~     ' 


(5o) 


dfa  difi         df-,  d'fi         Of-i  d!f-j         df-i 
"dx   ~dt  dy     dt  dz     dt  dt 

dx    ~dT        Vr     dt    '^  Oz     dt      '      Ot 


Les  relations  (49)  et  (5o)  forment  un  système  de  quatre  écjua- 

..      ,    .  dtpi     dcDo     dus     àP     ,-.  1  .  1    •        •     .  1 

lions  linéaires  en  — !-,  -J-,  — ^.  —  On  en  déduit  aisément  la  va- 

dt        dt       dt       01 
leur  de -r- 1  en  observant  que,  si   l'on  ajoute  aux  éléments  de   la 

dernière   colonne   de   A   cenx   de  la   première  multipliés  par-^; 

ceux  de  la  deuxième   multipliés  par— 4^  et  ceux  de   la    troisième 

multipliés  par  -i^,  il  reste  A  =  0  —  .   en  tenant  compte  des  rela- 

'  '        dt  ot  ' 

tions  (5o).  Puisque  0  nest  pas  nul,  il  faut  donc  cpie  F  ne  ren- 
ferme pas  la  variable  t,  et  par  suite  il  existe  entre  les  quatre  fonc- 
tions X,  Y,  Z,  T  une  relation  de  la  foime 

T  =  F(X,  Y,  Z). 

On  peut  remarquer  qu'il  n'existe  p;is,  entre  ces  cjuatre  fonctions, 
d'autre  relation,  indépendante  de  x,  y,  z,  i,  qui  soit  distincte  de 
la  précédente.  Autrement,  on  en  déduirait  une  relation  entre  X, 
Y,  Z  et,  par  suite,  le  mineur  5  serait  nul. 

Passons  au  cas  où  tous  les  mineurs  du  premier  ordre  de  A  sont 
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mils  idenliqiienient,  lun  au  moins  des  mineurs  du  second  ordre, 

^,       D(  /",,  A)  1        . .  1  •  1       • 

o  =~~ — '^^!  par  exemple,  n  étant  pas  nul  idenliquement. 

Des  deux  premières  équations  (46)  on  tire 

x  =  ç,(X,  V,  ;.  t),        y  =  ço(X,  V,  ;:,  t), 
ei.  par  suite, 

Z=f,(.T,y.,  z,  l)  =  V,{\,  Y,  z.,tu         T  =  F2(X,  Y.  z.Ik 
Démontrons  par  exemple  quon  a— -^  =  o.  Des  trois  relations 


t   ~  Ox  1h 

_^  àj^   0  =  , 

Oy    Ot 

Ot 

Of\   ào, 
~   Ox    ot 

Of,   0-f, 
or     àt 

^oJ\_ 
ot 

ox     lit 

df,  Oo, 
^  or  ~M 

_0jj. 

on  déduit,  en  opérant  comme  tout  à  J'Iieure,  la  relation 

ïi(x,  y,  t)  '    Ot 

et,   par   suite.  —  =  o.    Un    verrait    de    même   quon   a   -: — ^o, 
'  ot  '  cJi  ' 

c)F->  OV^  ....  ,  ,     .  i-     . 

-T^  =  o.  — =  o,  et  il  existe  dans  ce  cas  deux  relations  distinctes 

dz  01 

entre  les  quatre  fondions  X.  Y,  Z,  T, 

Z  =  F,(X,Y),         T  =  F,(X,  Y,i; 

il  n'en  existe  pas  d'autre,  distincte  de  ces  deux-là,  car  on  en  dédui- 
rait une  relation  entre  X  et  \  et  l'on  devrait  avoir 


D(x,  7)- 
contrairement  à  1  hypothèse. 

Enfin,  si  tous  les  mineurs  du  deuxième  ordre  du  jacobien 
étaient  nuls,  sans  que  les  quatre  fonctions  X,  Y,  Z,  T  se  ré- 
duisent à  des  constantes,  on  verrait  de  même  que  trois  d'entre  elles 
sont  fonctions  de  la  quatrième.  Le  raisonnement  qui  vient  dètre 
fait  est  évidemment  général:  si  le  jacobien  des  n  fonctions  F(, 
Fo,  ...,  F„  de  n  variables  indépendantes  x^^  x-..  ...,  x,i  est  nul 
ainsi  que  tous  les  mineurs  à  n  —  r  +  i  lignes,  l'un  au  moins  des 
mineurs  à  «  —  /•  lignes  étant  différent  de  zéro,  il  v  a  exactement 
G.,I.  9 
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/•  relations  distinctes  entre  les  n  fonctions,  et  /•  d'entre  elles  peuvent 
s'exprimer  au  moyen  des  «  —  /■  restantes,  entre  lesquelles  n'existe 
aucune  relation. 

Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  la  proposition 
suivante,  qui  s'établit  de  la  même  façon.  Pour  que  n  fonctions  de 
n+p  variables  indépendantes  soient  liées  par  une  relation  ne 
contenant  pas  ces  variables,  il  faut  et  il  suffit  que  les  jacobiens  de 
ces  n  fonctions,  par  rapport  à  n  quelconques  des  variables  indé- 
pendantes, soient  tous  nuls.  En  parlicnlici,  pour  que  deux  fonc- 
tions F,(x,,  X.,  ...,x„)  et  F.;,(x,,  X.,,  ....  x„)  soient  fonctions 
l'une  de  l'autre,  il  faut  et  il  suflit  que  les  dérivées  partielles  corrcs- 
pondantes  j—  et  ~  soient  proportionnelles. 


Remarque.  —  Les  fonctions  F,,  F, F„,  qui  figurent  dans 

les  énoncés  précédents,  peuvent  dépendre  en  outre  de  certaines 
variables  r,,jK2,  •••,.r„„  différentes  des  variables  x-, ,  x.. x„. 


Si  le  jacobien 


D(F,.ts.  ■•.,  i'n) 


est   nul  idenliqueinent,  les  fonc 


D(.r,,.r,,   ... 

tions  I',,  Fa,  ...,  F„  sont  liées  par  une  ou  plusieurs  relations  ne 
renfermant  pas  les  variables  x,,  x..,  ...,  x,,,  mais  les  autres  va- 

riables  Vf.  J'o, )„,  figureront  en  général  dans  ces  relations. 

Le  jacobien  considéré  est  en  effet  identique  au  déterminant 


D(F,.  F, 


i'\„.ri 


D(. 


.ri,:»': 


.  y»,  ) 


Application.  —  Le  lliéorème  précédent  est  d'une  grande  importance 
en  Analyse.  Par  exemple,  il  peimcltrait  de  démontrer  la  propriété  fonda- 
mentale du  logarithme,  sans  se  servir  de  la  définition  arithmétique.  On 
démontrera,  en  elTet.  au  début  du  Calcul  intégral,  qu'il  existe  une  fonction 
bien  définie  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  la  variable,  qui  se  réduit 
à  zéro  pour  ,r  =  i,  el  dont  la  dérivée  est  égale  À--  Soit/(r)  cette  fonc- 
tion ;  posons 


D(  II,  V ) 
D(.r,  r,, 


=  xj'; 

1.     1  I 

y    ■•*■  I 


Il  existe  donc  une  relation  de  la  forme 
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poui'  délerrainer  la  fonction  o,  il  suffit  de  faiie  j>'  =  i,  ce  qui  nous  donne 
f\x)  =  a(x]  et,  par  suite,  puisque  .r  est  quelconque, 

fix)  -^fiy)  =/i.vv). 

On  voit  comment  la  définition  piécédente  aurait  conduit  aux  propriétés 
fondamentales  des  logarithmes,  si  leui'  inxention  n'avait  précédé  celle  du 
Calcul  intégral. 

La  formule  qui  donne  la  dérivée  d'une  fonclion  de  fonction  peut 
de  même  être  étendue  aujacobien.  Soient  F,.  Fo F„  un  sys- 
tème de  /;   fonctions  des   varialdes  »,,   «2 "//.   et  supposons 

que  W|,  //o.  ....  ;/„  soient  elles-mêmes  des  fonctions  de  /;  variables 
indépendantes  .r,,  j^o-  •  •  •!  -''//•  On  a  la  formule  siiivanle 


D(F,,  F,.  ...,  F„)        D(F,,  F, F„)  Di  h,,  u.. 


i'„} 


Di 


D(ll,.    H. 


Il,,  )  Di  .;■].  3-2,  .  .  . ,  .r„  ) 


dont  la  démonstration  résulte  immédinlement  de  la  règle  de  multi- 
plication des  déterminants,  et  de  la  formule  qui  donne  la  dérivée 
d'une  fonction  composée.  Ecrivons  en  effet  les  deux  déterminants 


dF, 


rfF„     d¥„ 


tir, 


du. 


du,, 


en  permutant  le>  liijnes  et  les  colonnes  du  second  ;  le  premier  élé- 
ment (lu  produit  est  éyal  à 


C^F|     ()H| 


Ou-, 


dF,   du,, 


c  esl-a-dire  a  — ;  et  de  même  pour  les  autres. 

dxi  ' 

La  formule  qui  donne  la  dérivée  d'une  fonction  composée  peut 
aussi  être  étendue  aux  déterminants  fonctionnels. 

Soient,  par  exemple,  X  et  \  deux  fonctions  de  trois  variables  x, 
V,  z,  qui  sont  elles-mêmes  des  fonctions  des  deux  variables  ind('>- 
pendantes  tt  et  c.  On  a 

Di'X.  Y)  _  Di  \,  V)  0(3-,  .r)  _^  D(X.  V)  Diy,  z)        D(X,  V)  LVj,  a-}  _ 
l><  u,   i-)  ~  D(  .r,  y)   D(«,   c)  ~  D(r.    -1  Di  u,  cj  "^  D(  z,  r)  D{ii.  r)' 

il  est  facile  de  d('montrer  et  de  oéiiéraliser  cette  foiinule. 
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56.  Généralités.  —  Dans  un  grand  nombre  de  questions  d'Ana- 
lyse, il  arrive  fréquemment  qu'on  est  conduit  à  changer  de 
variables  indépendantes.  Il  faut  alors  pouvoir  exprimer  les  déri- 
vées prises  par  rapport  aux  variables  primitives  au  moyen  des  déri- 
vées prises  par  rapport  aux  nouvelles  variables.  Nous  avons  déjà 
traité  un  problème  de  ce  genre  à  propos  de  l'inversion.  La  solu- 
tion du  problème  général  n'exige  pas  de  principes  nouveaux.  Il 
suffit  d'appliquer  les  règles  qui  donnent  les  dérivées  des  fonctions 
composées  et  des  fonctions  implicites.  On  simplifie  Leaucoup  les 
calculs  par  l'emploi  des  difierentielles  totales,  quand  il  y  a  plu- 
sieurs variables  indépendantes,  en  s'appujant  sur  les  remarques 
suivantes,  que  nous  énoncerons,  pour  fixer  les  idées,  en  suppo- 
sant qu  il  y  a  trois  variables  indépendantes  x,  y,  z. 

1°  Soient  ;/,  c,  w  trois  fonctions  distinctes  (c'est-à-dire  entre 
lesquelles  il  n'y  a  aucune  relation)  de  x,  y,  z;  entre  leurs  diffé- 
rentielles totales  du,  ds>,  da',  il  ne  peut  exister  aucune  relation  de 
la  forme 

(52)  À  du  +  [j.  (h>  -+-  •/  div  =  o, 

à  moins  que  les  coefficients  A,  ji.,  v  ne  soient  nuls  à  la  fois.  En  efl'el, 

en  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  dx,  dy,  dz  dans  la  relation 

précédente,  on  a  trois  équations  linéaires  et  homogènes  en  A,  u,  v, 

et  le  déterminant  des  coefficients  de  ),,   jj.,  v   est  précisément  le 

,  .       D  (u,  V,  «') 
lacobien  rr-J -• 

2"   Soient  10,  M,  c,  i\'  quatre  fonctions  des  trois  variables  indé- 

1  II  D  (  i/,  p,  w )  .  1     /-> 

penuanles  a',  r,  ;,   telles  niie=r- -ne  soit  pas  nul.  Un  peut 

'       D  {.i\  y,  z)  ^  ' 

inversement  exprimer  a:,  j',  ;  en  fonction  de  u.  c,  iv,  et  en  por- 
tant ces  valeurs  de  J",  j',  ;  dans  lo,  on  obtient  une  fonction 

lu   ï=  <!)(  H,    (',    iV  ) 

des  trois  variables  w,  r,  w.  Si,  par  un  moyen  quelconque,  on  a 
obtenu  entre  les  différentielles  totales  dix),  dit,  c/c,  dw,  prises 
par  rapport  aux  variables  indépendantes  x.  y,  z,  une  relation 
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de  la  fornw 

cho  =  P  du^q  ch'  -^  W  dw, 

les  coefficients  P.  i}.  II.  sont  égaux  respectnemenl  aux  dérnces 
partielles  de  ^(k,  c,  a), 

(lu  ^        Oi-  dw 

On  sait,  en  eflel,  d'après  la  règle  qui  donne  la  dilïérenlielle  lolale 
dune  fonction  composée  (n"  20),  qu'on  a  bien 

ata  =  ——  au ai>  -^ — - —  aw , 

ou  ov  ôiv 

el  il  ne  peiil  pas  exister  entre  doi,  du,  dv,  c/ir  une  relation  linéaire 
distincte  de  celle-là,  car  on  en  déduirait  une  égalité  de  la 
forme  (Ô2)  entre  du,  di\  dtv,  où  les  coefficients  À,  u.  v  ne 
seraient  pas  tous  nuls;  ce  qui  est  inipossihle,  d'après  la  première 
rem;irque. 

Nous  allons  appliquer  ces  principes  généraux  en  passant  en 
revue  les  problèmes  qui  se  présentent  le  plus  souvent. 

57.  Problème  I.  —  Soit  y  une  fonction  de  la  variable  indé- 
pendanli'  t.  On  prend  une  nouvelle  variable  indépendante  t, 
liée  à  X  par  la  relation  a?  =  'j(<);  on  propose  d^ exprimer  les 
dérivées  successives  de  y  par  rapport  à  x  au  moyen  de  t  et  des 
dérivées  successives  dey  par  rapport  à  t. 

Soient  r  =:_/  (j:)  la  fonction  considérée  et  F(/)  ^y[c5(<)]  ce  que 
devient  celte  fonction  ipiand  on  a  remplacé  x  par  »(<).  D'après 
la  règle  qui  donne  la  dérivée  d'une  fonction  de  fonction,  on  a 

dr       dy         ,     , 

-:77  =  :/     X?")' 
dt        dx 

d  où  1  on  liie 

dy 

ce  qui  peut  s'énoncer  ainsi  :  pour  avoir  la  dérivée  de  y  par  rap- 
port à  X,  on  prend  la  dérivée  de  celte  fonction  par  rapport 
à  t,  et  on  la  divise  par  la  dérivée  de  x  par  rapport  à  t. 
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On    obtiendra   la   dérivée    seconde  ^  en  appliquant  la    régie 

précédente  à  l'expression  qui  vient  d'être  obtenue  pour  la  dérivée 
première 

rf^r  _  dt^^-''>  _  y%<f'{t)-y',if"(()_ 


dx-i 


?'(0  [?'(0]^' 


une  nouvelle  application  de  la  même  règle  donnera  la  dérivée  du 
troisième  ordre 


ou,  en  elTecliiant  les  calcnls, 

±r  ^yi'W(')]-~''iyr.9'(0¥'(n-+-iyt[9"(n]--y,f'u)f'it) 

Ces  dérivées  successives  se  calculeront,  de  proche  en  proche, 
par  l'application  de  la  même  règle;  d'une  manière  générale,  la 
dérivée  d'ordre  n  de  y  par  rapport  à  x  s'exprime  au  moyen  de 
?  (')'  ?  ('))  •••)  ç'"' (^)  et  des  dérivées  successives  de  y  par 
rapport  à  t,  jusqu'à  celle  d'ordre  n.  On  peut  mettre  les  formules 
précédentes  sous  une  forme  plus  symétrique  ;  désignons  par  dx, 
dy,  d-x,  dy,  ...,  d"x,  dy  les  différentielles  successives  de  x 
et  de  y  prises  par  rapport  à  la  variable  t,  et  par  y',  y",  . . .,  y^"> 
les  dérivées  successives  dey  par  rapport  à  x;  les  formules  précé- 
dentes peuvent  s'écrire 

-  'JZ 
^        dx' 

,;  _  dx  d^  y —  dy  d^x 
(53)      {^'  '~d^  ' 

..,  ^  d'y  dx^—^ d\r  dx  d°-x-\-i  dy id^-xy-~  dy  d' x  dx ' 
dx^ 


La  variable  indépendante  t,  par  rapport  à  laquelle  sont  prises 
les  différentielles  qui  figurent  dans  les  seconds  membres  de  ces 
formules,  est  absolument  quelconque,  et  l'on  passe  d'une  dérivée 
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;"i  la  suivante  par  la  loi  de  récurrence 

,_      r/[r"-'  1 

OÙ  le  second  membre  est  le  quotieiU  de  deux  différentielles. 

08.  Applications.  —  On  se  sert  de  ces  formules  |)Our  étudier 
une  courbe  plane,  lorsque  les  coordonnées  d^in  point  de  celle 
courbe  sont  exprimées  au  moyen  d'une  variable  auxiliaire  ^ 

pour  étudier  cette  courbe  dans  le  voisinage  d'un  de  ses  points,  il 
faut  pouvoir  calculer  les  valeurs  des  dérivées  successives  j',  /,  ... 
dey  par  rapport  à  x  pour  le  point  considéré.  Or  les  formules  pré- 
cédentes nous  donnent  précisément  ces  dérivées  exprimées  au 
moven  des  dérivées  successives  des  fonctions  f  {t)  et  s(0,  sans 
qu-iisoit  nécessaire  d'avoir  l'expression  explicite  de  J  en  foncuon 
de  ;r,  ce  qui  pourrait  être  pratiquement  impossible.  Ainsi  la  pre- 
mière formule 

^'  -  Jx  ^  fit) 

donne  le  coefficient  an-ulaire  de  la  tangente;  la  valeur  de.)  inter- 
vient dans  un  élémenl  géométrique  important,  le  rayon  de  cour- 
bure, qui  a  pour  expression 

Pour  avoir  la  valeur  de  R  lorsque  les  coordonnées  X  eljK  sonl 
données  en  fonction  d'un  paramètre  /,  il  n'y  a  qu'à  remplacer  y' 
et  7"  par  les  expressions  précédentes,  et  il  vient  ainsi 

(dx-'+dy^f . 


<tcd'-y  —  dyd^x\ 


le    second   membre    ne    renferme    que  les  dérivées  premières   el 
secondes  de  x  et  de  r  par  rapport  à  /. 


i36 


CHAPITRE    III. 


Voici,  au  sujet  de  cette  question,  une  remarque  intéressante  que  j'em- 
prunte au  Traité  de  Calcul  différentiel  et  intégral  de  M.  J.  Bertrand 
(I.I,  p.  1701.  Imaginons  qu'en  calculant  un  élément  géométrique  d'une 
courbe  plane,  dont  les  coordonnées  x  et  y  sont  supposées  exprimées  au 
mojen  d'un  paramètre  t,  on  ail  obtenu  l'expression 

F(:r,  y,  dx,  dy,  d'^x,  d^y,   ...,  d"x,  d"y). 

toutes  les  différentielles  étant  prises  par  rapport  à  /.  Puisque,  par  hypo- 
thèse, cet  élément  a  une  signification  géométrique,  sa  valeur  ne  doit  pas 
dépendre  du  choix  de  la  variable  indépendante  t.  Or,  si  l'on  prend  x  =  t, 
on  doit  faire  dx  =  dt,  cl^x  =  d^x  =  .  .  ,  =  d" x  =  o,  et  l'expression  précé- 
dente devient 

c'est  le  résultat  qu'on  aurait  obtenu  en  supposant  tout  d'abord  que  l'équa- 
tion de  la  courbe  considérée  est  résolue  par  rapport  à  r,  soit  y  =  <^{x). 
Pour  remonter  de  ce  cas  particulier  au  cas  où  la  variable  indépendante  est 
quelconque,  il  suffit  de  remplacer  y',y",y'\  ...  par  leurs  valeurs  tirées 
des  formules  (53).  En  effectuant  cette  substitution  dans 

/(^,r, y,y',  ■•■■y"'). 

on  devra  donc  retrouver  l'expression  F  (.r,  y,  dx.  dy,  dKr,  d'^y,  ...)  d'où 
l'on  est  parti.  S'il  n'en  est  pas  ainsi,  on  pourra  affirmer  que  le  résultat 
obtenu  est  erroné.  Pnv  exemple,  l'expression 

dx  d'y  H-  dy  d'^x 
3 
(dx^-+-  dy^y- 

ne  peut  avoir,  pour  une  courbe  plane,  de  signification  géométrique  indé- 
pendante du  choix  de  la  variable;  car,  si  l'on  suppose  x  =  t,  cette  expres- 
sion se  réduit  à  ^ -,    et,  en    remplaçant  y'  et  y"  par  leurs  valeurs 

tirées  des  formules  (53),  on  ne  retrouve  pas  l'expression  précédente. 

On  se  sert  aussi  fréquemment  des  formules  (5.))  dans  l'élude 
des  équations  différentielles.  Supposons  par  exemple  qu'on  veuille 
déterminer  toutes  les  fonctions  y  d'une  variable  indépendante  x 
qui  satisfont  à  la  relation 

011  /;  est  constant.  Prenons  une  nouvelle  variable  indépendante  t, 
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en  posant  x  =  cos  /  :  on  a 

dv 
dv         ~dt 


d.T        — sin< 

d'-y  _  dr- </^ 

dx-  i\\\^t 

et  réquation  (  .54  >  devient,  après  la  substilution. 
d'-r 


<55) 


de- 


II  est  facile  de  trouver  toutes  les  fonctions  de  /  qui  satisfont  à  cette 

■     ■  11 .     •  1  •    1-  dA- 

relation,  car  on  peut  1  écrire  en  multipliant  par  2  -5-, 

dv  d-y  „     dy         d  [/dy\-         ,    ."l 

on  doit  donc  avoir 

a  désignant  une  constante  quelconque,  et  par  suite 
dj- 


dt 


=  n  \' a-  —  y-. 


dy_ 
~dt 


Le  premier  membre  est  la  dérivée  de  arc  sin—  —  n(\  il  faut  donc 
que  cette  différence  soit  égale  à  une  nouvelle  constante  fc,  et  l'on  a 

y  ^  a  i\n(nt  —  b  K 
ce  qui  peut  encore  s  écrire 

y  =  \  ^'innt  -h  B  coinl. 

En  revenant  à  la  variable  primitive  x,  on  en  conclut  que  toutes  les 
fonctions  de  X  qui  vérifient  la  relation  proposée  (54)  sont  com- 
prises dans  la  formule 

y  —  A  sini  /!  arc  cosa^)  -I-  B  cosf  rt  arc  cos  a"), 

A  et  B  désiijnant  deux  constantes  arbitraires. 


1^°  ciiAi'iTni;  m. 

S9.  Problème  II.  —  A  toute  relation  entre  x  et  )-,  lc&  for- 
mules de  transformation  x^fit,  u),  ^'  ^  '^^{t,  u)font  corres- 
pondre une  relation  entre  t  et  u.  On  propose  d'exprimer  les 
dérivées  dey  par  rapport  à  x  au  moyen  de  t,  u,  et  des  dérivées 
de  u  par  rapport  à  t. 

Ce  problème  se  ramène  inimècllatement  au  précédent,  en  remar- 
quant que  les  formules  de  transformation 

■T  =f(l,  II),         y  =  o(  t,  u) 

nous  donnent  les  variables  primitives  x  el  y  exprimées  au  moyen 
de  la  variable  <,  si  l'on  imagine  qu'on  ait  remplacé  u  dans  ces  for- 
mules par  sa  valeur  en  fonction  de  t.  Il  suffira  donc  d'appliquer  la 
méthode  générale,  en  regardant  toutefois  x  et  )■  connue  des  fonc- 
tions composées  de  t,  la  lettre  u  jouant  le  rôle  d'une  fonction  inter- 
médiaire. On  a  d'abord 

00        à'St  du 


puis 


ou,  en  effectuant  les  calculs, 

d^Y  _  [àt  '^  du    dt  }  [dr^  '^'^  OiiOt    dl  ~^  dîî^  [dJ  )  '^àïi  TIF  \  ~  \dt  '^  dû  ~d7  )  \dP" 


dv 

dy     dx 

dt 

du 

dl 

dx 

dl  ■   dl 

dl 

0/ 
^    du 

du 

dt 

d\v         d 
(/.r2    ^  dl 

m 

.  dx 
•  dl  ' 

'df       0/  du  Y 


\  01        du 


D'une  façon  générale,  la  déiivée  «"""')•(")  s'exprime  au  moyen 

1     ,  .1        I .   ■    .       du     d-  u  d"  u 

de  t,  u,  et  des  dérivées  -r-,  —t—  >  •  •  •  » 

'     '  dl      dl^  dl" 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  ait  l'équation  d'une  courbe  en 
coordonnées  polaires  p  =  /(w).  Les  formules  qui  donnent  les  coor- 
données rectangulaires  d'un  point  sont  les  suivantes  : 

X  =  p  costu,         y  =  p  sinw; 

soient  p',  p".  ...les  dérivées  successives  de  p  prises  par  rapport  à  w, 
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considérée  comme  variable  indépendante.  On   tire  des  lorniules 
précédentes 

d.r    =  cosio  dz    —  p  sinu)  rfio, 

dy    =  i\nu>  dp    -^  p  cos 11)  du) , 

d-x  =  cosuj  rf'^s  —  ■>  sinio  dio  dp  —  p  oosw  rfio^, 

d-y  =  sin  lo  d-  p  -i-  2  costo  cAu  d:,  —  i  ïiiKo  c/w- 

et,  par  suite, 

d.r'  -^  >fy-  =  dp"-^  p-  dw-, 
dx  d-y  —  dy  d-x  =  2  du)  dp-  —  p  dm  d-p  -^  z-  dta^. 

L  expression  du  ravon  de  courjjure  oiitenue  |)lus  liant  de\ieul 


60.  Transformation  des  courbes  planes. —  Imaginons  qu'à  tout 
point  m  (l'un  plan  on  fasse  correspondre,  daprès  une  construction 
déterminée,  un  autre  point  M  du  même  plan:  si  Ton  désigne 
par  ioc.  y)  les  coordonnées  du  point  m,  par  (  X,  ^  )  les  coor- 
données du  point  M.  on  a  entre  ces  coordonnées  deux  relations 
telles  f|ue 

(56)  X  =/(a7,  _>'),         \  =  o{x,y). 

Ces  formules  définissent  une  transformation  ponctuelle  ;  la 
Géométrie  en  offre  de  nombreux  exemples,  tels  que  la  transfor- 
mation homograpliique.  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques, etc.  Lorsque  le  point  ni  décrit  une  courbe  c,  le  point 
correspondant  M  décrit  une  autre  courbe  C,  dont  les  propriétés 
peuvent  se  déduire  de  celles  de  la  courbe  c  et  de  la  nature  de  la 
transformation  employée.  Soient  y,  >"",  ...  les  dérivées  succes- 
sives de  y  par  rapport  à  a?,  et  Y',  Y",  ...  les  dérivées  successives 
de  Y  par  rapport  à  X;  pour  étudier  la  courbe  C.  il  est  nécessaire 
de  pouvoir  exprimer  Y',  Y'",  ...  au  moyen  de  a",  i',  r',  .)'",  .... 
C'est  précisément  le   proijième  que  nous  venons  de  traiter;  on  a 
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d'abord 

d\ 

d'i         â<B 

dx 
dX 
dx 

dj  +  ;^-'' 

dx        dy^ 

d\' 

y,         dx 

d\ 

dx 

{'é-'iy){ 

(2- 

"7 


et  ainsi  de  suite.  On  voit  que  Y' ne  dépend  que  de  .r,  r,  )"' :  si 
donc  on  applique  la  transformation  (56)  à  deux  courbes  c,  r,, 
tangentes  au  point  {x,y),  les  courbes  transformées  C,  C,  seront 
tangentes  au  point  considéré  (X,  Y).  Celte  remarque  permet  de 
remplacer  la  courbe  c  par  toute  autre  courbe  tangente  à  celle-là, 
quand  il  s'agit  seulement  de  trouver  la  tangente  à  la  courbe  trans- 
formée C. 

Considérons,  par  exemple,  la  transformation  défini 
mules 

Y 


lie  par  les  for 


X  = 


le- 


■y 


qui  n'est  aulre  qu'une  transformation   par  rayons  vecteurs  réci- 
KifT.   6. 


proques  ou  inversion,  avec  l'origine  pour  pôle.  Soient;»  un  point 
d'une  courbe  c  et  M  le  point  correspondant  de  la  courbe  C.  Pour 
trouver  la  tangente  à  cette  courbe  C,  nous  n'avons  qu'à  appliquer 
ce  résultat  de  Géométrie  élémentaire,  que  la  figure  inverse  d'une 
ligne  droite  est  un  cercle  passant  par  le  pôle  d'inversion. 

Si  nous  remplaçons  la  courbe  c  par  la  tangente  mt,  la  figure 
inverse  de  mt  est  un  cercle  passant  par  les  deux  points  M  et  O  et 
dont  le  centre  A  est  situé  sur  la  perpendiculaire  0<  abaissée  de 
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Torigine  sur  //(/.  La  langeiUe  MT  à  ce  cercle  est  per|jeiitliciilaire 
à  AAI  et  les  angles  Mmt,  /«MT  sonl  égaux  comme  complémeii- 
laires  de  l'angle  inOt.  Les  tangentes  mt  et  MT  sonl  donc  anlipa- 
rallèles  par  rapport  au  ravon  vecteur. 

61.  Transformations  de  contact.  —  Les  transformations  précé- 
dentes ne  sont  pas  les  plus  générales  qui  changent  deux  courbes 
tangentes  en  deux  autres  courbes  tangentes.  Imaginons  que  de 
tout  point  ?n  d'une  courbe  c  on  déduise  un  autre  point  M  par  une 
construction  déterminée  qui  dépende,  non  seulement  du  point  m, 
uiais  de  la  tangente  en  ce  point.  Les  formules  qui  définissent  cette 
transformation  sont  de  la  forme 

('7)  ^=/(J^,J',y),  ^  =  r<-r.  y./), 

et  le  coefficient  angulaire  ^  '  de  la  tangente  à  la  courbe  transformée 
cl  pour  expression 


<)o 


-.y-TTtry 


Y'  = 


d\_  _    <J.T 

à\  ~~ô?        df     ',        Jf     " 

-      y  -i — '■ —  V 

dx        ày  (ly 


En  général,  \  '  dépend  des  quatre  variables  x,  }%y,y'':  si  l'on 
applique  la  transformation  (5-)  à  deux  courbes  c,  c,  tangentes  en 
un  point  (x,.y),  les  courbes  correspondantes  C,  Ci  auront  «n 
point  commun  (  X,  \  ),  mais  elles  ne  seront  pas  tangentes,  à  moins 
que  j^''  n'ait  la  même  valeur  pour  les  deux  courbes  c  et  c,.  Pour 
que  les  deux  courbes  C,  C,  soient  toujours  tangentes,  en  même 
temps  que  les  courbes  c  et  c,,  il  faut  et  il  suffit  que  Y' ne  dépende 
|iasde  y,  c'est-à-dire  que  les  fonctions /"(x,  j',  j')  et  es  (x,  j)',  >'') 
satisfassent  à  la  condition 


df  /d£  _^  dtp     A  _  da  /(tf       df      ,\ 
ày'  \  dx    '    dy       /  ~  Oy'  \  ox  '^  ày       } 


on  dit  alors  que  la  transformation  considérée  est  une  transfor- 
mation de  contact.  Il  est  clair  f|u"une  transformation  ponctuelle 
est  un  cas  particulier  des  transformations  de  contact  ('  i. 

('  )  Legendre  et  Ampère  avaient  donné  de  noiiil)reux  exemples  de  ce.«  iransfor- 
raations.  Sopbus  Lie  a  développé  la  théorie  générale  dans  différents  travaux. 
(Voir,  en  particulier,  Géométrie  der  Beriihrungstransformationen;  voir  aussi 
Jacobi,  Vorlesungen  iiber  Dynamik.) 
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Considérons,  par  exemple,  la  transCormation  de  Legendre  qui 
consiste  à  faire  correspondre  à  iin  point  (x,  y)  d'une  courbe  c  le 
point  M  de  coordonnées 


on  déduit  de  ces  formules 


d\      y        • 

ce  qui  montre  bien  rpie  celle  transformation  est  une  transformation 
de  contact.  On  aura  de  même 

^,,  _  ^  _     dr     _    I 

d\         y"  dx  "  y"  ' 
,.,„       d\"  r'" 


et  ainsi  de  suite.  On  déduit  des  formules  précédentes 

'■  =  v',       i=xv'— Y,      y=x, 

ce  qui  prouve  que  la  transformation  est  réciproque.  Toutes  ces 
propriétés  s'expliquent  aisémenl  si  l'on  remarque  que  le  point  de 
coordonnées  X  =  >-':  Y  =  xy'—r  est  précisément  le  pôle  de  la 
tangente  à  la  courbe  c  au  point  [X,r)  par  rapport  à  la  parabole 
x"-—  ay  =  o.  Or,  d'une  manière  générale,  si  l'on  prend  le  pôle  M 
de  la  tangente  en  ///  à  une  courbe  c  par  rapport  à  une  conique 
directrice  S,  le  lieu  du  point  M  est  une  courbe  C  dont  la  tangente 
au  poinl  M  est  précisément  la  polaire  du  point  m  par  rapport  à  1. 
11  y  a  donc  réciprocité  entre  les  deux  courbes  c  et  C;  d'ailleurs,  si 
l'on  remplace  la  courbe  c  par  une  autre  courbe  c,  tangente  à  c  au 
point  II,,  la  courbe  réciproque  C,  est  li.ngente  à  la  courbe  C  au 
point  M. 

Podaire.  —  Si  d'un  poinl  fixe  O,  pris  dans  le  plan  d'une  courbe  c,  on 
abaisse  une  perpendiculaire  OM  sur  la  tangente  au  point  m  à  cette  courbe, 
le  lieu  du  pied  ,M  de  cette  perpendiculaire  est  une  courbe  C  qui  est  dite 
la  podaire  de  la  première.  Il  serait  facile  d'obtenir  par  le  calcul  les  coor- 
données du  point  M,  et  de  vérifier  que  la  transformation  ainsi  obtenue  est 
une  transformation  de  contact,  mais  on  y  arri\e  plus  simplement  comme  il 
suit  :  Considérons,  en  effet,  un  cercle  y  de  rayon  R  décrit  du  point  O 
comme  centre,  et  soit  nii  un  point  pris  sur  OM  et  tel  que  0/«i  ■  0M  =  R^ 
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Le  point  »ii  est  le  pùle  de  la  tangente  int  par  rapport  au  cercle  y  :  de  sorte 
que  la  transformation  qui  conduit  de  c  à  C  résulte  d'une  transformation 
par  polaires  réciproques,  suivie  d'une  inversion.  Lorsque  le  point  m  décrit 
la  courbe  c,  le  point  ni,,  pôle  de  ml.  décrit  une  courbe  c,  tangente  à  la 
polaire  du  point  m  par  rapport  au  cercle  ■;.  c'est-à-dire  à  la  droite  »ii?i 
perpendiculaire  sur  0/«.  La  tangente  iMT  à  la  courbe  C  et  la  tangente /«i/i 


à  la  courbe  C|  font  des  angles  égaux  avec  le  rayon  vecteur  Oni|  M  :  si  donc 
nous  menons  la  normale  MA,  les  angles  AMO,  AOM  sont  égaux  comme 
compléments  d'angles  égaux,  et  le  point  A  est  le  milieu  du  ra50n  O/».  D'où 
l'on  conclut  qu'on  obtient  la  normale  à  la  podaire  en  joignant  le  point  ÎM 
au  milieu  de  0  »;. 


62.  Transformations  de  contact  générales.  —  Si  les  formules  (37) 
<iéfinis5enl  une  transformation  de  contact,  ne  se  réduisant  pas  à  une  trans- 
formation ponctuelle,  l'une  au  moins  des  fonctions  _/  et  tp  dépend  de  y'. 
Supposons,  par  exemple,  qney  renferme  la  variable  y'  \  en  tirant  y'  de  la 
première  des  relations  (ôj)  et  en  substituant  dans  la  seconde,  on  peut 
écrire  ces  équations  sous  la  forme  équivalente 

''58)  X=/(a?,  y,  j-'),         \  =  'i>(x,y,\). 

•  )n  en  déduit 


d<I>        d*     A  dx        d* 


Or 


V  àx    '    Oy 


y 


dX    '    d\ 

EL 

dy 


dépend  ai  y" \  pour  que  -^  ne  dépende  que  de  x,y,y',  il  faut  nécessaire- 
ment que  les  valeurs  de  X  et  de  Y  fournies  par  les  formules  (iS  )  vérifient 
aussi  la  relation 

dx       ov 
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et,  comme  celle-ci  ne  renferme  que  .r,  y,  >',  X,  elle  doil  être   identique   à 
la  première  des  équations  (58). 

Inversement,  soit    F(a-,  j>';    X,  Y)   une    fonction    des   deux   couples  de 
variables  (.r,  k',  (  ^'î  Y).  Si  les  deux  équations 

(59,  F(.,r;X,Y,)  =  o,         £-|^/=o 

peuvent  être  résolues  par  rapport  à  X,  \.  les  formules  obtenues 

X  =  /(  X.  y,  y'  ),  Y  =  ç,  (.r,  y,  y'  ) 

définissent  une  transformation  de  contact.  De  la  première  des  relations  (39) 
on  tire,  en  eflfet, 

—  ax  H ay  -, — -r:  d\  ^ rra  1  =  o, 

<)x  Oy    •'        ô\  <J\ 

qui  devient,  en  tenant  compte  de  la  seconde, 

-TT  «X  -i — —  rfi  =  o  : 

û\  t/Y 

d\  ,,         , 

on  voit  que  le  rapport  -jr  ne  dépend  que  de  .r,  y.  y  . 


03.  Problème  III.  —  Soit  to  =fix,y)  une  fond  ion  des  deux 
variables  indépendantes  x  et  y;  on  prend  deux  nouvelles 
variables  indépendantes  u  et  c  liées  aux  anciennes  par  les 
formules 

r  =  -^i  II.  i'  ),  y  =  ii{lt.  i-). 

et  l'on  se  propose  d'exprimer  les  dérivées  partielles  de  10  par 
rapport  aux  variables  x  et  y  au  moyen  de  «,  v  et  des  dérivées 
partielles  de  w,  prises  par  rapport  aux  variables  u  et  v. 

Soit  w  =  F((/j  v)  ce  que  devient  la  ioncùon  f  (  x .  y  )  après  la 
siibslilution  ;  la  règle  de  dérivation  des  fondions  composées  nous 
donne 

àià  àiu  do  ÔM   &)j 

du  dx  du  ày  Ou 

diù  dio  d'i  dw  d')f 

àv  àx  àv  '    dy  di'  ' 


di, 
nt  ^  .''''' ,  était  nul,  le  cliangeinenl  de  \arialjles  efl'cctué  n'aurait 


on  peut  tirer  de  ces  deux  équations  —   et  -^  1  car.  si   le  deternii- 


D(h,  r) 
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aucun  sens.  On  (U'duiia  donc  des  équations  précédentes 

\  dx  Ou  .Tir 

(60)  S 

1  (/(O  _      cyio  (/lo 

(  53^  ~    ' '*('  "^     ^  ' 

A.  B,  C,  D  étant  des  fonctions  déieirninées  de  u  et  f,  et  ces  for- 
mules résolvent  le  problème  pour  les  dérivées  du  premier  ordre. 
Elles  montrent  que,  pour  obtenir  la  dérivée  d"  une  fonction  par 
rapport  à  x,  il  faut  multiplier  par  A  la  dérivée  prise  par  rap- 
port à  u,  par  B  la  dérivée  prise  par  rapport  à  v^  et  ajouter  les 
deux  produits  ;  on  opère  de  même  pour  avoir  la  dérivée  partielle 
par  rapport  à  r.  en  remplaçant  A  el  B  par  C  et  D  respectivement. 
Pour  calculer  les  dérivées  du  second  unlie,  il  suffira  d'appliquer 
aux  dérivées  du  premiei'ordre  la  règle  exprimée  par  les  formules 
précédentes;  on  aura 


0-  w          0     I  ihn  \           *^    /  »   '^^  i>  '^'^  \ 

d.r-        ax\dxj        ox  \'    du  Oi' J 

du  \     du             di- 1  (h-  \      du             dv  / 
OU,  en  développant  les  calculs. 


(>2 10  ; 

=      A    A  ■ 

dx-  \ 


\     au  dv 


B   "''"^ 
du  àv 

dk  dio  dB  du) 
du    du         du    dv 

«S 

r/A  dM  dB  dixi 
dv   du         dv    dv 

dU 


1.                                I           .            y-  (0        o-  (u  1         1  •   •     ■ 

el    Ion  trou\era   de    même   1    et  les  dérivées  suivantes. 

dx  dy       dy' 

Dans  toutes  les  dérivations  à  eflectuer,  il  suffit  de  remplacer  les 

.       .  à  d  ,  .       . 

opérations-—  et  —  par  les  opérations 
'  dx        dy  '■  r 

,v^_B^,       c^  +  r.i 


respectivement;   tout  revient    donc   au   calcul   des  coefficients   A, 
B,  C.  D. 


Exemple  I.  - 

—  Considérons  l'équation 

61) 

.1*2(0                 ,      (JS(U 

àx^              dx  dy 

dy'- 

G..  I. 
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OÙ  les  coefficients  a,  b,  c  sont  constanis;  nous  allons  clierclier  à  ramener 
cette  écjualion  à  une  forme  aussi  sini|)le  que  possible.  Observons  d'abord 
que,  si  l'on  avait  à  la  fois  a  =  c  =  o,  il  serait  superflu  de  chercher  à  sim- 
plifier l'équation;  nous  pouvons  donc  supposer  que  c,  par  exemple,  n'est 
pas  nul.  Cela  étant,  prenons  deux  nouvelles  variables  indépendantes  î/  etc, 

M  =  a"  -(-  ay,         v  -—  x  -h-  '^y, 
a  et  [i  étant  deux  coefficients  constants  indéterminés.  On  a  aussitôt 


Oi' 


de  sorte  qu'on  a,  dans  ce  cas,  .\  =:  B  =  i,  C  =  a,  D  =  [i.  La  méthode  géné- 
rale donne  ensuite 


dx 

ôy 

= 

d'-M 

0-M 

-+-  1- 

Ou  (Iv 

dx  dy 

= 

ô-'-i 

^  +  (ï  + 

S)  '^''" 

'     du  Oi' 

- 

= 

à- 

/2 

du  di' 

?-^ 

dv"^ 

équation  proposée  devient 
(a  -h  ■loot  ^  COL-)  -— ^ 


du 

'  du  di 
Cela  posé,  plusieurs  cas  sont  à  distingu 


+  2[a4-i(a+^)-l-ca3]  -—-r,  -H  (a  +  2^,3  -l-c;^^)-^  =  o. 


Premier  cas.    —   Soit   b- — «c  >  o  ;   en    prenant   pour   ï  et  fi  les  deux 
racines  de  l'équation 

a  -f-  2  i/'  -1-  cr-  =  o, 

l'équation  prend  la  forme  simple 

à-  lu 

du  (A' 

r'  ,.  .      .        d    / dix>\  .  c/(o    ,    .      , 

Comme  on  peut  I  ecrno  -—     — -     =  o,  on  voit  que  —  doit  cire  une  tonc- 
dv  \  du  /  ^       du 

tion  de  la  seule  variable  h,  soit /(  (/ ).  Désignons  par-  F((/)  une  fonction 
de  M  dont  la  dérivée  ¥'(u)  =  f{u);  la  dérivée  de  lo — l'(u)  par  rapport 
à  u  étant  nulle,  cette  différence  est  indépendante  de  u,  et  l'on  a  par  con- 
séquent ui=F{u)  -h  't'(v).  La  réciproque  est  immédiate,  lin  revenant  aux 
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variables  x  &l  y,  on  en  conclut  que  toutes  les  fonctions  oj  qui  satisfont  à 
l'équation  (fiii  sint  de  la  forme 

10  =  V ( X  -^  ■xy)  ^-  <i>(x  -^  ?  J')' 

les  fonctions  F  et  *  étant  arbilraiies.  Par  exemple,  l'intégrale  générale  de 
l'équation 

(*-  (O  ô-  w 


qui  se  présente  dans  la  théorie  îles  cordes  vibrantes,  est 
a>  =  T  {x  -¥-  a  y  )  -t-  <J>  (  ,r  —  oy^. 

Deuxième  cas.  —  Soit  h- — ac  =  o.  En  pienant  ï  égal  à  la  racine 
double  de  l'équation   a  ^  2br  -t-  ci- =  o.   et   prenant   3  différent  de   a,   le 

coefficient  de  - — —  sera  nul.  car  il  est  é^al  à  a  -^  l>yi  -h  3(è-j-ca);  l'équa- 
Ou  dv  "  ■  '       1 

lion    se   réduira  donc  à   =o.  On  voit  que  oj  doit   étie  une   fonction 

Ov- 
linéaire  de  v,  to  =  i/(  m) -h  o(«),  'es  fonctions  _/(((  )  et  ■■^^  ii)  étant  quel- 
conques; en  revenant  aux  variables  ;r  el  y,  l'expression  de  (u  est 

(o  =  (X  +  '^y)  /{x  ^  2  y)  -^  -^(x  ^  :i  y), 

ce  qui  peut  s'écrire 

(o  =  [ .r  H-  a^x  -i-  (  ,3  —  x)y]/( X  -f-  oty)  -i-a  (x  -~-  ■xy), 

ou  encore 

w  =  yF(x  -\-  Oiy)  -h'i>{x  -i-  y.  y). 

Troisième  cas.  —  Si  (>- — ac  ■<  o.  la  transformation  précédente  ne 
s'applique  plus,  à  moins  d'introduire  des  variables  imaginaires.  On  peut 
alors  déterminer  a:  et  ^  de  telle  façon  qu'on  ait 

<7  +  i 6 ï  -H  c a-  =  a  -i-  2 6  3  -H  c  3-, 
ce  qui  donne 


l'équation  du  second  degré,  qui  a  pour  racines  a  et  3, 


a,  en  effet,  ses  racines  réelles.  L'équation  proposée  devient  alors 

i)-ljù  à- M 
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celte  équation  Aoco  =  o,  connue  sous  le  nom  d'équation  de  Laplace,  joue 
un  rôle  fondamental  dans  un  grand  nombre  de  questions  d'Analyse  et  de 
Physique  mathématique. 

Exemple    II.    —   Cherchons  ce   que   devient   l'équation    précédente    en 
posant  X  =  p  coscp,  y  =  f.  sin  ^.  On  a 

(/(o        dui  dut    . 

——  =  —  cosœ  H — —  sino, 


ôç,        ûx         '        dy 


—  0  sin  5  -!-  —  0  cosis. 


et.  en  resolvant  par  rapport  a  -— ,  -— > 
àx  -  ây 


d{o                 dm  sino  dio 

rt.r                ■    dp  p       àtf 

dii>          .       d(o  cost»  dut 
sincp. 


Il  vient  ensuite 


dy        ~         dp  p      àf 

d^ui  d    I  d(0         sin  9  dco 

^— -  =  cos  !B  -—  (  cos  œ — 

ox^  '  "P  \  "?  ?       do 


=  cos 


n^  dco  \         sincp    d    /  du>        sintp  du)' 

?      (*?  \       *  àp  p      d-jf  , 

d^d)         sin-ca   à- in         2  sin©  cos ts    d-w 


c*p'  p-       dis-  p  dp  d'i 

2  sincp  cos 'f  c/w         sin''p   dui  ^ 


on    a    une  expression   analosue   pour  >  et,  en  les  aioutant,   on   trouve 

à^oi        d^ui  __  rin.)  I    O^io         I   dw 


64.  Autre  méthode.  —  La  inélliode  précédente  est  la  plus  pra- 
tique, lorsque  la  fonction,  dont  on  cherclte  les  dérivées  partielles, 
n'est  pas  connue;  mais,  dans  certaines  questions,  il  est  plus  avan- 
tageux d'employer  le  procédé  suivant  : 

Soit  ;=y"(x,  r)  une  fonction  des  deux  variables  indépen- 
dantes X  et  y;  si  l'on  suppose  x,  y  et  z  exprimées  au  moyen  de 
deux  variables  auxiliaires  ii  et  c,  on  a  enire  les  diflTérentielles 
totales  dx^i  dy,  dz  la  relation 

d;  =  -r-  rf.r  -T-  ^  dv 

dx  dy    ■' 
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(jiil  osl  t''i[iiivalenle  aux  deux  relations  dislincles 

dz  _  df  r)x  i)f  i)y 

du        O.T  Ou  êy  ou 

dj_  _  d£dx  àf  dy 

<M'         dx  Of  O)'   Of 

,,     ,     ,,  .  df  àf         ,.  •  I  dz      Oz  , 

(i  OU  1  on  lireia  -^  et  -=^  en  tonclion  de  f/,  r,  — >  -—,  comme  dans 
dx         dy  dut    dv 

la   première  méthode.  Mais,  pour  calculer  les  dérivées  suivantes, 

nous   continuerons  à  appiicpier  la   nièiue  règle;   ainsi,   pour  cal- 

1      <)'^f        y-/  •  1    !••  I 

culer— ^  et  - — =^ ,  nous  partirons  de  lidentile 

dx-         dx  dy 


d\ 


pa 


\dx /         dx^  dx  dy 

qui  est  équivalente  aux  deux  relations 

du  dx''  du        dx  dy  du 

dl'A 

\àxl   _  '^àx_  ^     à-'-f    dy 
di'  dx^    di-         dx  dy   dr 

,     ,,  àf         .    .  ,       .  •  ,  .-. 

OU   1  on  suppose  que  -p  a  ete  remplacée  par  son  expression  ileja 

I      >  .       /-x  1  .  à-'f         à^f  1     I.-  , 

calculée.  Un  trouvera  de  même- — ^  et  — ^  en  partant  de  1  identité 

dx  dv         dy-  ' 


d 


dy- 

'iL)=^dx-^'-lldy. 
j)yl         àxdy  dy-^ 


et  les  deux  valeurs  obtenues  pour  - — 4-  doivent  être  identiques,  ce 
'  dx  dy  ' 

qui  fournit  une  vérification  des  calculs.  Les  dérivées  d'ordre  supé- 
rieur se  calculent  de  la  même  façon. 

Application  aux  surfaces.  —  On  se  sert  du  calcul  précédent 
dans  l'étude  des  surfaces.  Supposons  que  les  coordonnées  d'un 
point  d'une  surface  S  soient  exprimées  en  fonction  de  deux  para- 
mètres variaLles  u,  »',  par  les  formules 

(62)  .r  =  _/"(  u,  (•),         y^o(u,v),  z  =  'l(u,v); 

on  obtiendrait  l'équation   de  cette  surface    en    éliminant  les  va- 
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riables  «  el  c  entre  les  irois  équalions  (62),  mais  on  peut  se  pro- 
poser d'étudier  directement  les  propriétés  de  la  surface  S  sur  ces 
équations  elles-mêmes,  sans  effectuer  l'élimination  qui  peut  être 
pratiquement  impossible.  Remarquons  d'abord  que  les  trois  iaco- 

biens  P^-'^'  '?)     D^f-'^)     D(.AJ^)  ,  ,     .    ,     .  • 

D(«,  v)'  D(«,  V)'  DÔ777)  "^  peuvent  être  nuls  a  la  fois,  car 

léhmination  de  u  el  c  conduirait  à  deux  relations  distinctes 
entre  x,  y,  z,  et  le  point  de  coodonnées  {x,y,  z)  décrirait  une 
courbe  et  non  une  surface.  Soit,  pour  fixer  les  idées. 


D(«,  ,.•)  ^ 


o; 


des  deux  premières  équations  (62)  on  peut  alors  imaginer  qu'on 
ait  tiré  u  et  r,  et,  en  les  portant  dans  la  troisième,  on  aurait  l'équa- 
tion de  la  surface  ''z  =  ¥{x,  y).  Pour  étudier  celte  surface  dans  le 
voisinage  d'un  point,  il  faut  pouvoir  calculer  les  dérivées  par- 
tielles /;,  r/,  ;■,  ,ç,  /,  ...  de  cette  fonction  ¥{x,y)  au  moyen  des 
paramètres  u,  r.  Les  dérivées  premières  />  et  q  s'obtiendront  au 
moyen  de  la  relation 

dz  =  p  dx  -!-  q  dy, 

qui  se  dédouble  en  deux  équations 

(gj  .  '  àii  ~  "^  du        ^^  dû' 

I  f*'^  àf  0<s 

permetlanl  de  calculer  jd  et  y.  L'équation  du  plan  tangent  s'ob- 
tiendra en  portant  ces  valeurs  de  p  et  de  q  dans  l'équation 

Z  —  z=p{\  —  x)-t-(/(Y~y), 

ce  qui  conduit  à  l'équation 

Les  relations  (63)  ont  une  signification  géométrique  facile  à 
retenir;  elles  expriment  que  le  plan  tangent  contient  les  tangentes 
aux  deux  courbes  situées  sur  la  surface,  qu'on  obtient  en  laissant  c 
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constant  et  lais^uit  varier  m,  puis  en  laissant  u  constant  cl  faisant 
varier  c  ('  '). 

Ayant  obtenu  /;  et  rj.  p=f,{ii,  t^),  q  =/.(",  '),  on  obtiendra 
/•,  5,  t  au  moyen  des  égalités 

(/[)  =  r  </r  -^  s  dy, 
dcj  —  .1  (i.r  -^  t  dy, 

dont  chacune  fournit  <leux  relations  .lislinctes,  et  ainsi  de  suite. 

(i-o.   Problème  IV.  —  .*^"/  l'on  pose 
(65)  a:  =  /(«,(',  iv),         _y  =  G(j«,  t-,  «').         ;  =  i((<,  (',  .1'), 

ces  formules  font  correspondre  cï  toute  relation  entre  les  va- 
riables X,  K,  =  une  nouvelle  relation  entre  u.  v,  u'.  On  se  pro- 
pose d'exprimer  les  dérivées  partielles  de  z  par  rapport  aux 
variables  .r,  r,  au  moyen  de  u,  c,  «-,  et  des  dérivées  partielles 
de  IV  par  rapport  aux  variables  u  et  r. 

Ce  problème  se  rauiène  à  celui  qui  vient  d'être  traité.  Si  l'on 
-iippose  en  eflet  que  (v  ail  été  remplacé  dans  les  formules  [Gà)  par 
une  fonction  de  u  et  de  v,  on  a  les  expressions  de  x,  y,  z  au  moyen 
des  deux  paramètres  «  et  c,  et  11  suffit  de  reprendre  la  méthode 
précédente  en  considérant/,  -f,  -l  comme  des  fonctions  composées 
de  u,  V,  la  variable  w  étant  traitée  comme  une  fonction  intermé- 
diaire de  u  et  V.  On  a,  par  exemple,  pour  calculer  les  dérivées  du 
premier  ordre  /J,  q,  les  deux  relations 

Ou'^dw  au       ^  [du    '    aiv  du)     '    ^  \du        dw   du  J 

'w  """  dw    dv   "  ^  \  àv  '^  dw    dv  j  '^  ^ 
rt  de  même  pour  les  dérivées  suivantes. 


/  do         do    di' 
\  av         dw    dv 


(')  On  peul  aussi  arrivei-  à  l'équalion  du  plan  langent  par  un  raisonnement 
.lirect.  Toute  courbe  située  sur  la  surface  est  définie  par  une  relation  entre  «  et  f, 
-  u  V  =  n(H),  et  la  tangente  à  celle  courlie  à  p"ur  équations 


\  —  x 


du        dv  '        du        dv  du        dv 

L'élimiiialion  de  n'(«)  conduit  à  l'équation  du  plan  tangent  (6'i). 
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En  langage  géométrique,  le  problème  précédent  peut  s'énoncer 
comme  il  suit  :  A  tout  point  m  de  l'espace,  de  coordonnées  (j^,  J',  :), 
on  fait  correspondre,  par  une  construction  déterminée,  un  autre 
point  M,  de  coordonnées  X,  Y,  Z.  Lorsque  le  point  //;  décrit  une 
surface  S,  le  point  M  décrit  une  surface  S,  dont  on  se  propose  de 
déduire  les  propriétés  de  celles  de  la  première. 

Les  formules  qui  définissent  la  transformation  sont  de  la  forme 

\=/(x,r,z},         Y  =  91  .r.  _)-,  ;),         Z  = 'li  x.  r,  z); 
soient 

z  =  F(x,y),         Z  =  'J>rX,  Y) 

les  étpiutions  des  deux  surfaces  S,  ïi.  Il  s'agit  d'exprimer  les  déri- 
vées partielles  P,  Q,  R,  S,  T,  ...  de  la  lonclion  *I'(X,  Y)  a» 
moyen  de  x,  y,  z  et  des  dérivées  partielles  p,  y,  /■,  .ç,  t.  ...  de  la 
fonction  F(^x,y).  G'esl  précisément,  à  la  dilTérence  des  notations 
près,  le  problème  que  nous  venons  de  traiter. 

Les  dérivées  premières  P  et  Q  ne  dépendent  que  de  x,  y,  z, 
p,  q,  de  sorte  que  la  transformation  change  deux  surfaces  tan- 
gentes en  deux  surfaces  tangentes.  Mais  ce  ne  sont  pas  les  trans- 
formations les  plus  générales  qui  jouissent  de  cette  propriété, 
comme  on  le  verra  par  les  exem|>les  ci-dessous. 

66.  Transformation  de  Legendre.  —  Soit  z  =^f{x,  j')  l'équa- 
tion d'une  surface  S;  au  point  ni  (x,y,  z)  de  cette  surface,  faisons 
correspondre  le  point  M,  de  coordonnées  X,  \,  Z,  en  |)Osanl 

X  =  p.  \  =  q,  7.^p.r-T-qr  —  3, 

et  soit  Z  =  <I>(X,  Y)  l'équation  de  la  surface  S  décrite  par  le 
point  M.  Si  l'on  imagine  qu'on  ail  remplacé  z,  p,  q  par/,  j--,  j-, 
on  a  les  expressions  des  trois  coordonnées  du  point  M  en  fonction 
des  deux  variables  indépendantes  x  et  i'. 

Désignons  encore  par  P,  Q,  R,  S,  T  les  dérivées  partielles  de 
la  fonction  <I>(X,  Y);  la  relation 

rfZ  =  P  rfX  -H  Q  d\ 
nous  donne 

p  dx  -t-  q  dy  +  x  dp  -\-  y  dq  —  tf  ;  =  P  rf/)  -)-  Q  dq 
ou 

.r  dp  -^  y  dq  :=  \'  dp  -h  î)^  dq . 
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Supposons  que,  pour  la  surface  considérée,  p  et  r/  ne  soient  pas 
fonctions  l'une  de  l'autre,  de  telle  sorte  qu'on  ne  puisse  avoir  une 
identité  de  la  forme   Xdp  +  'J.dq^o  sans   qu'on  ait,   à  la  fois. 
A  =  a  =  o.  On  déduit  alors  de  la  relation  qui  précède 
?  =x,       Q  =  r- 
Pour  avoir  R,  S,  T,  nous  partirons  de  même  des  relations 

rfP  =  R  rfX  -V  S  rfY, 
rfQ  =  S</\-HTrfY, 

qui  deviennent  ici,  en  remplaçant  X,  Y.  \\  Q  parleurs  valeurs, 

d.r  =  K(rdx-^s  dy  ) -+-  Sis  d.v  -f- 1  dy ), 

rfy  =  S  (  /•  rfx  +  s  dy)  +  T(s  rf.r  -t-  t  dy); 

on  en  tire 

R,-^  Ss  =  I.         Rs^  S^  =  o, 

Sr^Ts  =  o.  Ss  ^Tt=  I, 

et,  par  suite. 

Des  formules  précédentes  on  déduit  inversement 

x=P.        v  =  Q.        ;  =  PX-+-QY  — Z.        /'=X.        </ =  Y, 
T  -S  ■  R 

^=  RT-S^'  "  -  HT  -  S^  '  '-RT-S' 

ce  qui  prouve  que  la  transformation  est  réciproque.  D'ailleurs, 
c'est  bien  une  transformation  de  contact,  puisque  X,  Y,  Z,  P,  Q 
ne  dépendent  que  de  x,  y,  :■,  p,  q-  Ces  propriétés  deviennent 
intuitives,  si  l'on  observe  que  les  formules  définissent  une  trans- 
formation  par  polaires  réciproques,  relativement  au  paraboloïde 


Remarque.  —  Les  expressions  de  R.  S,  T  deviennent  infinies 
lorsque,  en  tous  les  points  de  la  surface  décrite  par  le  point  m, 
on  a  la  relation  rt-s^-  =  o.  Dans  ce  cas,  le  point  M  décrit  une 
courbe,  et  non  une  surface,  car  on  a 

T)(x,y)        D(.r,  r) 


î54 

et  de  même 


ninpiTRE  m. 


D(X,  Z)  _   ]:i(p,p:r  -^,/v-z) 

D(x,y) DUTr, =y(rl~s'-)==o. 

C'est  piëcisémeni  le  cas  qu'on  a  laissé  de  côté. 

67.  Transformation  d'Ampère.  —  Les  notations  restaiu  les  mêmes  que 
lians  l'exemple  précédent,  posons 


la  lelation 

devient 

ou 

on  a  donc 

et  inversement 


dZ  =  Pd\-h  Q  dY 

'I  ''y  +  y  dq  —  dz  =  P  dr  +  <ldq, 

y  dq  -  p  dx  =  P  rf.r  -i-  Q  dq  ; 

■      1^  =  -/'.       Q  =  ^, 


^  =  '^'       r  =  Q,        ;  =  QY-Z,        p=-\\        q  =  Y, 

de   sorte  que  la  transformation  est   bien  une  transformation  de  contact  et 
réciproque.  La  relation 

dP=Kd\^S  d\ 
donne  ensuite 

—  r  d.r  —  s  dy  =  K  rfx  ^-  S  (  v  dx  -r-  t  dy), 
c'est-à-dire 

R-h  Ss  =  —  r,         St=  —  s, 
et  l'on  en  tire 

t  t' 

en  partant  de  la  relation  dq  =  .S  d\  +  T  d\ ,  on  trouvera  de  même 

T=I. 

Proposons-nous,  comme  application  de  ces  formules,  de  trouver  toutes 
les  fonctions /(.r,j,')  qui  satisfont  à  la  relation /•<  — «i  =  o.  Soient  S  la  sur- 
face représentée  par  l'équation  z=/(r,y),  2  la  surface  transformée, 
et  Z  =  1.(X,  Y)  l'équation  de  S.  D'après  la  formule  qui  donne  R,  on  doit 
avoir 

R  =  ^  =  o, 

et  <i>  doit  être  une  fonction  linéaiie  de  X, 

Z  =  \cp(Y)-t-4-(Y), 
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z  .'t  -"j  étant  des  fonctions  arbitraires  de  Y.  On  en  déduit 

P  =  .^,V),         Q=X9'(V)  +  <;''(Y), 

et  les  coordonnées  {x,  y,  ^)  d'un  point  de  la  surface  S  s'expriment  inver- 
sement en  fonction  des  deux  variables  \,  V,  par  les  formules 
:r  =  X.    7  =  X  o'(Y)  +  -V (Y),     -  =  Y  [ X  ?'<  Y)  -^  'V (, Y,i]  -  X  <s(  Y )  -  i (Y); 

l'équation  de  celte  surface  s'obtiendra  en  éliminant  X  el  Y  ou.  ce  qui 
revient  an  même,  en  éliminant  le  paramètre  variable  a  entre  les  deux 
équations  ,   ,    \ 

o  =  y    —  xç'(a)  — -l-'Ca), 

dont  la  première  représente  un  plan  mobile  dépendant  du  paramétre  a, 
tandis  que  la  seconde  s'obtient  en  dill'érenliant  la  première  par  rapport  a 
ce  paramètre.  On  obtient  ainsi  les  surfaces  développables,  qui  seront 
étudiées  plus  tard. 

(i8  Équation  du  potentiel  en  coordonnées  curvilignes.  —  I-es  calculs 
qn'exise  un  changement  de  variabU-  peuvent.  ,lan-  bien  des  cas,  être 
simplifiés  par  différents  artifices.  Je  prendrai  pour  exemple  l'équation  du 
potentiel  en  coordonnées  curvilignes  orthogonales  (' ).  Soient 

F  {a-,  y,  -)  =  ?, 
F,(:r,/.  -)=?,, 
V.(x,y,  -)  =  ?î 

les  équations  de  trois  familles  de  surfaces  formant  un  système  triple  ortho- 
gonal, deux  surfaces  quelconques  appartenant  à  deux  familles  différentes 
se  coupant  toujours  à  angle  droit:  si  Ion  résout  ces  trois  équations,  on  en 
tire  .r,  T,  ;  en  fonction  des  paramètres  p,  pi.  ps, 

1     J7  =  Y    (  p,    pi,    p>  ), 

(6r,)'  '  r  =  ?i(P'  ?!•  p2)' 

'    ;  =  !f,(p,  pi,  Pj): 

0,  i,.  0,,  forment  un  svstème  de  coordonnées  curvilignes  orthogonales. 
'puisque  les  trois  surfaces  précédentes  sont  orthogonales,  les  tangentes 
aux   courbes   d'intersection   de   ces   surfaces   prises   deux  à  deux  doivent 
former  un  trièdre  trirectangle  ;  il  faut  donc  qu'on  aiL 

Sf>i  .te  n  tf-f    ào  O  «^r  ^  _  ,, 


(')  Lamk,  Traité  des  coordonnées  curvilignes. 

Voir  aussi  Bertrand,  Traité  de  Calcul  différentiel,  l.  I.  p.  i8i 
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le  signe  X  indiquant  qu'on  doit  remplacer  a  par  »i,  puis  par  a»,  et  ajouter. 
Ces  conditions  d'orthogonalité  peuvent  encore  s'écrire  sous  la  forme  équi- 
valente 

f  dp    Opi         iJp  dpi         Oz  dp,  _ 

\  àx   Ox         ày    dy     '    àz    Oz  ' 

(68)  {  -^     -^ 

j    dp  dOi  dpi  dp, 

{   dx  dx        '  "         '  Ox    dx  ' 

Cela  posé,  cherchons  ce  que  devient  l'équation  du  potentiel 

dn'     dn'     d'-\ 

dx-         dy-         dz- 

avec  les  variables  ç,  p,,  02:  on  a  d'abord 

d\  _  dV    dp  _^  d\  dp,         d\  dpt 
dx         dp    dx        dpi    dx         dp.,    dx 
puis 

dx^  ~  "dô^  [dx )    '^TpfK'àx)    ~dpfVdx/ 

_     d^V    dp   dp,  d'V     dp,  dp,  d'Y     dp_  àpi 

dp  dp,   dx   dx  dp,  dp2    àx_   dx        'dpdp-,  dx  dx 

dV  à^p         dV   d'-p,         dV  d' p^ 
dp    dx^        dp,    dx-         dp,    dx- 

En  ajoutant  les  trois  équations  analogues,  les  dérivées  du  second  ordre 
d^V       .        «" 
telles  que  - — ; —  disparaissent  dans  la  somme,  en  vertu  des  relations  (68), 

^       dp  dp, 
et  il  reste 

,^   ,      d»V        d2V        d'Y  .      di'.'  d'Y  ,       d'Y 

^'      Ox-         dy'^  d:-  '      dp'-  <*?'  ^Pl 

d\  ,         dX  à\ 

^A,rp)   —  -  A2   p,l—  +i,(p.>)  — . 
dp  dp,  dp, 

A,  et  Aj  désignant  les  paramètres  différentiels  de  Lamé 


^-f-m-(^}-m'- 


-  •   '       dx^        dy'-        d;î' 


Les   paramétres  dilTérentiels  du   [iremier  ordre  A|(p>,  Aj/p,),  \,(p,)  se 
calculent  facilement.  Des  relations  (66)  on  tire 

dç  dp  do    dp,  d-f    dp, 

dp  dx  dp,   dx  dpi   dx          ' 

ds)|  dp  do,  dp,  dtf,  dp,  

dp  dx  dp,    dx  doj   dx 

àtf,  dp  dtpj  dp,  dif,  dpi  _ 

dp  dx  dp,   dx  dp,   dx          ' 
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d'il    doj     d<fi  ■ 

et.  en  multipliant  ces  trois  équations  par  ^,  -^.  —  '  el  ajoutant, 


""(?)'-(ï)"-(ï; 


do        Oo  -,      •      , 

on  calcule  de  même  —  et  —,  el  il   vient 
oy        d: 


Si  donc  l'on  pose 


"=s(?)'  "'-sm-  "-sm- 

le  signe  C  indiquant  toujours  qu'on  doit  remplacer  œ  par  »,,  puis  par  (?,, 
et  ajouter,  on  a 


Ai(pi)=   Jj^'  -iii.'s)  -    h;- 


Lamé  obtient  les  expressions  de  A^ipi,  A,(?,l,  \,{o,)  en  fonction  de  ?, 
P,,   p„   par  un   calcul   assez  pénible,   qu'on   peut  abréger  comme  ,1  suit 
Dans  l'identité  (69), 

faisons  successivement  V  =  .r,  V  =/,  V  =  c  ;  nous  avons  les  trois  relations 

H   ;E^  H,   </pï         H.    dpl  ^''  '  0 

L'J-îl    '    _L  ^  -f- —  ^  -+-A2(^)- 
H    (<p2    "^  H,    yp'l    "^  H,    dp|  '     c 


dpi  opî 

-i,(p,)^+A,(p,)^  =  «, 


ÏÏ^        II,    <)p2    ^  H.,   dpl    ^    -^''^  <)?  ^pi  ^?2 

qu'il  n'v  a  plus  qu'à   résoudre   par   rapport  à  A,(p),  i,(p,),  A.,(p,).  On  en 

dtp     àft      0<Bï  .        ,        , 

tire,  par  exemple,  en  les  multipliant  par  ^,  -^,  -^>  et  ajoutant, 

Sd(f>  ^__i_nd<f^ LC^^  =  o 


D'ailleurs  on  a 


S  do  (j'9         I   à\\ 
do    dp'        2   dp 
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et,  en  différenliant  la  première  des  relations  (67)  par  rapport  à  pi,  il  vient 


SOv  à-f  Q  1)0      i)-!s     _        I 


On  a  (le  même 


et,  par  suite, 


1     âo 


ôp   dpï  ~~ 

i_  <m      _i diu      _i ()iu 

'''^'~        iH^    dp  ^  ■lmi^    dp    "^sHllj    dp 

1  *  > 

lin  posant  U  =  —,  II, 


A2(p)  =  /i^—     lo 


et  l'on  a  de  même 


^.(p.)=/'i^(ios/^; 


A,  l,,J 

A.(p,)  =  hl 


hhi, 


La  formule  (34)  devient  donc  en  définitive 
t)2V        à"-% 


(70) 


d;'''  dp-  '  <^?î  ■  <^?2 

'i    /  Il     \  d\        ,„    d     /,        /i,  \  d\ 

-+-  'I  \  —     '02  T-;-     — — 


,    ,       d        /  h,      \     d\ 

^''-^d^S^"-ThJdZ' 


ou,  sous  une  forme  idus  condensée 


-  Lt/p\ /(,/(,    i>p  /  dp,\li/i,   ôpj         dpi\/i/i,   dp,J  ] 

Appliquons  cette    formule   aux   coordonnées   polaires.   Les   formules   de 
transformation  sont,  en  remplaçant  p,  et  p^  par  0  et  tp, 

2- =  p  sin  0  cosï),         j' =  p  sin  0  sin  o,         ;  =  pcosO, 
et  les  •efficients  /i,  Aj,  It,  ont  les  valeurs  suivantes  : 

//  =  1,  /(,=  -.  Iii  = 

P 

la  formule  srénérale  devient  diinc 


0  sin  0  ' 


I         [  d    /        .    ,  à\'\  à        .    ,  dW 

.  V  =  r-T-     —  (  p2  sin  0  —  )  +  -r  (  sin  0  —- 

p"-  sinO  [do  \'  do  J         dO  \  dO  j 


—  f—L.  — 
à-f  \sin  6    d'^ 


KXKRCICKS. 

011,  en  développanl, 

comme  il  esl  facile  de  le  vérifier  directement. 


EXERCICES. 


1.   Eu    posant     ii  =  .t- ^  y- — 
on  a  identiquement  ^^"-'^''^i^o.   Trouver  la  relation   qui   lie   «,  i', 


Dix,}-,  z) 
i.  Soient 


"1  ■■ 


VI  —  .7-1    —  . 

on  a 


U(.ri.  X;.   ...,  x„)  ,  ,  i 

3.  Si  l'on  pose 

Xi  =  cosoi, 

a-,  =  sinoi  cosço, 

Xi  =  sin-ii  îinçj  cosoj, 


x„  =  sinçi  sintp.» .  . .  sino„.i  cos'Jn, 
on  a 

l^K^i-  -'"a ■^"'    _  (-i^'i^in";;,  sin"-' o.  sin"-Î03  . . .  sin^o,,-!  sino,,. 

i.  Vérifier  directement  que  la  fonction  ;  =  Fi  .r,  y)  définie  par  les  deux 
équations  ,    . 

o  =  x    -H  J' /'(a) -^  ?'(»)> 

où  a  esl  une  variable  auxiliaire,  satisfait  à  la  relation  //  —  s-  =  o,  quelles 
que  soient  les  fonctions /(a)  el  o(ï  )■ 

3.  Vérifier  de   même  que    toute    fonction  implicite  z  =  FiX,y),  définie 
par  une  équation  de  la  forme 


i6o  i;hapitre  mi. 

satisfait,  quelles  que  soient  les  fonctions  fiz)  et  'l'(^).  à  la  relation 

iq^ —  f.pqs  +  fp-  =  o. 

6.  La  fonction  -  =  F(.r,  y),  définie  par  les  deux  équations 

z<i'(a)  =[y  —  ?(«)]-,  (x  -h  :i)  v' (  Oi)  =  y  —  <f(  a), 

où  a  est  une  variable  auxiliaire,  satisfait  à  la  relation  pq  =  z,  quelle  que 
soit  f  (a). 

7.  La  fonction  z  =  F(x,  y),  définie  par  les  deux  équations 

[z  —  u(a)]2=  xîCj'î—  a2),  [z  -  9(a)]  9'(a)  =  a:î-2, 

satisfait  de  même  à  la  relation  pq  =  j"y. 

8.  Si  l'on  pose  x  ="/(  u,  v),  y  =  œ («,  v),  les  fonctions /("  h,  c)  et  f(u,  v) 
satisfaisant  aux  conditions 


df        dif  àf  da 

du        àv  dv  du 


on  a  identiquement 


du^  dv^   "  \dx''  ~'~  dy''  )  [^\àu/    '^\àv)    J' 

9.  Si  la  fonction  \(.r,  y,  z)  satisfait  à  l'équation  Ao  V  =  o,   il  en  est  de 
même  de  la  fonction 


r      \       r-  /•■'-  r-- 1 


où  k  est  une  constante,  et  où  l'on  a  posé  /-  =  x'-  -(- r'  -h  j'. 

(  Lord  Kelvin.) 

10.  Soient   \(x,y.  z)   et   S^ix.y,  z)    deux    intégrales    de    l'équation 
AoV  =  o  ;  la  fonction 

U  =  \ix,y,  3)-h(3-2-4->'2+x;2)V,(j-,  jK,  z) 

satisfait  à  l'équation 

As  A2  U  =  o. 

11.  Que  devient  l'équation 

(x  —  x-^)y'-^{\  —  -ix--)y'  —  xy  =  o, 
quand  on  fait  le  changement  de  variable  x  =  \/  \  —  f-t 
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12.  Même  question  pour  l'équallon 

quand  on  fait  le  cliangeiuent  de  variables  .r  =  (<''.  J'  =  -• 

13.  Soient  \^f{x,y.zt,  \  =  ti(:r.  y,  :),  Z  =  "i  (^,  .)',•=  )  les  équations 
qui  définissent  une  transformation  ponctuelle  dans  l'espace.  A  toute  direc- 
tion 0  issue  d'un  point  rn(x,y,  z)  correspond  une  direction  A  issue  du 
point  M.  A  trois  directions  de  paramètres  directeurs  («i,  b^,  c,),  («o,  65,  Cj), 
(03,  63,  C3)  issues  de  m  correspondent  trois  directions  issues  de  M,  de  para- 
métres (A|,  B,,  Cl),  (A.i,  B.2,  C.)  ),  (A3,  H},  Cj)  respectivement.  Démontrer 
que  le  déterminant  formé  par  ces  neuf  coefficients  A,-,  B,,  C,  est  égal  au 
produit  du  déterminant  formé  de  la  même  façon  avec  les  neuf  coef- 
ficients (a,-,  ù,.  Ci)  par  le  jacobien        ,  '    ^ — —  .   lin   déduire   que   les   deux 

trièdres  ont  la  même  disposition  ou  une  disposition  inverse,  «uivant  le 
signe  du  jacobien.  (Les  deux  svslèmes  d'axes  de  coordonnées  sont  supposés 
de  même  dispositi(ui.  ) 

\i.  Si  les  fonctions  f.  es.  '^j  de  l'excicfce  précédent  sont  nulles  pour 
x=j'=  3  =  0,  montjer  qu'il  existe  en  général  tiois  directions  rectan- 
gulaires issues  de  l'origine,  et  trois  seulement,  auxquelles  correspondent 
trois  autres  directions  rectangulaires  issues  de  l'oiigine. 

Mêmes  problèmes  pour  les  transformations  ponctuelles  tians  le  plan. 

\o.  En  cliaque  point  M  d'une  surface  S,  on  mène  la  normale  MM  dont 
on  prend  le  point  de  rencontre  X  avec  un  plan  fixe  l',  puis  on  porte  sur  la 
perpendiculaire  au  plan  menée  par  ce  point  N  une  longueur  N //(  =  NM. 
Trouver  le  plan  langent  à  la  surface  décrite  pai'  le  point  m. 

La  transformation  précédente  est  une  transformation  de  contact.  Etudier 
la  transformation  inverse. 

16.  A  paitii-  des  différenis  points  d'une  surface  donnée  S,  on  porte,  sur 
les  normales  à  cette  surface,  une  longueur  conslante  /;  cheicber  le  plan 
tangent  à  la  surface  S,  lieu  des  points  ainsi  ohlenn?,  (surfaces parallèles). 

Même  problème  pour  une  courbe  plane. 

17.  'Etant  donnés  une  surface  S  et  un  point  fixe  O,  on  joint  le  point  O 
à  un  point  quelconque  M  de  la  surface  S;  par  le  rayo.n  OM  et  la  nor- 
male MN  à  la  surface  S  au  point  M  on  fait  passer  un  plan  OiMN.  Dans  ce 
plan  OMN  on  élève,  par  le  point  O,  une  perpendiculaire  au  rayon  OM  sur 
laquelle  on  porte  une  longueur  OP  =  OM.  Le  point  F  décrit  une  surface  S 
qui  est  dite  Vapsidale  de  la  première.  Trouver  le  plan  tangent  à  celte  sur- 
face. La  Iransformation  précédente  est  une  transformation  Je  contact,  et  il 

G.,  I.  II 
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y  a  réciprocité  entre  les  surfaces  S  et  S.  Lorsqu'on  prend  pour  la  surface  S 
un  ellipsoïde,  le  point  O  étant  au  centre,  la  surface  S  c-t  la  surface  des 
ondes. 

IS.   Wniariants  diffcrentieh  d'Halphen.  —  L'équation  dilférentielle 

(  d-y\^  d^  y        ,.d-y  d'y  d*  y  fd^y,^  _ 

\  dx-  /     dx'  dœ'^    dx^    dx'  \  dx'  j 

ne  change  pas  de  forme  quand  on  effectue  sur  les  variables  x,y  une  trans- 
formation ho'mograpliique  quelconque. 

19.   Dans  l'expression 

P  dr  -+-  O  dy  -;-  I'.  dz. 

où  P,  Q,  R  sont  des  fonctions  quelconques  de  x,y.  c,  on  pose 

X  ^  fi u,  V,  w)^        j' =  o(  «,  (',  ic),         c  = '1/1  »,  r.  ir  ), 

M,  t",  w  étant  de  nouvelles  variables;  elle  se  change  en  une  expression  de 
même  forme 

P,  da-^  Qi  «'■■  +  R|  f/i.', 

Pi^  Ql^  Ri  étant  des  fonctions  de  ;(,  r,  ic.  Vérifier  que  l'on  a  identique- 
ment 

DO,  r-,  c 


D(  ;;,  i',  IV  ) 


en  posant 


\(^;  Oy    I  -    \àr  Oz    /  \  ity  dx    / 

„,  =  p/:!Qi_!!!!i)__o,f^-!^)^R,(^-^-^V 

\  dw  di-  !         ^    \  du  (Hv  1  \  Of  du.  J 

20.   ' Covariant  bilinéaire.  —   Soit   6,;  une  forme  linéaire  de  dilTéren- 

tielles 

e,/  =  X,  (/j'i  -+-  \i  dxi -h ...-+-  X„  dx„ , 

où  Xi,  X.i,  ....  X„  sont  des  fonctions  des  n  variables  X\,  Xj.  ....  x„.    On 
considère  reN])ression 


1  =  1     A  =  l 

où  l'on  a  posé 


H  =  ^     ^  «i7.  dx:  ox/,-, 
*  =  i 


et  où  figurent  deux  systèmes  de  différentielles  rf,  î.  Si  l'on  fait  un  change- 
ment de  variables  quelconque 

Xi  =  Oiiyi,  /2>     ■  ■  ■:  yil)  ('   =  •>    '.*1     •  •  •!    'î)l 
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1  expression  6,;  se  change  en  une  expression  de  même  forme 

où  Y].  Y.;,  ...,  Y„  sont  des  fonctions  de  J'\,  J't,  ■■■.y,,',  soient   de  même 

''"''■       ày,,        àfi 
et 

On  a  identiquement  H  =  H',  pourvu  qu'on  remplace  dxi  et  o:r^  par 
Oai  03,-  do,- 

ârj/,.    ^  do/,    ^  £>3(.    ^ 


dr 


r,y, 


ày/'-^'^---   '     ôyn"^" 


respectivement.  On  appelle  H  un  covariant  bilinéaire  de  8,/. 

-1  •     o   .  •  -  ■  1 .  ^^  —  ''  ■  ,.         ■         , 

2t.  Scluvarzien.  —  Si  I  on  pose  y  =  ;,  .r  étant  une  fonction  de  t 

'         -^         ex  —  d 

et  a,  h,  c,  d  étant  des  constantes  quelconques,  on  a 

^ _± (^Y _  z!! _ ^ {■---]' 

x'         i\x'j         y  1  \y'  ) 

y,  x' ,  x"',y',  y',  y"  désignant  les  dérivées  par  rapport  à  la  variable  t. 

22.   "Soient  u  et  v  deux  fonctions  quelconques  des  deux  \ariables   indé- 
pendantes X  et  y.  On  pose 

a  u  -^  b  V  -^  c  a'  n  ^  b'  V  ^r-  c' 

Lj  =  — ; T7, ï'  »   =  — ;; t~ ^' 

au  —  o  i'  -^  c  au  —  ni'  —  c 

a,  b,  c,  ....  c"  étant  des  constantes.  Démontrer  les  formules 

d^-u  Ov         il'-v  du  à^-V   d\'        d»V  dU 

àx'^  àx        ox-  ux  dx-   dx         dx-   dx 


{u,  P)  (U,  V) 

d-  u    dr         à- 1>    du  /  ài>      d-  u  du     d^  v 

Ox-    dr 


V    du  /  de     d-  u  du     d^v  \ 

V-    dy  Xdx   dx  dy         dx  dxdyj 


(u,  i-) 
à'-V  dV  _  d'^V  dV  /d\    d'-V         dV,     à^\  \ 

Ox-    dy         dx-  Oy  \d.r  dx  dv        d.r   dx  dy  ' 
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et  les  formules  analogues  obtenues  en  permutant  a'  cl  y ',  on  pose 

du  <)i-         du  dv  .,    ,,,        dV   d\'         dV   c*V 

(u.i>)  =  - ; ,  (U,V)  = ; — • 

0.T  dy        ày  Ox  Ox   dy         Oy    dx 

(GoiiRSATct  Painlevé,  Comptes  rendus,  iS8;.) 

23.  Trouver  les  valeurs  maxima  et  niinima  de  la  distance  d'un  point  à 
une  courbe  plane  ou  gauche,  de  deux  points  de  deux  courbes,  de  ileux 
points  de  deux  surfaces. 

24.  Les  points  d'une  surface  S,  pour  lesquels  la  somme  des  carrés  des 
<iistances  à  n  points  fixes  est  maximum  ou  minimum,  sont  les  pieds  des 
normales  abaissées  sur  cette  surface  du  centre  des  moyennes  dislances  des 
n  points  fixes  donnés. 

25.  De  tous  les  quadrilatères  que  l'on  peut  former  avec  quatre  cotés 
donnés,  celui  qui  a  la  .plus  grande  surface  est  inscriptible  dans  une  circon- 
férence. Extension  aux  polygones  de  n  côtés. 

26.  Maximum  du  volume  d'un  parallélépipède  rectanj;le  inscrit  dans  un 
ellipsoïde. 

27.  Trouver  les  axes  d'une  quadrique  à  centre  en  considérant  les  som- 
mets comme  les  points  dont  la  distance  au  centre  est  maximum  ou 
minimum. 

28.  Même  problème  pour  les  axes  de  la  section  centrale  d'un  ellipsoïde. 

29.  'Trouver  l'ellipse  d'aire  minimum  passant  par  les  trois  sommets 
d'un  triangle,  et  l'ellipsoïde  de  volume  minimum  passant  par  les  quatre 
sommets  d'un  tétraèdre. 

30.  Trouver  la  plus  courte  distance  d'un  cercle  et  d'une  droite  ilans 
l'espace. 

31.  *Le  carré  du  module  d  un  déterminant  D  à  éléments  imaginaires  est 
au  plus  égal  à  la  racine  carrée  du  produit  des  sommes  des  carrés  des 
modules  des  éléments  d'une  même  ligne.  (Hadajiard.  ) 


CHAPITRE  IV. 


INTEGRALES   DEFIXIES. 


I    —   METHODES  DIVERSES   DE  QIADHATURE. 

09.  Quadrature  de  la  parabole.  —  La  détermination  de  Taire 
d'une  courbe  plane  est  un  des  problèmes  qui  ont  le  plus  exercé  la 
sao;acité  des  géomètres.  Parmi  les  exemples  que  nous  ont  laissés 
les  anciens,  un  des  plus  célèbres  est  la  quadrature  de  la  parabole 
par  Archimède;  nous  indiquerons  une  de  ses  méthodes. 

Soit  à  déterminer  Faire  comprise  entre  Tare  de  parabole  VCB  et 


la  corde  AB.  Menons  le  diamètre  CD  joignant  le  milieu  D  de  AB 
au  point  C  où  la  tangente  est  parallèle  à  AB,  les  cordes  AC  et  BC, 
et  prenons  les  points  E%tE'  où  la  tangente  est  parallèle  respecti- 
vement aux  deux  cordes  BC  et  AC.  Nous  allons  d'abord  comparer 
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l'aire  du  triangle  BEC,  par  exemple,  à  celle  du  triangle  ABC. 
Menons  la  tangente  ET  qui  coupe  CD  au  poinl  T,  le  diamètre  EF 
qui  coupe  CB  en  F,  et  enfin  les  parallèles  EK,  FH  à  la  corde  AB. 
D'après  une  propriété  élémentaire  de  la  parabole,  on  a  TC  =  CK; 

d'ailleurs  CT  =  EF  =  KH  et,  par  suile,  EF  =  —  =  -r--  Les  aires 

■_'.  4 

des  deux  triangles  BCE,  BDC,  ayant  la  base  commune  BC,  sont 

entre  elles  comme  les  bauteurs,  ou   comme  les  droites   EF,  CD. 

L'aire   du    triangle   BCE   est    donc   égale    au    quart   de    l'aire    du 

triangle  BCD,  ou  au  huitième  de  l'aire  S  du  triangle  ABC;   l'aire 

du  triangle  ACE'  a  évidemment  la  même  valeur.  En  opérant  de  la 

même  façon  sur  cbacunedes  cordes  BE,  CE,  CE',.E'A,  on  obtient 

S  ■      ■ 

quatre  nouveaux  trianoles  dont  l'aire  est  éoale  à  —,   et  ainsi  de 

suite.  La  n'"™^  opération  conduira  à  2"  triangles,  l'aire  de  chacun 
deux  étant  égale  à  —  •  L'aire  du  segment  de  parabole  est  évidem- 
ment égale  à  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme  des  aires  de  tous 
ces  triangles,  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  c'est-à-dire  à  la 
somme  de  la  progression  géométrique  décroissante 

„       S        S  S 

S-1--  +  —  -(-...-1-7--+-..., 
4        r  4" 

qui  a  pour  valeur  ■^.  On  voit  donc  que  Taire  cherchée  est  égale 

aux  -  de  Vaire  du  parallélogramme  cojistruit  sur  AB  et  CD. 
La  méthode  précédente  est  une  méthode  d' exhaustion  ;  Taire 
que  Ton  veut  calculer  est  exprimée  par  la  somme  d'une  série  con- 
vergente. Archimède  a  employé  aussi,  pour  le  même  problème, 
une  autre  méthode,  beaucoup  plus  voisine  des  méthodes  modernes, 
où  l'aire  du  segment  parabolique  est  décomposée  en  un  nombre 
indéfiniment  croissant  de  parties  infiniment  petites.  Jusqu'à  l'in- 
vention du  Calcul  intégral,  les  géomètres  se  sont  servis  de  procédés 
plus  ou  moins  analogues  à  ceux  d'Archimède  pour  le  calcul  des 
aires,  des  arcs  et  des  volumes  (').  (Quelle  que  soit  l'ingéniosité  de 
ces  procédés,  ils  oflrent  surtout  aujourd'hui  un  intérêt  historique. 
Aussi  nous  allons  inditjuer  tout  de  suite  la  méthode  générale  de 

(  '  )  On  trouvera,  dans  le  Traité  de  Duhamel,  un  grand  nombre  d'exemples  de 
déterminations  d'aires,  d'arcs  et  de  volumes,  par  les  procédés  des  anciens. 


I.    —    MÉTHODES    DIVERSES    DE    QUADRATURE.  l 'i- 

clécomposition  qui   nous   conduira   tout  naturellement  au    Calcul 

intrgral. 

70.  Méthode  générale. —  Soit  y^^fix)  une  fonclion  conlinue, 
positive  et  croissante  dans  uu  iulervalle  ia,  b)\  à  cette  l'onction 
(■orres[iond  un  arc  de  courbe  AMB  situé  au-dessus  de  Ox.  Propo- 
sons-nous de  calculer  Taire  comprise  entre  l'arc  AMB,  les  deux 
ordonnées  AP,  B(^  et  le  segment  P(^)  (  fig.  9).  Pour  cela,  décom- 
jiosons  le  segment  PQ  en  un  certain  nombre  de  segments  plus 
petits  par  des  points  de  division  d'abscisses  .r,,  x->,  ....  ^«_i,  ces 
abscisses  croissant  avec  l'indice,  puis  par  ces  points  de  division 
menons  des  parallèles  à  Oy.  L'aire  à  évaluer  se  trouve  ainsi  décom- 
posée en  un  certain  nombre  de  trapèzes  mixlilignes. 

Considérons,  par  exemple,  le  trapèze  mixtiligne  c,-^i  «'(_i  »ïiC,-; 


l'aire  de  ce  trapèze  est  évidemment  comprise  entre  l'aire  /•,  du  rec- 
tangle c,_,  7/;,_i/>,c,  et  l'aire  R,  du  rectangle  C/_)  (///»/C/.  En  dési- 
gnant par  -X,  l'aire  à  évaluer,  on  a  donc  la  doid)le  iiiégalit('' 

2''.<^^<2;«" 

Mais  il  est  facile  de  calculer  S/-,  et  SR,  : 

i  =2  /■,=/(«)  {xi—  a)  -h/(x,  )  (j:-2  —  .r,  )-+-..  .  -i-f{  .r„_i  )(b  —  .r„_,  ), 
S  =^R,  =/(.ri)(;r,  -  «  j -^/(:r,)  (ar,  -  ^,) -i-. .  .-+-/(6)  (  6  -  j-„- i)- 
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La  diftérence  S  —  *■  a  pour  expression 

S  -  ^  =  (X,-  «)  [/(-.r,  )  ^-/,  a)]  +  (.r,-x,)[f(x,)-/(x,)]  -+-. .  . 

soit  •/,  la  plus  grande  des  diflérences  .-r,  —  a,  X2—a'\-  .•  .;  il  est 
clair  qu'on  augmente  le  second  membre  en  remplaçant  toutes  ces 
différences  par  r,.  On  a  donc 

et.  par  suite, 

S  — s  <•'■.[/(  6) -/(«)]. 

La  diirérence  S — s  tend  donc  vers  zéro  lorsque  le  nombre  n  aug- 
mente indéfiniment  de  façon  que  la  valeur  maximum  des  diffé- 
rences Xj — Xi_,  tende  vers  zéro.  A  plus  forte  raison,  les  diffé- 
rences S  —  -.1»,  (.%>  —  5  tendent  vers  zéro  dans  les  mêmes  conditions, 
et  A,  est  la  limite  commune  des  deux  sommes  S  et  s.  On  a,  par 
exemple, 

(i)     cls  =lim[(;r,  — n )/(«)-(- (j2  —  .r,)/( 3-1  )  H- ...  +  (/.-  — .r„--i  )/(.r„_i  )]. 

Le  raisonnement  serait  le  même  si  la  fonction  y  (a:)  était  décrois- 
sante dans  l'intervalle  (a,  b).  Si  cette  fonction  présentait  un  cer- 
tain nombre  de  maxima  et  de  minima  dans  cet  intervalle,  on 
décomposerait  le  segment  total  en  plusieurs  segments  partiels  par 
les  ordonnées  des  points  où  f  i x)  est  maximum  ou  minimum. 
Nous  allons  donner  un  exemple  dû  à  Fermât. 

Soit  à  trouver  l'aire  comprise  entre  la  courbe  j' =  A.t;!^,  l'axe 
des  X  et  les  deux  droites  x^=a,  x  ^  0  (o  <Z  a  <Z  t>  ï.  l'exposant  [j. 
étant  quelconque.  Pour  cela,  nous  insérerons,  entre  a  et  b, 
n  —  I  moyens  géométriques,  de  façon  à  avoir  la  suite 

a,     ait^a),     a(i-T-a)-,      .    .,     a(i-t-a)"-',     l>, 

le  nombre  a  satisfaisant  à  la  condition  «(i  +  a)"^  b;  les  nombres 
précédents  étant  pris  pour  abscisses  des  points  de  division,  les 
ordonnées  correspondantes  ont  pour  valeurs 

AaV-,     Xa\>-(i^i)V;     XaV-li  —  oiy-V:      

et  l'aire  du  p'"°°  rectangle  a  pour  expression 

[a(i-^  a)P—  a(n-  a)/'-']  A  aH-ii  -4-  a//'~i'ti=  XaV-->-'  a(t  -i-  a  i  /^-iHa+i). 
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La  somme  des  aires  de  tous  ces  reclangles  est  donc  égale  à 

Artii^i  o([i  -!- (  I -{- a  )!'--^' -h  (i  -+-a)-'P-+''-t-.  ..-(-(1  +  a)'''-"'!'-+ii]; 

SI    ;-<•  ^  I    n  est    pas    nul,    ce    que    nous    supposerons    d'ahord,    la 

somme  entre   parenthèses  est  e"ale  a : ,  et,  en  rem- 

■  ^  (I  -I-  ■x)V--*-'  —  I 

plaçant  (7(  i  +  a  )"  par  b.  on  peut  écrire  la  somme  précédente 

A(/j!^+1  —  o!J-+i)- 


■X  IH--'  —  I 


Quand  7.  tend  vers  zéro,    ie  quotient  ■ ^ a  pour  limite 

la    dérivée    de    (i  +  a)!''^'    par    rapport    à    y.,    pour   a=o,    cest- 

a-dire  'a  +  i  ;  I  aire  cnercliee  est  donc  égale  a 

Lorsque  a  =  — i,  le  calcul  ne  s  applicpie  plus.  La  somme  des 
aires  des  rectangles  inscrits  est  égale  à  «  Aa,  et  il  faut  clierclier  la 
limite  du  produit  />  a.  n  et  a  étant  liés  par  la  relation 

0(1  -I-   2)"=   Ù. 

On  lire  de  là 


'  a  log(  1  H-  y.) 

losil  I  -I-  a  )^ 


log  désignant  le  logarithme  népérien;  lorsque  a  tend  vers  zéro, 
(i-l-y.)^  a  pour  limite  le  nombre  e,  et  le  produit  iiy.  a  pour 
limite  log  —  -  L'aire  cliercliée  est  donc  égale  à  Alog  — ■ 


71.  Fonctions  primitives.  ■ —  L'invention  du  Calcul  intégral  a 
ramené  le  calcul  d  une  aire  plane  à  la  recherche  d'une  fonction 
ayant  pour  dérivée  une  fonction  connue.  Soily  =f(x)  l'équation 
d'une  courbe  rapportée  à  deux  axes  rectangulaires,  la  fonctiony(ic) 
étant  continue.  Considérons  l'aire  comprise  entre  celle  courbe, 
l'axe  des  x,  une  ordonnée  flxe  MoP^  et  une  ordonnée  variable  MP 
comme  fonction  de  l'abscisse  a;  de  l'ordonnée  variable.  Cette  aire  A- 
est  évidemment  une  fonction  continue  de  X,  tant  que  la  fonc- 
tion /(x)  reste  elle-même  continue.  Afin  d'embrasser  tous  les  cas 
possibles,  nous  conviendrons  de  désigner  par  X  la  somme  algé- 
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brique  des  aires  liinilées  par  la  courbe  donnée,  l'axe  des  ,r  et  les 
droites  MoPq,  MP,  chacune  des  portions  dont  peut  se  composer 


cette  aire  étant  affectée  d'un  signe,  le  signe  +  pour  les  aires  à 
droite  de  M^  Pj  et  au-dessus  de  Ox,  le  signe  —  pour  les  aires  à 
droite  de  M^P,,  et  au-dessous  de  Ox,  et  la  convention  contraire 
étant  faite  pour  les  aires  à  gauche  de  M„P„.  x^insi,  lorsque  MP 
vient  en  M'P',  on  prendra  -l.  égal  à  la  différence  des  deux  aires 

MoP„C  — IM'P'C; 

de  même,  si  MP  est  en  M"P",  on  aura  A,  =  M"P"D  —  M„P„D. 

Ces  conventions  étant  faites,  nous  allons  montrer  que  la  fonc- 
tion continue  cA»  ainsi  définie  a  pour  dérivée/(x).  Prenons,  comme 
l'indique  la  figure,  deux  ordonnées  voisines  MP,  NQ,  d'abscisses  x 
el  X  -j-  \x.  L'accroissement  de  l'aire  \-X  est  évidemment  compris 
entre  les  deux,  rectangles  qui  auraient  pour  base  commune  la  dis- 
tance PQ  et  pour  hauteurs  respectives  la  plus  grande  et  la  plus 
petite  des  ordonnées  de  l'arc  MN;  désignons  ces  ordonnées  iiuixima 
et  minima  par  H  et  h,  nous  pouvons  écrire 

/(  A.r  <;  Ac^l,  <  H  ix, 

ou,  en  divisant  par  Aa',  /(  -<  — ^  <  H.  Lorsiiue  A.r  tend  \ers  zéro, 
la  fonction  /(x)  étant  continue,  H  et  h  ont  pour  limite  com- 
mune MP  ou /(a;);  la  fonction  .1.  a  donc  pour  dérivée /(.r).  Le 
lecteur  vérifiera  sans  peine  que  la  conclusion  est  la  même,  quelle 
que  soit  la  position  du  point  M. 

Si  l'on  connaît  déjà  une  fonction  primitive  de  f(x),  c'est- 
à-dire    une    fonction    F  (x)    ayant   pour    dérivée  f{x),    la    diffé- 


II.    —    INTÉGRALES    DÉFIMliS.    —    XOTIONS    QVl    S'y    IIATTACIIENT.  171 

rence  -l> — ^i-^)  u^ant  sa  dérivée  égale  à  zéro  se  récliiil  à  iiiic 
constante  G  (n°  17).  Pour  déterminer  la  constante  C,  il  suffit  de 
remarquer  que  l'aire  ,1,  est  nulle  pour  l'abscisse  x^a  de  la 
droite  M„P„.  On  a  donc 

-X  =  F{x)  —  F(a). 

Le  raisonnement  qui  précède  prouve  :  d'une  part,  que  la  déter- 
mination d'une  aire  plane  se  ramène  à  la  recherche  d'une  fonction 
primitive;  d'autre  part  (et  celte  conséquence  est  beaucoup  plus 
importante  pour  nous),  que  toute  fonction  continue  f  {x)  est  la 
dérivée  d^ une  autre  fonction.  Ce  théorème  fondamental  est  ainsi 
établi  à  l'aide  d'une  notion  géométrique  un  peu  vague,  celle  de 
1  aire  d'une  courbe  plane.  On  s'est  contenté  pendant  longtemps  de 
cette  démonstration,  mais  elle  ne  saurait  suffire  aujourd'hui.  Pour 
fournir  une  base  solide  au  Calcul  intégral,  il  est  indispensable  de 
donner  de  ce  théorème  une  déiiionstratiou  piireiiient  analytique, 
ne  faisant  aucun  a|i|iel  à  i'iiiluition  géométrique,  d'autant  plus 
qu'une  fonction  continue  n'est  pas  toujours  susceptible  d'une 
représentation  graphique  (n"'  7  et  33).  Si  j'ai  rappelé  la  démonstra- 
tion précédente,  c'est  non  seulement  à  cause  de  son  intérêt  liisto- 
rique,  mais  aussi  parce  qu'elle  nous  fournil  l'élément  analytique 
essentiel  de  la  nouvelle  démonstration.  C'est  en  effet  l'étude  des 
sommes  telles  que  (i),  et  de  sommes  d'une  forme  un  peu  plus 
générale,  qui  va  jouer  un  rôle  prépondérant  ('). 
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72.  Les  sommes  S  et  i.  —  So'xl  fi x\  une  fonction  bornée,  con- 
linue  ou  non,  dans  1  intervalle  (a,  /y),  où  a<^b.  Imaginons  l'in- 
tervalle I  «,  b)  décomposé  en  un  certain  nombre  d'intervalles  par- 

(')  Parmi  les  travaux  les  plus  imporlanls  sur  la  notion  générale  d'intégrale 
définie,  je  dois  citer  ici  le  Mémoire  de  Riemann,  Sur  la  possibilité  de  repré- 
senter une  fonction  par  une  série  trigononiélrique  (  Œuvres  de  fiieniann, 
traduites  par  Laugel,  p.  220),  et  le  Mémoire  déjà  cité  de  M.  Darboux,  Sur  les 
fonctions  discontinues  (Annales  de  l'École  Normale  supérieure,  2*  série, 
t.  IV).  Nous  adoptons  la  définition  de  l'intégrale  définie  qui  est  due  à  Riemann. 
M.  Lebesgue  a  proposé  une  définition  plus  générale  (Leçons  sur  l'intégration  et 
ta  reclierche  des  fonctions  primitives;  Gauthier- Villars,  1904). 
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tiels  plus  petits  {a,  x,),  {x,,  x^),  . . .,  {Xn-\,  ti),  les  nombres  .r,, 
X2,  ••.,  x„_,  allant  en  croissant;  désignons  par  M  et  m  les  bornes 
de  f(x)  clans  l'intervalle  total,  et  par  M,-  et  m,-  les  bornes  de  la 
même  fonction  dans  l'intervalle  {Xi_,,  Xi),  et  posons 

S  =  M,{xi—a)-^M,(x,  —  j;,')  ^..  .-h  M„(6  — .r„_,), 
s  =z  mi(.Tt  —  a)  -i-  ini(.T,  —  .rj  )-)-... -1-  ;«„(i  —  ^«-i). 

A  tout  mode  de  subdivision  de  («,  6)  en  intervalles  plus  petits  cor- 
respond une  somme  S  et  une  somme  s  ■<  S.  Toutes  les  sommes  S 
sont  évidemment  supérieures  à  m(b  —  «),  car  tous  les  nombres  M,- 
sont  supérieurs  ou  au  moins  égaux  à  m;  ces  sommes  S  ont  donc 
une  borne  inférieure  I.  De  même,  les  sommes  s,  qui  sont  toutes 
plus  petiles  que  M(i  —  a),  ont  une  borne  supérieure  I'.  Nous 
allons  montrer  que  I'  est  au  plus  égal,  à  I.  Il  suffit  évidemment 
pour  cela  de  montrer' qu'étant  donnés  deux  modes  de  subdivision 
quelconques  de  l'intervalle  (a,  b),  auxquels  correspondent  respec- 
tivement les  sommes  S  et  5,  S'  et  5',  on  a  s<;  S',  s'<;  S  (••■). 

Supposons  d'abord  qu'on  subdivise  chacun  des  intervalles  (a,  ar,), 
(aTi,  X2),  ...  en  intervalles  plus  petits  par  de  nouveaux  points  de 
division  et  soit 

«.    ri'    ^2,    ■••,    yi.-\,   -î-i.   yk+u     ■■,    yi-u    ^2,   yi+\,    ■.-,    b 

la  nouvelle  suite  obtenue;  le  nouveau  mode  de  subdivision  est 
dit  consécutif  au  |5remier.  Désignons  par  S  et  t  les  sommes  ana- 
logues à  S  et  à  s  relatives  à  cette  nouvelle  tlivision  de  (<?,  b\  et 
comparons  S  et  S,  5  et  o-.  Comparons,  par  exemple,  les  portions 
des  deux  sommes  S  et  2  qui  proviennent  de  l'intervalle  (a,  .^i). 
Soient  M',  et  in\  les  bornes  de  fi^x)  dans  l'intervalle  («,  y,),  M', 
et  w'.,  les  bornes  dans  l'intervalle  (l'uyo),  .  .  .,  M,,  et  «i^  les  bornes 
dans  l'intervalle  (j'a_(,  J?i).  i.^a  portion  de  S  qui  provient  de  («,  a?(  ) 
est  donc  égale  à 

M'i  (_xi  —  «  )  +  m;  (^o  — ^'1  )  -h. . .+  M;,-(.r,  —  j7,-i  ), 

(')  Ce  résultat  peut  s'établir  sans  ;eucuu  culcut  Supposons,  pour  fixer  les  idées, 
/(a;)  >o  dans  l'inlervalle  (a,  b),  et  soit  D  le  domaine  formé  par  l'ensemble 
des  points  du  plan  dont  l'abscisse  x  est  comprise  entre  a  et  è,  et  l'ordonnée  y 
entre  x  cl  f(x).  Toute  somme  S  mesure  l'aire  d'un  domaine  polygonal  P  qui 
renferme  le  domaine  D  à  l'intérieur,  tandis  qu'une  somme  s'  mesure  l'aire  d'un 
domaine  polygonal  p'  contenu  dans  1>.  Le  domaine  P  renferme  donc  le  do- 
maine p' ,  et,  par  suite,  on  a  S  >  s'. 
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<l,  comme  les  nombres  M,,  M! ,  M^.   ne  peuvent  dépasser  M|, 

il  est  clair  que  la  somme  précéclenle  est  au  plus  égale  à  M|  (x,  ■ — a); 
de  même,  laporlTon  de  iS  (|ui  provient  de  l'intervalle  (oTi.  x^)  est  au 
plus  égale  àMoia^. —  .r,),  et  ;iinsi  de  suite.  En  ajoutant  toutes  ces 
inégalités,  on  trouve  I^  S,  et  Ion  verrait  de  même  qu'on  33-^5. 
Considérons  maintenant  deux  modes  de  subdivision  tout  à  fait 
quelconques,  auxquels  correspondent  les  sommes  S  et  s,  S'  et  x' . 
En  superposant  les  points  de  division  des  deux  subdivisions  pré- 
cédenies,  on  obtient  un  troisième  mode  de  subdivision  qui  peut 
être  considéré  comme  consécutif  à  chacun  des  premiers.  Soient  S 
et  0-  les  sommes  relatives  à  celte  division  auxiliaire.  D'après  ce  que 
nous  venons  de  voir,  on  a  les  inégalités 

v<5_         --S.         -  ^  S',         n'^s': 

comme  S  est  supérieur  à  y.  on  en  conclut  que  l'on  a  5'<;  S,  s  <  S'. 
Toutes  les  sommes  S  étant  supérieures  aux  sommes  5.  la  borne  I 
ne  peut  être  inférieure  à  la  borne  1';  donc  on  a  1^1. 

73.  Tbéorème  de  M.  Darboux.  • —  Les  sommes  S  el  s  tendent 
respecliicmcnt  vers  les  nombres  1  et  1'  lorsque  le  nombre  n 
'•roit  indéfiniment,  de  façon  que  la  plus  grande  des  diffé- 
rences Xi —  Xi_i  tende  vers  zéro. 

Démontrons-le,  par  exemple,  pour  les  sommes  S.  Soit  e  un 
nombre  positif  arbitraire.  Puisque  I  est  la  borne  inférieure  des 
sommes  S,  il  existe  une  suite  de  nombres  croissants 

a  <  «1  C  a»  < . . .  C  "v'-i   ^  ^ 

tels  (jue  la  somme  -.  qui  correspond  à  cette  division  de  l'inter- 
valle (a.  b),  soit  inférieure  ii  I  -(-  '  •  Prenons  maintenant  un  nombre 
positif  ipielconque  r,.  inférieur  à  la  plus  petite  des  diflTérences 

(7, —  a,     tjt — «1.     ...     h  —  O/j-i, 
et  considérons  une  suite  de  nombres  croissants 

tels  que  toutes  les  différences  x, —  :r,_,  soient  <  v,,  et  soit  S  la 
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somme  supérieure  qui  correspond  à  cette  nouvelle  division  de 
l'intervalle  (o,  b).  Nous  allons  montrer  que  cette  somme  S  sera 
plus  petite  que  I  +  £,  pourvu  que  le  nombre  v)  soit  assez  petit. 

Pour  cela,  imaginons  que  l'on  range  tous  les  nombres  a?,- et  a* 
par  ordre  de  grandeur  croissante,  et  soit  S'  la  somme  supérieure 
qui  correspond  à  ce  troisième  mode  de  division  de  Tinter- 
valle  («,  b).   Comme  il    peut  être  considéré  comme  consécutif  à 

cliacun  des  deux  premiers,  on  a  S'^S,  S'<S,  et  par  suite  S'  -<l+  7* 

Pour  avoir  une  limite  supérieure  de  la  différence  S  —  S',  remar- 
quons qu'on  passe  de  la  division  qui  donne  la  somme  S  à  la  divi- 
sion qui  donne  S'  par  la  décom]iosilion  de  quelques-uns  des  inter- 
valles (-Z"/-!,  .?()  eu  deux  intervalles  partiels  plus  petits  au  moyen 
de  l'un  des  points  c/,,  rt^i  •■•■,  <^p-\-  Le  nombre  total  des  inter- 
valles (ar/_i.  Xi)  que  ion  décompose  ainsi  en  deux  autres  est  au 
plus  égal  -A  p  —  1 ,  et  l'on  a 

S— S,  =  Y  [M(3-/_,,  Xi)lxi—Ti-i) 

—  M(a",-_i,  a;,.){ai,- — .r/^i)  —  M(a/,.,  Xi){Xi — «(■)]> 

en  désignant  par  iVI(x',  x")  la  borne  supérieure  de/(x)  dans  l'in- 
tervalle [x\  x"),  et  la  sommation  étant  étendue  à  tous  les  inter- 
valles (a7,_i,  Xi)  qui  renferment  à  l'intérieur  un  des  points  n,, 
02,  ...,  Op_i.  Soit  H  la  borne  supérieure  de  iy^(a?)|  dans  l'inter- 
valle (à,  b).  On  aura  évidemment  S  —  S'<2(yD  —  i)'^''"!'  •^''"'  °" 
peut  encore  écrire 

S  — S'=      ^[U(Xi-„  .r,)  — M(a:i_,,  «*)]  (o/,-- a7,_,  ) 
-i-^  [M(a-,-_,,  Xi)  -  M  (a/,,  x,  1]  (,r,-  -  a,,). 

Par  suite,  on  a,  ajortiori, 

S  <  I-t-  -  -\-i{p  —  i)Ht,, 

et  si  le  nombre  y,  est  inf(''rieur  au  plus  petit  des  nombres rr> 

^  4(/*— i)H 

rti  —  a,  a-, —  (f,,  ...,  b  —  rt/)_i,  la  somme  S,  correspondant  à  un 
mode  quelconque  de  division  de  rinlervalle  (a,  b)  en  intervalles 
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partiels  cramplitude  inférieure  à  t,,  sera  inférieure  à  I -7- s  ;  ee  qui 
démontre  la  proposition  énoncée  (  '). 

Heinarque.  —  Si  l'on  clianj;c  arbitrairement  la  valeur  d'une  fonction 
bornée  y(a:"l  en  un  nombre  fini  de  points  <le  l'intervalle,  il  est  clair  que 
les  dilTérences  S  —  S'..?  —  i' entre  les  deux  sommes  relatives  à  une  même 
division  tendent  vers  zéro  lorsque  la  lonsueur  maximum  des  intervalles 
tend  vers  zéro.  Les  nombres  I,  I'  sont  les  mêmes  pour  les  deux  fonctions. 

7i.  Fonctions  intégrables.  —  L  ne  fonction  bornée  dans  un 
intervalle  [a,  h)  est  dite  intégrable  dans  cet  intervalle  si  les 
deux  sommes  S  et  5  tendent  vers  une  limite  commune  lorsque 
le  nombre  des  intervalles  partiels  augmente  indéfiniment  de  façon 
que  le  plus  grand  de  ces  intervalles  partiels  tende  vers  zéro. 

Pour  qu'une  fonction  soit  intégrable  dans  un  intervalle  (a,  b), 
il  faut  et  il  suffit  que  Ion  ait  1':=  i.  Cette  condition  peut  être 
remplacée  |)ar  la  suivante  : 

Pour  qu  une  fonction  f  {  x),  bornée  dans  un  intervalle  (a,  b), 
soit  intégrable  dans  cet  intervalle,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
différence  S  —  s  tende  vers  zéro,  lorsque  le  nombre  des  inter- 
valles partiels  augmente  indéfiniment  de  façon  que  le  plus 
grand  de  ces  intervalles  partiels  tende  vers  zéro  (-). 


■  ')  Le  raisonnement  est  absolument  pareil  à  celui  qui  nous  a  servi  au  a"  11. 
On  en  trouvera  encore  d'autres  exemples  aux  n°*  82  {note)  et  118. 

i'-,i  Cette  condition  peut  être  établie  sans  se  servir  du  théorème  de  -M.  Dar- 
boux.  D'abord  elle  est  nécessaire,  car.  si  S  et  s  ont  une  limite  commune,  la  dif- 
i -rence  S  —  .s  tenrl  vers  zéro. 

Elle  est  suffisante.  Nous  pouvons  écrire,  en  elTet, 

S  — i  =  S  — I-i-(I  — I')+I— s; 

aucun  des  nombres  S  —  I.  I  —  T.  I  —  s  ne  pouvant  être  négatif,  pour  que  leur 
somme  tende  vers  zéro,  il  faut  que  chacun  d'eux  tende  vers  zéro  ou  soit  nul. 
En  particulier,  la  dilTérence  I  —  L.  qui  est  un  nombre  fixe,  doit  être  nulle.  Les 
deux  autres  nombres  S  —  I.  I'  —  .s  tendant  vers  zéro,  S  et  s  ont  pour  limite  le 
nombre  I. 

On  doit  à  Sl\t:\{.]e%  (  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  i"  série, 
t.  VIII,  1894,  p.  1-125)  une  généralisation  de  la  notion  d'intégrale,  qui  nous  sera 
utile  dans  la  théorie  des  intégrales  curvilignes.  Soient  f(x)  une  fonction 
continue  dans  l'intervalle  (a,  b],  ^{x)  une  fonction  croissante  dans  le  même 
intervalle.    Remplaçons,    dans    les    expressions    des    sommes    S   et   i,    x,  -  x,— , 
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En  elîet,  la  diOérence  S  —  5  a  pour  limite  1  —  I'.  Si  S  —  s  tend 
vers  zéro,  c'est  que  Ton  a  1=1',  et  les  sommes  S  et  ?  onl  la  uièine 
limite  I. 

On  peut  encore  remplacer  cette  condition  par  la  suivante  : 

Pour  que  f{x)  soit  intégrable  dans  V  intervalle  (a.  b),  il  faut 
et  il  sujffit  qu'étant  donné  un  nombre  positif  arbitraire  z  on 
puisse  trouver  une  division  de  V intervalle  («,  b)  telle  que  la 
différence  S  —  s  soit  inférieure  à  s. 

En  efl'et,  la  dillérence  S  —  5  étant  supérieure  à  I  —  l' .  on  aura 
1  —  !'■<£,  et  par  suite  E=l,  puisque  £  est  un  nonilire  positif 
arbitraire. 

Toute  fonction  continue  est  inlégrable.  —  La  différence  S  —  s 
est,  en  elfet,  inférieure  ou  au  plus  égale  à  {b  —  «)(!),  en  désignant 
par  to  une  limite  supérieure  de  l'oscillation  àe  f  [x)  dans  chaque 
intervalle  partiel.  Or  on  peut  choisir  un  nombre  Y)  tel  que  l'oscil- 
lation soit  moindre  qu'un  nombre  positif  donné  dans  tout 
intervalle  inférieur  à  t,  (  n"  8j.  Si  l'on  choisit  rj  de  façon  que 
l'oscillation  soit  plus  petite  que  - — '- — )  la  diil'éience  S  —  s  sera 
inférieure  à  £. 

Tonte  fonction  monotone  est  inlégrable.  —  Supposons,  pour 
fixer  les  idées,  la  fonction /(j-;)  croissante,  de  telle  sorte  que  l'on 

ait 

f(a)tf(xO-Lf{^i)=.--=f(^u-x)^f{b). 

par  o{x-)  —  'f  (  J?,__i  )  ;  les  raisonnements  du  texte  prouvent  que  les  sommes 
S=  =  y]  M,  [  y  (  .r,  )  -  9  ( u;,_,  )].        s,  =  m.  [  f  ( X. )  -  ?  (  x,_,  )]. 

ont   respectivement   une   Ijoine   inférieure   I   et   une  Ijorne   supérieure   I,  et  que 
l'on  a  r  =  I.  D'ailleurs  on  a 

S=-s=<"[?(*)-?(«)J. 

où  u  est  une  limite  supérieure  de  l'oscillation  tle/(.c)  dans  cl)acun   des  inter- 
valles partiels.  On  en  conclut  que  les  sommes  S^  et  s^  ont  une   limite  commune, 

que     l'on    représente    par   la    notation     /     f^-x)  d['s{x)].   (1   est  clair   que    ces 

sommes  S,  et  s^  ont  aussi  une  limite  commune  lorsque  <f{x)   est  la   différence 
de  deux  fonctions  croissantes,  c'est-à-dire  une  fonction  à  variation  bornée. 
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On  a,  pour  la  division  considérée  ('/,  ./-,,  ,/.,,  ....  .'<■„_,,  Z>), 

S  =  /(  .r,  ) ,  .7-,  _  „  I  +  /(,,.,),  ,r.,_  j-,  ,  _.  .  .  +  /(6  ,  (6  -  3-,,-,), 
S  =/((')  (.r,  — «)-^/(.i-|M:./-.,— .r,)^..  .-i-/(,r„_,  jifc  -  x„.i). 

Daprés  lin  calcul  déjà  fait  (n"70  ),  si  toutes  les  dillérences  x,  — ■  a, 
.v-2  —  -f  1.  ■  ■  •  sont  inférieures  à  un  nombre  t,,  on  a 

et  il  siiflil  que  /,  soil  plus  petit  que  -r—, — '——. pour  riuo  S  —  ,ç  soit 

'  '        ■  '     y  (  // 1  —  / 1  !(  1  '  ' 

intérieure  à  z. 

Soient  7.|.  Xj,  ....  y.p  une  suite  quelconque  de  nombres  crois- 
sants de  a  à  b.  Si  une  fonction  bornée  f  i^x)  est  intégiable  dans 
chacun  des  intervalles  {a,  a,  ),  (a,,  y..,),  . . .,  (a.p.  è),  elle  est  inlé- 
grable  dont  l' in  ton.  aile  total  [a.  b).  Si  l'on  considère,  en  effet, 
une  subdivision  de  cliacuii  des  inlervalles  (a,,  a/4.1  j  telle  que  la 
dilférence  S  —  s  pour  cli.icun  tie  ces  intervalles  soit  inférieure  à  s, 
la  différence  analotîue  pour  l'intervalle  (olal   sera  inférieure  à  ps. 

Lne  lonclion  l:)ornéey(.r),  qui  présente  un  nombre  quelconque 
de  poinls  de  discontinuité  dans  un  intervalle,  est  intégrable, 
pourvu  que  l'on  puisse  renfermer  toutes  ces  discontinuités 
dans  un  nombre  fini  cV inien-cdles  dont  la  somme  soit  moindre 
que  tout  nombre  positif  donné.  En  effet,  s  étant  un  nombre  po- 
sitif quelconque,  soit  H  une  limite  supérieure  de  |y(j;)|;  nous 
pouvons  par  hypothèse  renfermer  les  discontinuités  de  f{x')  dans 
un  nombre  fini   d  intervalles  dont  la  somme  des   amplitudes  est 

inférieure  à  ttt'  I^'^  portion  de  .S  —  i  provenant  de  ces  intervalles 

est  évideinineiU  inféiieure  à  -•  D'autre  pnrt,  la  fonction /(j:)  étant 

continue  dans  les  intervalles  ^e^tants,  on  peut  les  décomposer  eux- 
mêmes  en  intervalles  partiels  plus  petits  tels  que  la  portion  cor- 
respondante de  S  —  i'  soit  inférieure  à  -•  On  aura  donc  S  —  s  <^  z. 

En  parlicnlier.  une  fonction  bornée  qui  n'admet  dans  l' inter- 
\alle  [a.  b)  qu'un  nombre  fini  de  points  de  discontinuité  est 
intégrable  dans  cet  inler^alle. 

il  résulte  aussi  immédiatement  de  la  définition  que.  si  une  fonc- 
tion/(x)  est  intégrable,  il  en  est  de  même  de  (Zf{x),  quelle  que 
soit  la  constante  C.  Si  fi{x)  el  f2{x)  sont  deux  fonctions  inté- 
G  ,  I.  12 
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grables,  il  en  est  de  même  de  leur  somme /f{x)  -h /î{x).  Soienl, 
en  effet.  S,  s,  S',  s',  S,  t  les  sommes  correspondantes  à  une  même 
division  de  l'intervalle,  pour  ces  trois  fonctions  ;  on  vérifie  immé- 
diatement que  l'on  a  S  —  ^^S  —  .ç  +  S'  —  s'.  En  particulier, 
toute  fonction  à  variation  bornée  (n°  11),  étant  la  somme  de  deux 
fonctions  monotones,  est  intégrable. 

Nous  démontrerons  encore  que  le  produit  de  deux  fonctions 
intégrables  est  une  fonction  intégrable.  Supposons  d'abord  les 
fonctions  f,  {x),  fi{x)  positives;  soient  M,-,  »?,-,  M; ,  m'/ ,  OIV,,  jjii 
les  bornes  supérieures  et  inférieures  des  trois  fondions  ^i  (a?), 
/2{x),  f,{x)  f,{x)  dans  l'intervalle  {xut,  Xj),  S,  s,  S' ,  s',  H,  v  les 
sommes  correspondantes  pour  une  certaine  division  de  {a,  b).  On 
a  évidemment  .")R ,■  <  M ,  M; ,  ix,>mini',  el,  par  suite, 

,m,—  ,a,  =  M7M;—  m,m',=  M,(M;  — /n',)  +  m'i{Mi  —  m,), 

et,  a  fortiori, 

aiL,  —  [j.,-^  M(M',—  m'i)  H-  M'(iVI,  —  ni/), 

M  et  M'  étant  les  bornes  supérieures  àe  ft{x)  et  Ae  {^{x)  dans 
l'intervalle  (a,  b).  En  mulli|)lianl  cette  inégalité  par  Xi  —  a;,_i,  el 
ajoutant  toutes  les  inégalités  analogues,  il  vient 

S  —  a<M(S'— .v')  +  IVl'(S  — i). 

La  différence  S  —  t  tend  donc  vers  zéro. 

Si  les  deux  fonctions/,  (x),  fï'yx)  ont  des  signes  quelconques, 
on  peut  toujours  leur  ajouter  des  constantes  Cj,   Co   telles  que 

_/",  (.r)  +  C| ,  _/2(,r)  +  C2,  soient  positives.  Le  produit 

[/,(^)  +  C,]  [/o(.r)  +  G,]  =/./.+  G,. A  H-  G.,/,  H-  ce, 

étant  intégrable,  il  en  est  de  même  de/",  f-^. 

En  combinant  ces  diverses  propositions,  on  voit  que,  si  y",, 
fi^  ••■j  fp  sont  des  fonctions  intégrables,  tout  polynôme  entier 
ei)fi,f-2,  ...,fp  est  aussi  une  fonction  intégrable. 

7S.  Intégrales  définies.  —  Soit  f{x)  une  fonction  intégrable 
dans  l'intervalle  (a,  b).  l^a  limite  commune  des  sommes  S  et  5 
s'appelle  une  intégrale  définie  et  se  représente  par  le  svmbole 


Ç''  f(.T)dx, 
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qui  rappelle  son  origine,  et  qui  se  \\l  somme  de  a  k  b  de  f(x)  dx. 
D'après  sa  définition  même,  I  est  toujours  comprise  entre  les  deux 
sommes  S  et  s,  correspondant  à  un  mode  quelconque  de  subdi- 
vision: en  prenant  pour  valeur  approcliée  de  I  un  nombre  quel- 
conque compris  entre  S  et  i-,  l'erreur  commise  est  plus  petite  que 
la  dillérence  S  —  s. 

On  peut  remplacer,  dans  la  définition  de  l'intégrale,  les  sommes  S 
el  s  par  des  expressions  plus  générales.  Etant  donnée  une  subdivi- 
sion de  l'intervalle  (a,  b) 

a.     Xi,     X,,     ...,     xi-\.    Xi,     ....     x„-i,     b, 

soient;,,  ^2-  ••••.  li-  ■■■  des  valeurs  quelconques  appartenant  res- 
pectivement à  ces  intervalles  partiels.  La  somme 

(  2  )        /(  ;  1  )  (-«^i  —  «  )  ^/(  U)(3^i  —  ^i)^'----^AU)(f>—x„-i) 

1=1 

est  évidemment  comprise  entre  les  sommes  S  et  5,  car  on  a  tou- 
jours »?,^y"(;,)<  M,-;  si  la  fonction  est  intégrable,  cette  somme 
a  aussi  pour  limite  1.  En  particulier,  si  l'on  suppose  que  z,. 
^oi  •■•-  ÎH  coïncident  respectivement  avec  a,  x,,  ...,  x„_i,  on 
retrouve  la  somme  (i),  considérée  plus  haut  (n"  70).  Le  pro- 
duity*  ;,)  { Xi  —  Xi_,  )  est  appelé  un  élément  de  l'intégrale. 

De  la  définition  de  l'intégrale  résultent  immédiatement  quelques 
conséquences.  On  a  supposé  dans  le  raisonnement  a  <Z  b  ;  si  Ton 
échange  les  deux  limites  a  el  b,  tous  les  facteurs  .r,-  —  x,_,  sont 
changés  de  signe,  et  la  limite  des  sommes  S  et  s  elle-même  est 
changée  de  signe  ;  on  a  donc 

/     fi  x)(lx  =  —  /     f(x)  dx. 

Il  résulte  aussi  de  la  définition  que  1  on  a 

y    f{x)dx^J  f{x)dx^J    f{x)dx\ 

si  c  est  compris  entre  a  et  b,  c'est  évident.  Si  b  est  compris  entre 
a  el  c,  par  exemple,  la  formule  subsiste  encore  pourvu  que  la 
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fonction y(j;)  soit  intégrable  entre  a  et  c,  car  on  peut  l'écrire 
/     f(x)dx=   I     f(x)dx —   /     f{x')dx=  I     f{x)dx-+-  f     J'(x)dx. 

Plus  généralement,  c,  f/,  ...,  /  étant  des  nombies  quelconques, 
on  a 

f  f{x)dx=  f  f(x)dx-+-  f   f{x)dx  +  ...-^  f   f(x)dv; 

cette  décomposition  est  employée  pour  le  calcul  diine  intégrale, 
lorsque  la  fonction  /(x)  présente  des  points  de  discontinuité  ou 
n'a  pas  la  même  expression  analytique  dans  tout  rinlervalle  {a,  b). 
Si  l'on  af{x)  =  A  'j(x)  +  B  '}(.r),  A  et  B  étant  deux  constantes 
quelconques,  on  a  aussi 

f     f(x)dx  =  A  j      a(x)  dx-t-  B  j      'l{x)dx, 

et  il  en  serait  de  niènie  pour  la  somme  d'un  nombre  quelconque 
de  fonctions. 

On  peut  remplacery(;,')  dans  la  somme  (2)  par  une  expression 
encore  plus  générale.  L'intervalle  (a,  b)  étant  partagé  en  n  inter- 
valles partiels  (a,  x,),  {x,,  Xn),  ..•,  associons  à  chaque  inter- 
valle (xu,,  Xi)  \\n  nombre  Ç,-  qui  tend  uniformément  vers  zéro 
en  même  temps  que  la  différence  xi  —  x,_|.  Nous  entendons  par 
là  que,  à  tout  nombre  positif  î,  on  peut  faire  correspondre  un 
autre  nombre  positif  7),  indépendant  de  j?/_.i  et  de  .r,,  tel  que  la 
condition  \xi  —  x,_,  |  <  t,  entraîne  l'inégalité  |  î^,  |  <  •-■  Nous  allons 
montrer  que  la  somme 

(3)  T=V[/(^.,_i)  +  ï,](x,--.r,.,) 

a  pour  limite  l'intégiale  définie    /    /(■«■)  dx^  poiir\u  que  ^,  tende 

uniformémeilt  vers  zéro.  Supposons,  en  effet,  que  1  on  prenne  un 
nombre  v)  assez  petit  pour  que  Ion  ail  à  la  fois 


\^f{Xi^,)(Xi-Xi.{)—  f    f{x)dx 


<'-     \tl\<t. 


II.    —    INTÉGRALES    DÉFINIES.    —    NOTIONS    Qll    s'v    RVTTACIIEiNT.  l8l 

lorsque  cliaciin  des  nomlires  |  x, — .r,_,  |  est  |)las  petit. que  y, . 
Comme  on  peut  éciire 


2/{  .r,_,  )  {Xi  -  a.,-,  )-  f    /( 


X  I  dx 


-2 ''' •^' -•'"'-■  ^' 


on  voit  que  l'on  aura  aussi,  dans  les  mêmes  conditions, 


/•/,. 


c/.r    <  E  .H-  ï  (  /v  ^  (T  )  ; 


le  théorème  est  donc  établi. 

C'est  le  plus  souvent  comme  limites  de  sommes  de  la  forme  (3) 
que  les  intégrales  définies  se  présentent  dans  les  applications. 
Aussi  aurons-nous  souvent  l'occasion  d'appliquer  cette  propriété, 
qui  s'étend  aux  intégrales  doubles  et  aux  intégrales  Irijiles. 

76.  Première  formule  de  la  moyenne.  —  Soient  /'(a^)  et  '^-j  {x) 
deux  fonctions  intégrables  dans  un  intervalle  (a,  />),  telles  que 
l'on  ait  constamnieni  f[x)'S.'l[x).  Si  l'on  suppose,  pour  fixer  les 

r'' 

idées,  a  <;  ù,  un  élément  quelconque  de  1  intégrale    /     _/  (x)  dx  est 

'  "  r'' 

au  plus  égal  à  l'élément  correspondant  de  l'intégrale    /     '^{x)  dx., 
et  l'on  a  par  conséquent 


/     f(x)dx^i     '\>(x)dx. 


Si  les  fonctions  sont  continues,  les  deux  intégrales  ne  pourront 
être  égales  que  si  l'on  a  constamment  f  (x)  =^ 'h (x)  ;  si  l'on 
avait  b  <  a,  le  signe  d'inégalité  devrait  être  renversé. 

Cela  étant,  supposons  que  la  fonction  à  intégrer  soit  de  la 
iorme  f{x)  z,  (x),  la  fonction  C3(x)  conservant  un  signe  constant. 
Admettons,  par  exemple,  que  l'on  a  a<ib,  et  «!(a?)>o  dans 
l'intervalle  (a,  b).  Soient  M  et  m  les  bornes  de  f{x)  dans  cet 
intervalle.  De  la  double  inégalité 


m%/{x)iM 
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on  d<'dint.  m  raultipliant  parle  facteur  positif  0(^7), 
et,  par  suite, 

A^b  ^b  ^  b 

m   f      a{x)  dx  <i  f     f(x)'s(x)dx<iM  j     <B(x)dx, 
ce  qui  peut  s'écrire 

(4)  /     f(x)a(x)dx  =  y.  I      <f(x)dx, 

iji  étant  un  noml>re  compris  entre  M  et  m.  Cette  égalité  constitue 
\a  pj-emière  formule  de  la  moyenne. 

Elle  s'applique,  quelles  que  soient  les  limites  a  et  6,  pourvu 
que  cs(a?)  conserve  un  signe  constant.  Si  la  fonction  f{x)  est 
continue,  elle  prend  la  valeur  u  pour  une  valeur  ?  comprise  entre 
a  et  b,  et  l'on  peut  écrire  la  formule  de  la  moyenne 

(5)  J   f{x)<^{x)dx=fa)J    f(x)dx, 

;  étant  compris  entre  a  et  b.  Si  en  particulier  on  suppose  'j(.r)  =  i , 
1  intégrale  /  dx  est,  d'après  la  définition  même,  égale  à  (6  —  a), 
et  il  reste 

(6)  J   fix)dx  =  ib~  a) /co- 
ll.  Seconde  formule  de  la  moyenne.  —  On  doit  à   M.  Bonnet 

une  autre  formule  cju'il  a  déduite  d'un  lemme  d'Abel. 

Lemme.  —  Soient  So,  £| , . . . ,  s^  un  nombre  quelconque  de  quan- 
tités positives  décroissantes^  et  Uo,  u,,  ...,  Up  un  même  nombre 
de  quantités  positives  ou  négatives  quelconques.  Si  toutes  les 
sommes  So  =  Ut,,  s,  =  Uo  -\-  u,,  . . . ,  Sp  =  u„  +  «,  +  . . .  +  Upsont 
comprises  entre  deux  nombres  A  et  B,  la  somme 

S  =  il)  î<o -+•  E|  «, -^ . . . -i- îp  i«^ 

sera  comprise  entre  Aeq  et  Bso- 
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On  peiil  écrire,  en  elïet. 

((0=*0l  «1   =    J|  So,  ...,  M,,    =  i,,  i';'-l' 

la  somme  S  esl  donc  ég.ile  à 

.«oTeo— î|»)  -^s,(t,—  i-,)-i-..  .^.•;,,_i(e^_,  — c,,)  -^  Sj,t,,. 

Toules  les  difl'érences  îq  —  îi  i  îi  —  ^ai  •  ■  ■•  -p-i  —  £;,  étant  posi- 
tives, on  aura  deux  limites  pour  S  en  remplaçant  s^,  s,,  ...,  Sp 
par  leur  limite  supérieure  A,  puis  par  leur  limite  intérieure  B.  On 
trouve  ainsi 

S  <  .\(c„—  £,+  e,—  Ej-!-..  .-+-  E;,_i—  £,,-!-  ï,j)  =  AEo, 

el  l'on  voit  de  même  que  Ton  a  S  ^  Bîq. 

Cela  posé,  soïenl  f(x)  et  ^(x)  deux  fonctions  intégrables,  la 
fonction   'f(.r)  étant  positive  et  décroissante  lorsque  x  croit  de  « 

jusqu'à  />.  L  intégrale    /     f{x)  oi,J")  dx  esl  la  limite  de  la  somme 

1  =f(a)'iia){x^  —  a)^fix^)■i(x^){x■,_  —  xi}^..., 
qui  est  comprise  entre  les  deux  sommes 
r  =  ^  M,  a (:*•,- 1  )  (Xi —  3-,-i  )         et  I"  =  /.»!,-!o(a-,-_i)(x,-  —  .r,_,  ), 

M,  et  »j,   étant   les  bornes  de  f(x)  dans  l'intervalle   (.i',_(,  Xi). 
D'ailleurs  la  dill'érence  I'  —  I"  est  inférieure  à 

?  («  )^  (  M,  —  nii  )  i  .r,  —  .r,_i  j 

et,  par  suite,  tend  vers  zéro,  puisque/'(j;)  est  intégrable.  L'inté- 
grale définie  considérée  est  donc  la  limite  commune  des  sommes 

l'et  1',  et  par  conséquent  de  la  somme  1,  =  7  ij.,'i(2',_,  )  {xi  —  .3?i_i)» 

ji.,  étant  un  nombre  quelconque  compris  entre  mi  el  M,. 
Choisissons  ces  nombres  [a,  de  façon  que 


jji,(3-,  —  .r,_|)  =   /      f(x)dx. 
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ce  qui  est  possible  d'après  la  première  formule  de  la  moyenne. 
Les  nombres  o(rt),  ts(X|),  ...  étant  positifs  et  décroissants,  il 
résulte  du  lemme  d'Abel  que  cette  dernière  somme  I(  est  comprise 
entre  A  0(0)  et  Bq(<7),  A  et  B  désignant  le  maximum  et  le  mi- 
nimum   de   l'intégrale     /    f  {x)  dx^    lorsque   c    varie  de   a    à    h. 

Comme  cette  intégrale  est  évidemment  une  fonction  continue 
de  c,  on  peut  écrire,  en  passait  à  la  limite, 

(7)  f    f(.T)o{x)dx  =  'i{a)  1^  f{T)(lx  (a<'ç<b). 

Lorsque  la  fonction  o(x)  est  décroissante,  sans  rester  positive, 
entre  a  et  b,  on  peut  appliquer  une  formule  plus  générale  due  à 
Weierstrass.  Posons,  en  efTel,  o(x)  =  a(fe)  + 'i(.r)  ;  la  fonc- 
tion A(a;)  est  positive  et  décroissante,  et  l'on  peut  appliquer  la 
formule  (^)  qui  donne 

f     f(.T)i,{x)dx  =  [f(a)-^{b)]  f    f(.T)f/x. 

On  en  tire 

I     f{x)-if{x)dx=  j     /(x)<f{b)dx-^-['ù(a)-^(l?)]  j     /(x)dx, 

OU 

/     f(x)a(x)  d.c  =  o(a)  I     f{x)dx-i-f(b)j     f(x)dx. 

On  a  des  formules  analogues  lorsque  la  fonction  'f  (.r)  est  crois- 
sante. 

78.  Retour  sur  les  fonctions  primitives.  —  T^es  théorèmes  géné- 
raux qui  précèdent  s'appliquent  à  toutes  les  fonctions  iiitégrables. 
Dans  les  applications  qui  vont  suivre,  la  fonction  à  intégrer  est  le 
plus  souvent  une  fonction  continue  ou,  du  moins,  ne  présente 
qu'un  nombre  fini  de  discontinuités  dans  l'intervalle  d'intégration. 
Remarquons,  une  fois  pour  toutes,  que  la  valeur  d'une  intégrale 
ne  dépendant  que  de  la  nature  de  la  fonction  qu'on  intègre  et  des 


II.    —    INTEGRALES    DEFIMES.    —    NOTIONS    Qll    SV    RATTACHENT.  Ih) 

limiies.  les  symboles    f  f{x)dx,    f  f{z)  dz,    f  f(l)dt,  ... 

ont  absolument  la  même  signification. 

Si  Ion  considère  une  des  limileS,  la  limite  inférieure  a  par 
esemple,  comme  fixe,  la  limite  supérieure  étant  variable,  l'inti''- 
grale  est  une  fonction  de  celle  limite  que  nous  écrirons 

V(T)=J     f(t)dt, 

OU   plus  simplement     /     /(j-)dx.  s'il    n'y  a   aucune   ambiguïté    à 

craindre.  La  fonctiony"(x)  étant  boinée,  il  est  évident  queF(j") 
est  une  fonction  continue  de  x. 

Si  la  fonction  f(x)  est  continue,  ¥  [x)  admet  pour  dé- 
liiée  f{x).  Nous  avons  en  effet 

V(x  -i-  In—  F(',r)  =   /  f{t)dt, 

ou,  en  appliquant  la  formule  de  la  moyenne  (6), 
F  (j-  -(-//)  —  F  (>)  =  /(/(  f  ), 

ç  étant  compris  entre  x  eV  x  -\-  h.  Lorsque  h  tend  vers  zéro,y"(;) 
a  pour  limite/(.r);  la  fonction  ¥  (x)  a  donc  pour  dérivée  y"(a:),  et 
le  théorème  fondamental  du  Calcul  intégral  est  ainsi  établi  sans 
faire  aucun  appel  à  l'intuition  géométrique  ('). 

Toute  autre  fonction  admettant   la  même  dérivée  s'obtient  en 

(')  Quand  la  fonction  /{se)  est  conlinue,  la  recheiche  d'une  fonction  primi- 
tive de   fix),  ou  le  calcul  de  linlé^rale  définie    /     f(x)dx,  ne  forment  qu'un 

seul  problème.  Il  n'en  est  pas  de  même  pour  une  fonclion  quelconque.  Tout  ce 
qu'on  peut  affirmer,  c'est  que,  si  une  fonclion  intégral>le  f{x)  est  la  dérivée 
d'une  fonction  V[x),  la  fonction  primitive  F(:r)  est  égale,  à  une  constante  près, 

à  l'intégrale  définie     /     f{x)  dx.  Cela  résulte  immédialeraent  de  la  relation 

F(  *)- F(o)  =  (ar,- a) /(?,)  + (or,- a:,)/(;,)  +  ...^  (6 -a:„_,  )/(=„), 

qui  est  une  conséquence  de  la  formule  des  accroissements  finis.  Mais  il  peut  se 
faire  qu'une  fonction  intégrable /(a;)  ne  soit  pas  la  dérivée  d'une  autre  fonclion, 
ou  qu'une  fonction  dérivée  ne  soit  pas  intégrable.  (Voir  l'Ouvrage  cité  plus  haut 
de  .M.  Lebesgue.) 
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ajoutant  à  F  (  .r  )  une  constante  arbitraire  C.  Il  existe  une  de  ces 
fondions,  et  une  seule,  prenant  une  valeur  donnt'e  à  l'avance  jKo 
pour  X  =  a;  c'est  la  (onction 

yo-^  f   f(ndt. 

Toute  fonction  avant  pour  dérivée  f{x)  est  une  intégrale  indé- 
finie de/{x)  et  se  représente  par  le  symbole 

ff(a-)  dr, 

où  l'on  n'indique  pas  les  limites.  D'après  ce  qu'on  vient  de  voir, 
on  a 

y"/( .r )dx=   f    f{x)dx-^C. 

Inversement,  si  l'on  a  obtenu  par   un  moyen  quelconque   une 
fonction  F(,r)  admettant  pour  dérivée  f{x),  on  peut  écrire 

/     /(.r)dx  =  F{  x)  -H  C  ; 

pour  déterminer  la  constante  C,  il  suffit  d'observer  que  le  premier 
membre  est  nul  pour  x=^a.  On  doit  donc  prendre  C=  —  Y(a)^ 
et  l'on  a  la  formule  fondamentale 

(8)  r   f(x)dx==F(x)—'F{a). 

Remplaçons  dans  cette  formule  f  {x)  par  F'(j:);  il  vient 

l'{x)  —  F(a)=f    F\x)dx, 

ou,  en  appliquant  le  théorème  de  la  moyenne, 

F{x)  —  F(n)  =  (>  — a.)F'(|), 

^  étant  compris  entre  a  et  .*-.  Nous  retrouvons  le  théorème  des 
accroissements  finis;  mais  la  démonstration  est  moins  générale 
que  la  première  (n"  17),  car  elle  suppose  la  continuité  de  la 
dérivée  F'{x). 

La  formule  fondamentale  (8)  a  été  établie  en  supposant  la  fonc- 
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lion  f  (x)  continue  entre  a  et  b.  Si  l'on  n'a  pas  égard  à  celle  con- 
dition, on  peiil  èlre  conduit  à  des  conclusions  paradoxales.  Ainsi, 
en  prenant  fix)^z  —,  la  formule  (8)  donne 

^"d.r 


/$  = 


le  premier  membre  n"a  de  sens  jusqu'ici  que  si  a  el  b  sont  de 
même  signe,  tandis  que  le  second  membre  a  une  valeur  déterminée, 
alors  même  que  o  et  b  sont  de  signes  différents.  Nous  \errons  plus 
lard  lexplicalion  de  ce  paradoxe,  en  étudiant  les  intégrales  définies 
prises  entre  des  limites  imaginaires. 

I^a  valeur  absolue  de  f{x),  \f{x)  |  esl,  dans  tous  les  cas,  une 
fonction  primitive  de  f'{x)  './(x);  mais,  d'après  la  remarque  qui 
vient  d'être  faite,  l'égalité  correspondante 


f 


n'est  valable  que  si  f{x)  ne  s'annule  pas  et  reste  fini  et  continu 
entre  a  el  6  ;  dans  ces  conditions  on  neiil  remplacer  K:; — ;  par  •\. .  '  • 
On  reviendra  plus  tard  sur  celte  formule. 

La  formule  (8  i  peut  aussi  présenter  quelque  amhiguité  :  ainsi, 
en  prenant  f'(j-)=  -,  elle  donne 


/" 


r  =  air  lansrft  —  arc  tanga. 


Le  premier  membre  a  un  sens  bien  déterminé,  tandis  que  le 
second  membre  présente  une  infinité  de  déterminations.  Pour  lever 
l'ambiguïté,  posons 

celle  fonction  F(i)  est  continue  dans  tout  intervalle  et  s'annule 
avec  X.  Désignons,  d'autre  part,  par  Arc  tangaî  l'arc  compris 
entre  —  -et  +  -•  Ces  deux  fonctions  ont  même  dérivée  et  s'an- 

2  1 

nulenl  pour  .r  =  o;  elles  soiil  donc  égales,  el  l'on  peut  écrire 


r  ''     d.r     _    r  ''     d.r     _   f"  _ 


=  Arc  taiigè  —  Arc  lai)"or, 
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en  prenant  toujours  pour  Are  tang  la  \aleur  comprise   enlre    — - 
et  +  ^• 

On  établit  de  même  la  formule 

Arc  sina, 


où  le  radical  est  pris  en  valeui-  absolue,  où  a  et  h  sont  compris 
entre  — i  et  -f- i ,  et  où  l'on  désigne  par  Arc  sin.r  l'arc  compris 
entre  —  -  et  +  -• 

2  2 

D'une  manière  générale,  lorsque  la  fonction  primitive  F(.r)  admet  plu- 
sieurs déterminations,  on  choisira  une  des  valeurs  initiales  F(a')  et  l'on 
suivra  la  variation  continue  de  cette  détermination  lorsque  r  varie  dans  le 
même  sens  de  a  à  t.  II  est  quelquefois  plus  commode  d'introduire  une 
fonction  primitive  discontinue,  en  généralisant  d'abord  la  formule  (8). 
Cette  formule  fondamentale  (8)  a  été  établie  en  supposant  que  les  deux 
fonctions /(a?)  et  ¥  (x)  sont  continues  dans  l'intervalle  (a,  h)  et  qu'on  a, 
en  tout  point  de  cet  intervalle,  F'(.r)  =  f(x).  Nous  allons  faire  des  hypo- 
thèses un  peu  plus  générales.  Supposons  que  les  deux  fonctions  F  (x) 
el  f{x)  satisfont  aux  conditions  précédentes,  sauf  en  un  nombre  fini  de 
points  de  l'intervalle  (a,  b),  que  nous  appellerons  des  points  exception- 
nels. Nous  admettrons  de  plus  que  f(.T)  reste  bornée,  et  que  ¥  (x)  n'a, 
dans  cet  intervalle,  que  des  points  de  discontinuité  de  première  espèce. 
Pour  voir  comment  on  doit  modifier  la  formule  (  8)  dans  ce  cas,  supposons 
d'abord  qu'il  n'y  ail  dans  l'intervalle  (a,  b)  qu'un  seul  point  exceptionnel  c; 
£  désignant  un  nombre  positif  très  petit,  nous  pouvons  écrire,  en  suppo- 
sant «  <  c  <  6, 


f    f(x)dx=J        f{x)dx+f        f{x)dx+  f     f{x) 


dx, 


ou,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  points  exceptionnels   enlre   a    et   c  —  e,  ni  entre 

c  -t-  £  et  è, 

f  f(x)dx  =  F{c  —  i.)  —  F(a)-h   f        fix)dx-^F(b)  —  F{c-i-E). 

Lorsque  t  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de   /         f(^)  dx,  et  il  vient 
à  la  limite 

f    fx)dx  =  F(b)  —  F(a)  —  \r, 
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X-    désisnanl    la    différence    F  (c -h  o)  —  F  (c  —  o  i,   ou    la    discontinuité 
de  F  (a-)  relative  au  point  c. 

S'il  V  a  plusieurs  points  exceptionnels  dans  l'inlervalle  (n,  b),  on  le 
partagera  en  intervalles  partiels  ne  renfermant  chacun  qu'un  point  excep- 
tionnel :  en  lalsonnant  sur  chacun  de  ces  intervalles  partiels  comme  on 
vient  de  le  faire,  et  en  ajoutant  les  résultats  obtenus,  il  vient 


f   /Kr)</,r=  F(6)-F(rt)-2: 


SA  désignant  la  somme  des  discontinuités  de  F(x)  dans  l'intervalle  (a,  b). 
Cette  formule  19)  se  réduit  à  la  formule  (8)  lorsque  ?<x\  est  continue; 
on  voit  donc  que  la  formule  (8)  est  encore  applicable  à  une  fonction 
bornée  f{x).  avant  un  nombre  fini  quelconque  de  points  de  discontinuité 
dans  (a,  b),  pourvu  que  la  fonction  primitive  soit  continue.  Cette  remarque 
sera  encore  étendue  plus  loin  au  cas  d'une  fonction  non  bornée. 

79.  Indices.  —  l'our  donner  une  application  de  la  formule  générale  (9), 
considérons  l'intégrale  définie 


r  "    fix}d:r   _    r     P\ 


p 

où    fix)=  Y''    ''   '^^  Q  étant  deux    fonctions  continues,  ainsi   que  leurs 

dérivées,  dans  l'intervalle  (a,  b),  et  qui  ne  s'annulent  pas  en  même  temps. 
Une  fonction  primitive  est  F(x)  =  Arc  tang  [/(.ri].  Si  la  fonction /(a:)  ne 
devient  pas  infinie  dans  l'intervalle  (a,b),  cette  fonction  primitive  reste 
continue  et  l'on  a ,  d'après  la  formule  (8), 


f'ix)  dr 


.\rc  tangy'(  &)  —  .■\rc  tang/(a). 


Celte  formule  n'est  plus  applicable  en  général  si  fix)  devient  infinie 
entre  a  et  b.  Soit  c  un  point  où  / (x)  devient  infinie  en  passant  de  t-=c 
à  —  3c;  on  a  F(c  — o)  =  -.  Fic-t-o)  =—  -  et  par  suite  A<.  =  —  -.  Si 
f  {x)  passe  de  —  3=  à  -H  00  pour  x  =  c.  la  discontinuité  est  égale  à  r.. 
Enfin,  on  a  A,.  =  o,  si  f(x)  devient  infinie  sans  changer  de  signe.  La 
somme  des  discontinuités  de  Arc  tang  [/(a;)]  est  donc  égale  à  — (K— K')-, 
K  désignant  le  nombre  de  fois  que  f(x)  devient  infini  en  passant  de  -h  =0 
à  —  oc,  K'  le  nombre  de  fois  que /(a-)  passe  de  —  ^  à  -i-  x  . 

Le  nombre  K  —  K'  est  appelé  l'indice  de/(x)  dans  l'intervalle  (a,  b)  et 
-fi  représente  par  I,';[/(a-)]-  On  a  donc  la  formule  générale 

r"  f{x_^  =  Arc  tang/!  6j- Arc  tang/(>)--Iâ[/(a7)]. 


CHAPITRE    IV.    —    INTEGRALES   DEFIMES. 


Lorsque  f{x)  se  réduil  à  une  fonction  rationnelle  -^,  on  peut  calculer 
l'indice  par  des  opérations  élémentaires,  sans  connaître  les  racines  de  V. 
II  est  clair  qu'on  peut  supposer  \'i  premier  avec  V  et  de  degré  inférieur 
à  V,  car  on  ne  change  pas  l'indice  en  retranchant  un  polynôme.  Gela  posé, 
imaginons  la  suite  des  divisions  à  effectuer  pour  trouver  le  plus  grand 
commun  diviseur  entre  V  et  V|,  en  changeant  chaque  fois  le  signe  du  reste. 
On  divise  il'abord  V  par  V,,  ce  qui  donne  un  quotient  Qi  et  un  reste  — V^; 
on  divise  ensuite  V,  par  Vo,  ce  qui  donne  un  quotient  Qj  et  un  reste  — V3, 
et  ainsi  de  suite;  on  finira  par  arriver  à  un  reste  constant  — \n^\-  Les 
opérations  donnent  la  suite  d'égalités 

V  =  V,Q,-V,,         V,=  V.,Qo-V3.  ...,         V„_,  =  V„Q„-V„.„ 

et  la  suite  de  polynômes 

(.0)       V.    V,,    V,,     ....    V,_,,    V,.    \v^„     ...,    v,„    v„.., 

jouit  des  propriétés  essentielles  d'une  suite  de  Slurm  ;  1°  deux  polvnomes 
consécutifs  ne  peuvent  s'annuler  en  même  temps,  car  on  en  déduirait  de 
proche  en  proche  que  cette  valeur  de  x  doit  annuler  tous  les  autres  poly^ 
nomes,  et  en  particulier  V„+)  ;  a"  lorsqu'un  des  polynômes  intermé- 
diaires \\,  V2,  .  .  . ,  V„  s'annule,  le  nombre  des  variations  présentées  parla 
suite  (10)  ne  change  pas,  car,  si  V,.  s'annule  pour  .r  =  c,  Vr-i  et  \ r-t-x  sont 
de  signes  contraires  pour  x  =  c.  Il  s'ensuit  que  le  nombre  des  variations 
présentées  par  la  suite  (10)  ne  peut  changer  que  lorsque  x  passe  par  une 

racine  de  V  =  0.    Si  -r^-  passe  de  -+-  x  à  — »,  ce  nombre  augmente  d'une 

unité:    il    diminue   au    conlraiie  d'une    unité,  si  —^  passe  de — ■  30  à  -^  »  . 

L'indice  est  donc  égal  à  la  différence  entre  le  nombre  des  variations  de  la 
suite  (10)  pour  a-  =  6  et  a*  =  «. 

80.  Aire  dune  courbe  plane. —  Appelons  doni aine  polygonal 
tout  domaine  plan  borné  dont  la  frontière  se  compose  d'un  nombre 
fini  de  portions  de  droites;  ce  domaine  peut  être  formé  de  plu- 
sieurs polygones  dont  les  frontières  n'ont  aucun  point  commun. 
L'aire  d'un  domaine  polygonal  a  été  définie  en  Géométrie  élémen- 
taire (').  Considérons  maintenant  une  courbe  fermée  sans  point 
double  C  (n"  13  ),  qui  divise  le  plan  en  deux  régions,  un  domaine 
intérieur  D  et  une  région  extérieure.  Attribuer  une  aire  au 
domaine  D,  cela  revient  au  fond  à  admettre  le  postulat  suivant  : 

(')  \oir,  par  exemple,  la  Note  D  des  Leçons  de  Géométrie  élémentaire  de 
M.  Hadamard. 
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I.  //  existe  un  nombre,  et  un  seul,  qui  es/  plus  grnnri  que 
tout  nombre  mesurant  l'aire  d'un  domaine  polygonal  quel- 
con(/ue  contenu  dansï}, et  plus  petit  que  tout  nombre  mesurant 
l'aire  d'un  domaine  polygonal  quelconque  contenant  D. 

L'existence  d'un  nombre  unique  satisfaisant  à  ces  deux  condi- 
tions peut  être  établie  rigoureusement  lorsque  la  courbe  G  satisfait 
à  une  condition  très  générale  qui  est  toujours  vérifiée  par  les 
courbes  qu'on  considère  habiluellement. 

Soient  P  un  domaine  polygonal  contenant  D,  p  un  autre  do- 
maine polygonal  contenu  dans  D,  A  et  a  les  aires  respectives  de 
ces  deux  domaines.  Il  est  clair  que,  quels  que  soient  les  deux 
domaines  polygonaux  P  et  /),  on  a  A  >  (7.  Les  nombres  A  ont  donc 
une  borne  inférieure  ,1.,  et  les  nombres  a  une  borne  supérieure  cA,.'  ; 
de  plus,  on  a  nécessairement  cAa'S-l..  Le  domaine  D  est  dit  quar- 
rable,  si  l'on  a  ,l,'=ol>,  et  le  nombre  A-  mesure  l'aire  du  do- 
maine D  (').  Il  est  claii-  que  c'est  le  seul  nombre  satisfaisant  à  la 
condition  {}). 

Pour  que  le  domaine  D  soit  quarrable,  il  faut  et  il  suffit 
que,  quel  que  soit  le  nombre  positif  s,  on  puisse  troui'er  un 
domaine  polygonal  P  renfermant  D,  et  un  autre  domaine 
polygonal  p,  contenu  dans  1),  tels  que  la  différence  A  —  a  des 
aires  de  P  et  de  p  soit  inférieure  à  t. 

La  condition  est  nécessaire,  d'après  la  définition  même.  Elle  est 
aussi  suffisante,  puisque  la  dilFérence  A  —  a  ne  peut  être  infé- 
rieure à  la  différence  -l.  —  -l/.  Il  suit  de  là  que,  si  le  domaine  D 
est  quarrable  et  a  pour  aire  =1.,  il  est  toujours  possible  de  trouver 
deux  domaines  polygonaux  P  etyo,  l'un  contenant  D,  l'autie  con-' 
tenu  dans  D,  tels  que  les  dillerences  A  —  A>,  A«  —  a  soient 
moindres  que  tout  nombre  positif  donné  t.  La  condition  précé- 
dente pour  que  D  soit  quarrable  peut  encore  s'énoncer  ainsi  :  Il 
faut  et  il  suffit  que  la  frontière  G  puisse  être  renfermée  dans 
un  domaine  polygonal  dont  l'aire  soit  moindre  que  tout 
nombre  donné.   Gar  tout  domaine  polygonal  renfermant  C  est  la 


(')  Celte  dériniliott  de  l'aire  d'un  domaine  plan  est  empruntée  aux  Leçons  sui- 
tes théories  générales  de  l'Analyse  (t.  I,  p.  i4^)  de  M.  Baire;  elle  peut  s'appli- 
quer à  des  domaines  définis  d'une  façon  plus  générale  que  ceux  considérés  ici. 
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différence  de  deux  domaines  [jolygoiiaus,  l'irn  conleiiaiil  IJ.  1  autre 
contenu  dans  D. 

Imaginons  qu'on  décompose  un  domaine  D,  tonné  des  |}oinls 
intérieurs  à  C,  en  deux,  domaines  analogues  D,  et  D^,  en  joignant 
|iar  exemple  deux  points  de  C  par  un  arc  de  courbe  C  situé 
dans  D.  Si  D,  et  Do  sont  quarrables,  il  en  est  de  même  de  D,  et 
l'aire  de  D  est  la  somme  des  aires  de  D,  et  de  D2. 

Soient  P|  el  p,  deux  domaines  polygonaux,  l'un  leiifeiniant  Dj, 
l'autre  contenu  dans  D,,  A,  et  «,  leurs  aires  respectives;  Vn,  p.,, 
Ao,  «2  ayant  la  même  signification  pour  Do,  il  est  clair  que  le 
domaine  polygonal  formé  par  la  réunion  de  /*,  et  p..  est  conienu 
dans  D.  On  a  donc  <i ^  ~  a-j<^  ■\,' .  D'autre  part,  les  deux  do- 
maines P,  et  Po  forment  par  leur  réunion  nu  domaine  polygonal 
contenant  D.  Comme  ils  ont  une  partie  commune,  on  a  A|  +  A2>X, 
et  par  suite  A.  —  -%'<;(A,  —  a,)  +  (A2 — a-^).  Les  domaines  D, 
et  Do  étant  quarrables,  les  difTérences  A,  —  o,,  A2 — Oo  peuvent 
être  rendues  aussi  peiites  qu'on  le  veut.  On  a  donc  <jU'=:  ~X,  et  la 
double  inégalité  «,  +  «2  <  ■^'^  <  ■=^=1 -+- Aj  montre  bien  que  l'aire 
de  D  est  égale  h  la  somme  des  aires  de  D,  et  de  D2'.  Inversement, 
si  D  et  D,  sont  quarrables,  il  en  est  de  même  de  Dj  ;  en  effet,  D 
et  D|  étant  (piarrables,  on  peut  enfermer  les  frontières  de  ces  deux 
domaines  dans  des  domaines  polygonaux  dont  l'aire  est  moindre 
que  tout  nombre  tloiini'.  Il  en  est  donc  de  même  de  la  frontière 
de  Do;  D2  étant  tpiarrable,  il  résulte  de  la  première  propriété  que 
son  aire  est  la  différence  des  aires  de  D  et  de  D,. 

Le  raisonnement  peut  être  généralisé.  Si  un  domaine  D,  dont  la 
frontière  se  coni|>ose  d'un  nombre  quelconque  de  courbes  fermées, 
peut  être  décomposé  en  une  somme  ou  une  différence  de  domaines 
quarrables  tels  que  ceux  dont  il  vient  d'être  question,  ce  domaine  D 
est  quarrable  et  son  aire  est  la  somme  ou  la  différence  des  aires  des 
domaines  cjui  le  composent. 

81.  Calcul  d'une  aire  plane. —  Aous  ne  considérerons  que  des 
domaines  plans  limités  par  des  courbes  fermées  telles  f|ue  celles 
que  Ton  considère  habituellement.  Il  est  facile  de  montrer  qu'ils 
sont  quarrables. 

Reprenons  d'abord  un  domaine  D  analogue  à  celui  qui  nous  a 
servi  de  point  de  départ  (11°  70),  limité  par  un  arc  de  courbe  AB, 
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qu'une  p;iralltle  à  Oy  ne  peut  rencontrer  en  plus  d'un  point,  les 
deux  ordonnées  AP,  BQ  et  le  segment  P(J  de  Taxe  Ox.  Soient  a 
et  h  les  abscisses  des  points  P  et  Q  {a  <;  h),  y^f(^x)  l'équation 
de  l'arc  AB,  /(.c)  étant  une  fonction  continue  et  positive  dans 
l'intervalle  (a,  b).  Prenons   une  suile  de  nombres  croissants   x,, 

X2, r,i_,  compris  entre  a  et  b,  et  soient  m,  et  M/  les  valeurs 

extrêmes  de/ (.r)  dans  l'intervalle  (j7(_i,  jt,).  Considérons  les  deux 
séries  de  rectangles /■,  et  K,  limités  par  les  droites  j==o,  x^Xi^,, 
X  =  Xi  d'une  part,  et  par  les  droites  y  :=  nii,  y  =^  M,-  respective- 
ment. Il  est  claii-  que  les  rectangles  /•,  forment  un  domaine  poly- 
gonal contenu  dans  D,  taudis  que  les  rectangles  R/  forment  un 
domaine  polygonal  contenant  D.  Ov,  les  aires  de  ces  deux  domaines 
sont  respectivement 

2 '■' =2 '"''■^'- ■'■'-I ''    2 R' =2j '^■'(^'^ -^'-i '' 

la  borne  supérieure  de  S/-,  et  la  borne  inférieure  de  ïR,  sont 
égales.  Le  domaine  D  est  donc  quarrable,  et  son  aire  est  repré- 

.  ■    r'' 

sentée  par  rintégrale  di'finie  /  f{x)dx.  Le  résultat  est  bien  con- 
forme à  la  notion  intuitive  de  l'aire  fournie  par  la  Géométrie. 
Remarquons  (|ue,  quel  que  soit  le  signe  de  y(.î7)  dans  l'intervalle 

.  .    r''  ■ 

(«,  6),  ou  peut  regarder  I  intégrale  définie  /  J  {x)dx  comme  re- 
présentant une  aire,  pourvu  c|u'on  adopte  la  convention  faite  plus 
haut  (n"  71  ).  On  a  conservé  le  nom  de  (j uadrat.uie  ^ionr  àén^nev 
le  calcul  d'une  intégrale  définie. 

Considérons  en  second  lieu  un  domaine  limité  par  deux  seg- 
ments AA',  BB'  de  droites  parallèles,  et  deux  courbes  A/«,B, 
A'/WoB'  situées  entre  ces  droites  et  rencontrées  en  un  seul  point  par 
une  parallèle  à  cette  direction,  et  ne  se  coupant  pas  {fig.  i  i)-  Choi- 
sissons pour  axe  Oy  une  droite  parallèle  à  AA',  et  pour  axe  Ox 
une  droite  perpendiculaire  telle  que  le  domaine  soit  tout  entier 
au-dessus  de  cet  axe.  Dans  le  cas  de  la  figure,  le  segment  BB'  se 
réduit  au  point  B;  soient  j,  ='i;,(a;),  y^='\-i[x)  les  équations 
des  deux  arcs  de  courbe  A/?(iB,  A'/M2B'. 

Le  domaine  D  est  la  difi'érence  entre  les  deux  domaines  quar- 
rables  limités  par  les  contours  A//i,  BQPx'V,  A' //i.j  BQl'A' ;  il  est 
G.,I.  i3 
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donc  liii-ménie  quarraljle  el  sou  aire  est  égale  à  la  illflérence  des 
deux  intégrales 

I     ■yiix)dx,       I     <!^i(x)dx. 
Tout  domaine,  qui  pourra  se  décomposer  en  domaines  tels  que 


y 
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8 
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Q                                 ^ 

le  précédent,  sera  donc  quarrable  et  son  aire  s'exprimera  par  une 
somme  algébrique  d'intégrales  définies.  Si  les  axes  de  coordon- 
nées, au  lieu  d'être  rectangulaires,  font  un  angle  9,  les  intégrales 
définies  devront  être  multipliées  par  sinÇ). 

Il  est  quelquefois  commode  d'emplojer  des  coordonnées  po- 
laires pour  le  calcul  des  aires.  Soit  à  évaluer  l'aire  d'un  domaine 
limité  par  deux  segments  de  droite  OA,  OB  faisant  des  angles  to,, 
el  O  avec  un  axe  polaire  Ox(wo<C]^),  et  un  arc  AMB  situé  dans 
l'angle  AOB  et  qui  n'est  rencontré  qu'en  un  point  par  une  demi- 
droite  située  dans  l'angle  AOB.  Soit  p  := /(ui)  l'équation  en  coor- 
données polaires  de  cet  arc  AMB.  Divisons  l'angle   AOB  en  un 
certain  nombre  d'angles  plus  petits  au  moyen  de  ravons  vecteurs 
faisant  des  angles   croissants  (j,,  (1J2,   ...  avec  Ox.  Soient   OM,, 
OM,_j.,    deux  rayons   vecteurs   consécutifs    faisant   avec    Ox   les         . 
angles  o),,  w,^.,,  p|-  et  pj  le  minimum  et  le  maximum  def((ii)  dans        I 
l'intervalle  (w,-,  Wj+i).  Construisons  d'une  part  le  triangle  isocèle  ti        ' 
de  sommet  O,  et  dont  les  deux  autres  sommets  sont  à  une  dis- 
lance p,  de  O  sur  OM,-  et  OM,-^, ,   d'autre  part  le  triangle  rec- 
tangle T,  de  sommet  O,  el  dont  le  sommet  de  l'angle  droit  s'ob- 
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tient  en  portant  sur  OM,  une  longueur  égale  à  pj,  le  troisième 
sommet  étant  sur  OM,-^, .  Il  est  clair  que  l'ensemble  des  triangles/, 
forme  un  domaine  polvgonal  contenu  dans  D,  et  l'ensemble  des 
triangles  T/  un  autre  domaine  polvgonal  contenant  D.  Les  aires 
de  ces  deux  domaines  sont  respectivement 

-  2  (?'*'  sin(to,>,  —  w,),  -  2  (?/>-  tangCto/^,  —  w,) 

et  ont  lune  et  l'autre  |JOur  limite-  /  z-do).  La  première  par 
exemple  peut  -.'écrire 

ti  tendant  uniformément  vers  zéro  en  même  temps  que 
(w,+i  — w/).  L'aire  du  domaine  D  est  donc  égale  à  l'intégrale  dé- 
finie 

—    I       0-  aw , 

'-'o>,     ' 

-  z'-diù  est  Vêlement  d^aire  en  coordonnées  polaires.  La  significa- 
tion géométrique  est  évidente. 

On  ramènera  aisément  à  ce  cas  particulier  le  cas  d'un  domaine 
limité  par  un  contour  de  forme  habituelle,  eu  le  considérant 
comme  la  somme  ou  la  diûérence  d'un  certain  nombre  de  domaines 
tels  que  le  précédent. 

Remarque  I.  —  Le  nombre  qui  mesure  l'aire  du  domaine 
limité  par  une  courbe  fermée  a  été  défini  comme  une  coupure 
dans  l'ensemble  des  nombres  positifs.  De  cette  définition  résultent 
un  certain  nombre  de  propriétés  qui  pourraient  aussi  servir  de 
définitions.  En  voici  une  qui  se  rapproche  peut-être  davantage  de 
la  notion  vulgaire  de  l'aire.  Soit  G  une  courbe  plane  fermée  limi- 
tant un  domaine  quarrable  D  d'aire  A>.  Prenons  un  domaine  po- 
lygonal P  contenant  D,  et  dont  l'aire  soit  inférieure  à  =.l.-f-î-  et 
un  autre  domaine  polygonal  p  contenu  dans  D  dont  l'aire  soit 
supérieure  à  =1,  —  z.  L'aire  du  domaine  polvgonal  K,  différence 
des  deux  domaines  P  et,/),  est  alcfrs  inférieure  à  2î. 

On  peut  encore  remplacer  ce  domaine   polygonal    K.  par   un 
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autre  domaine  polygonal  K,,  renfermant  C  et  d'aire  inférieure  à 
4  e,  et  dont  la  frontière  L  n'a  aucun  point  commun  avec  C.  En 
effet  on  peut  remplacer  la  ligne  polygonale  l  qui  limite  R  exté- 
rieurement par  une  autre  ligne  polygonale  formée  de  droites  pa- 
rallèles aux  côtés  de  la  première  et  à  une  distance  assez  petite  pour 
que  l'aire  du  domaine  compris  entre  les  deux  lignes  soit  inférieure 
à  £,  et  opérer  de  même  par  la  ligne  /'  qui  limite  K.  intérieurement. 
Cela  posé,  effectuons  un  carrelage  plan  au  moyen  de  parallèles 
à  deux  directions  rectangulaires  distantes  de  p.  Nous  aurons  trois 
espèces  de  carrés  :  i°  les  carrés  intérieurs  à  D,  ceux  dont  tous  les 
points  intérieurs  font  partie  de  D  ;  2"  les  carrés  extérieurs,  qui 
n'ont  aucun  point  commun  avec  D;  3°  les  carrés  mixtes,  qui  ont 
à  la  fois  des  points  dans  D  et  des  points  extérieurs  à  D.  Il  est  aisé 
de  voir  que  la  somme  des  aires  des  carrés  mixtes  tend  vers  zéro 
lorsque  p  diminue  indéfiniment.  En  effet,  soit  3  le  minimum  de 
la  distance  d'un  point  de  C  à  un  point  de  la  ligne  polygonale  L  qui 

limite  le  domaine  K,.  Si  l'on  a  pris  p  <<  -^>  tous  les  carrés  mixtes 

sont  certainement  dans  le  domaine  K,,  puisque  chacun  deux  a  un 
point  sur  C.  La  somme  des  aires  de  ces  carrés  mixtes  est  donc 
inférieure  à  \t,  et  par  conséquent  tend  vers  zéro  avec  p,  puisque  e 
est  un  nombre  positif  arbitraire.  On  voit  de  la  même  façon  que  la 
somme  des  aires  des  carrés  intérieurs  tend  vers  Vaire  du 
domaine  D  lorsque  a  diminue  indéfiniment.  En  effet,  cette  somme 
est  inférieure  à  ^l-,  mais  la  somme  des  aires  des  carrés  intérieurs 
et  des  carrés  mixtes  est  supérieure  à  ^l.,  et,  comme  la  somme  des 
aires  des  carrés  mixtes  est  inférieure  à  4-?  on  en  conclut  que  la 
différence  entre  l'aire  A,  du  domaine  D  et  la  somme  des  aires  des 
carrés  intérieurs  est  inférieure  à  4'- 

Remarque  II.  —  Considérons,  en  particulier,  un  domaine  tel 
que  celui  de  la  figure  1  (n"  9),  limité  par  le  contour 

ACC'DD'BBoAoA. 

L'ordonnée  dun  point  de  la  ligne  ACG'DD'B  es!  une  ionc- 
tion  f{x)  de  l'abscisse  qui  présente  un  nombre  quelconque  de 
points  de  discontinuité  de  première  espèce.  L'aire  de  ce 
domaine  est  évidemment  égale  à  la  somme  des  aires  des  do- 
maines ACCoAq,   C'DDflCo,  D'BBqDo,   c'est-à-dire  à  la  somme 
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des  intéarales 


(H) 


j    f(T)dr^  j     f{x)d.r-i-   C   f(.r)dx  =   f   f(x)dx. 


Si    l'on  remplace   rordonnée  BIÎ,,   par  une    ordonnée   variable, 

l'intégrale  définie    F(.r)  =    j      f(x)dx  est  encore  une  fonction 

continue  de  x.  En  un  point  x,  où  f\x)  est  continue,  on  a 
encore  ¥' {x)  =:f\x).  Pour  un  point  de  discontinuité,  x=c  par 
exemple,  on  a 

V{c^h)-V{c)=  j         /{x)dx  =  hf(c-^f>h)        {o<6<.); 

■  Ffr-H/i)  —  F(r)  .....  ,  -, 

le  rapport a  pour  limite /(c  +  o)   ou  /(c;  —  o), 

suivant  que  h  est  positif  ou  négatif.  Cet  exemple  montre  bien 
clairement  que,  si_/(x)  est  une  fonction  intégrable  non  continue, 

l'intégrale  F(r)  =  /  /(jr)  r/x  n'admet  pas  nécessairement  /"(jr) 
pour  dt-rivée. 

8!2.   Longueur  d'un  arc  de  courbe.  —  Soient 

(12)  ■'■=/(';.     j'  =  ?':o,     -  =  ';(0 

trois  fonctions  continues  de  t  dans  un  intervalle  (a,  b),  où  a  <^  h. 
En  faisant  croître  t  àe.  a  k  b,  \e  point  de  coordonnées  {x,y,  z) 
décrit  un  arc  de  courbe  AB,  fermé  ou  non,  pouvant  avoir  un 
nombre  quelconque  de  points  doubles.  Prenons  entre  a  et  b  une 
suite  de  nombres  croissants  (0!^<o<'i<C2<  •••<  'n-i  </«=  ^), 
et  soient  P„,  P,,  ....  !'„_!,  V„  les  points  correspondants  de  la 
courbe,  P,,  coïncidant  avec  A,  et  P„  avec  B.  Ces  points  Po,  Pi, 
Po,  ...,  P„  sont  les  sommets  successifs  d'une  ligne  polygonale 
inscrite  dans  l'arc  AB,  de  longueur  L.  Si  le  nombre  n  augmente 
indéfiniment,  de  façon  que  toutes  les  diflerences  ti —  <,_,  tendent 
vers  zéro,  tous  les  côtés  de  cette  ligne  polygonale  tendent  aussi  vers 
zéro.  Lorsque  la  longueur  L  .tend  vers  une  limite  S,  on  dit  que 
la  courbe  est  rectifiable,  et  la  limite  S  représente  la  longueur 
de  l'arc  de  courbe  AB. 
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Nous  allons  Jcmonlrer  que  la  courbe  est  rectijlable  lorsque  les 
fonctions  f{t),  <s{t),  ^{t)  admettent  des  dérivées  f  (l).  '^'{t), 
•i'(/)  continues  dans  V intervalle  {a,  b)  ('  ). 

Soient  Xi.  1,,  s,-  les  coordonnées  du  sommet  P,  et  c,  la  longueur 


(  '  )  Ce  sont  là  des  conditions  suffisantes,  mais  non  nécessaires.  Les  conditions 
à  la  fois  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une  courbe  soit  rectifiable  ont  été 
données  par  M,  Jordan  :  Pour  qu'une  courbe  C  soit  rectifiable,  il  faut  et  il 
suffit  que  l'ensemble  des  nombres  L,  qui  mesurent  les  périmètres  des  lignes 
polygonales  inscrites  dans  C,  soit  borné. 

La  condition  est  nécessaire.  Supposons,  en  effet,  que  L  tende  vers  une  limite  S, 
quand  n  croit  indéfiniment,  le  maximum  ),  des  cùtés  de  la  ligne  polygonale  ten- 
dant vers  zéro.  Il  ne  peut  exister  aucune  ligne  polygonale  inscrite  dans  C  dont 
le  périmètre  L'  soit  supérieur  à  S.  En  effet,  s'il  en  existait  une,  en  divisant  chacun 
des  intervalles  en  intervalles  partiels  de  plus  en  plus  petits,  les  périmètres  des 
nouvelles  lignes  polygonales  seraient  tous  supérieurs  à  L'  el,  par  conséquent,  ne 
pourraient  tendre  vers  S.. 

La  condition  est  suffisante.  On  le  démontre  par  un  raisonnement  tout  à  fait 
pareil  à  celui  qui  a  été  déjà  employé  deux  fois  (  n°'  11  et  73).  Soit  S  la  borne 
supérieure  des  nombres  L;  e  étant  un  nombre  positif  donné  à  l'avance,  il  existe 
une  suite  de  nombres  croissants 

(  a  =  0,1  <  a,  <  a,  < . . .  <  a   =  6  ) , 

telle  que  le  périmètre  A  de  la  ligne  polygonale  inscrite  correspondante  soit  supé- 
rieur à  S  —  -•  Considérons  une  suite  quelconque  dénombres  croissants 

(o  =  /„<  <i  <  <3<.  .  .<  <„-,<<„=  *), 

telle  que  tous  les  intervalles  t, —  <,_,  soient  plus  petits  qu'un  nombre  positif  r,, 
qui  est  lui-même  inférieur  à  la  plus  petite  des  différences  a, —  a„,  a^ — a,,  ... 
b  —  a  ^\  soit  L  le  périmètre  de  la  ligne  polygonale  inscrite  correspondante. 
Nous  allons  montrer  que  S  —  L  sera  <  £,  pourvu  que  ï,  soit  assez  petit. 

Pour  cela,  imaginons  qu'on  range  les  nombres  <;  et  a,,  par  ordre  He  grandeur 
croissante,  et  soit  L'  la  longueur  de  la  ligne  polygonale  auxiliaire  obtenue  par 
ce  nouveau  mode  de  division.  Le  nombre  L'  est  supérieur  ou   au  moins  égal  à  L 

et  à  A,  et  par  suite  plus  grand  que  S 

On  passe  de  la  ligne  polygonale  de  longueur  L  à  la  ligne  polygonale  de  lon- 
gueur L'  en  remplaçant  les  côtés  c,,  tels  qu'il  y  ait  un  point  a^  dans  l'inter- 
valle (  <,_p  /,),  par  les  deux  autres  côtés  du  triangle  ayant  pour  sommets  les 
points  qui  correspondent  aux  valeurs  /,_,,  a^,  /;de  l.  Le  nombre  de  ces  côtés  est 
au  plus  égal  à  /j —  1.  Supposons  que  l'on  ait  pris  le  nombre  r,  assez  petit  pour 
que  l'inégalité  I   <'— /"|<t,  entraîne  l'inégalité 


v[/( '■)-/(  «")]'+[?('■)-?('")]'+[•;(«' )-'!'('")]'< 


ce  qui  est  possible  puisquey.  ï,  'y  sont  continues  :  on  aura  L'  —  L  <  - ,  et.  comme 
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(lu  cùlé  l'j^i  I*,  ;  on  a 


c,  =  V  (  ■'■,—  •'■,  1  i-^{r,  —  y,-,  i--^i  ;,—  ;,_i  )^ 
ou,  en  appliquant  la  formule  des  ace  loisscmenls  finis  à  .7/  —  ./',    i, ..., 


;,,  T,,,  Zj  étant  compris  entre  /,_,  el/,.  I^orsfpie  l'intervalle  (/,_i,  /,) 
est  très  petit,  le  ratluMl  ililfère  liés  peu  de 


pour  trouver  une  limile  de  la  dillerence,  nous  pouvons  I  éerire 

//"'(;<)■+-?'' •■'■i' M -^ 'VU'.)  -+-  Vf- 1  fi'  1  )  H-  î'n  '/-  i)-^'Y-<''-i) 

Or,  on  a 

!/'(;/)  I  +  l/l'.-.)  I  ^  v^'nJ/)+...--  \//'=u,--,i^... 
et,  par  suite. 


Les  trois  fonctions  /'(t),  '-s'iOi  't''(')  '^l'i'it  continues,  à  tout 
nombre  jjosilif  :  on  |)eut  associer  un  autre  nombie  posilif  /,,  tel 
(jue.  dans  tout  intervalle  d'amiililude  moiiidre  (|ue  y,,  l'oscillation 

des  fonctions  y''(^),   o'(<),   '■!''(')  ^^oit  inférieure   à  ^-  Nous  avons 

L'  esl  >  S  —  - 1  on  aura  aussi  L  >  S  —  e.  Le  nombre  I.  a  dune  pour  liniile  S. 
Le  nombre  L  est  au  moins  égal  à  cliacun  des  nombres 

Xl^.--^-.!'      ^\y-r.-A'      2]l-^-"-'- 

Pour  que  L  soil  borné,  il  faut  donc  ([ue  les  Irois  fonclions  /(t),  -{l),  '!f{l) 
soient  k  variation  bornée.  Ces  conditions  sont   suffisantes,   car  on  a,   d'un  autre 

côté, 

L^  21 1-^'-^- 1  -^  Z 1^.  -•>--'  I  +  Z I  -■  -  '-  '■ 

En  résumé,  pou/-  qu'une  courbe  soit  rectijiable,  il  faut  et  il  suffit  que  les 
trois  fonctions  f(l).  »(<),  "KO  soient  à  variation  bornée. 
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donc 

C,=  iti—  ?,_,)[//"'2(7,_,  1  4-  o'2('<-l)  -i-  'i'''*  ',-1  t  —  ?,], 

p,  tendant  iiniforinéme/H  vers  zéro  avec  i,  —  ^,_|,  et  par  consé- 
quent le  périmètre  L  =  Se,-  a  pour  limite  (n"  7o)  linlégrale 


(i3)  =J    ^/f'^o-- 


•2  dt. 


La  démonstration  précédente  s'étend  aussi  au  cas  où  les  déri- 
vées/', ç',  i'  seraient  discontinues  en  un  nombre  fini  de  points 
de  l'arc  AB;  ce  qui  arriverait  si  la  courbe  présentait  des  points 
anguleux.  Il  suffirait  de  partager  l'arc  AB  en  plusieurs  autres, 
pour  chacun  desquels/',  t»',  •-{>'  seraient  continues. 

De  la  formule  (i3^,  on  déduit  que  l'arc  compris  entre  un  point 
fixe  A  et  un  point  variable  M,  correspondant  à  la  valeur  /  du  para- 
mètre, est  une  fonction  de  t  ayant  pour  dérivée 


'■'S         ,-7r, r. rrr 

en  élevant  au  carré  les  deux  membres  et  multipliant  par  c/l-,  il 
vient 

(  1 4  j  rfS '-  =  rfj '  +  dy-^  -t-dz'-, 

formule  qui  a  lieu,  quelle  que  soit  la  variable  indépendante.  On 
peut  la  retenir  aisément,  d'après  sa  signification  géométrique;  elle 
exprime  que  rfS  est  la  diagonale  d'un  parallélépipède  rectangle 
dont  dx,  (iy\  dz  sont  les  trois  arêtes. 

Remarque .  —  En  appliquant  la  formule  de  la  moyenne  à  l'in- 
tégrale définie  qui  représente  l'arc  Mo  M,,  dont  les  extrémités  cor- 
respondent aux  valeurs  <0)  ^i  du  paramètre  (  /|  >  io))  O"  a 


s  =  arcMoM,  =  (<i  —  ^) //'-(O  )  ^  o'-'-i})) -^  ^•■-(^)), 

%  étant  compris  dans  Tintervalle  (/„,  <i).  On  a  de  même,  en  dési- 
gnant par  c  la  corde  Mq  M, , 

en  appliquant  la  formule  des  accroissements  finis  à  chacune  des 
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ditréreiices  /(/,  )  — f(  l,,) nous  pouvons  écrire 

les  trois  noml)res  ;.  r,,  1^  ap|)artenant  à  rintervalle  (<05  ^i)-  D'après 
le  calcul  fait  plus  haut,  la  dillérence  des  deux  radicaux  est  infé- 
rieure à  £,  pourvu  que  roscillalion  des  fonctionsy'((),  '■^'(l),  <i'(0 
soit  inférieure  à  ^  dans  l'intervalle  (  ((,.  t,  ).  On  a  donc 

.,-,■       -El/,—  ^o). 

et  par  suite 


Si  l'arc  Mo  M,  devient  infiniment  petit,   t,  —  ta  tend  vers  zéro; 

il  en  est  de  même  de  s  et,  par  suite,  de  i Donc  le  rapport 

d'an  arc  in  finimenf  petit  à  sa  corde  a  pour  limite  V unité. 

Exemple.  —  Soit  à  trouver  l'arc  d'une  courbe  plane  donnée 
par  sou  équation  en  coordonnées  polaires  p  z=:f(^(,i).  En  prenant  m 
pour  variable  indépendante,  la  courbe  est  représentée  par  les  trois 
équations  .r  =  a  cosw,  jj'  =  p  sinoj,  :  =  o,  d'où  l'on  lire 

ds-  =  dx-  -I-  dy-  =  (cosui  dp  —  p  sinw  dm)-^  (  sin  (i>  dp  -+-  p  cosio  dia)'-, 

ou,  en  réduisant. 

ds-=  rfp'-t-  -J  dM-.     ' 

Prenons,  par  exemple,  la  cardioïde  représentée  par  l'équation 

c  =  R  -H  Rcosoj. 
La  formule  précédente  donne 

rfi»=  K-  rfto2[sin'co  ^  (i  -4-  cos(u)2]  =  4  R2  cos*—  û?(u-: 

si  nous  faisons  varier  w  de  o  à  t  seulement,  on  en  déduit 

>  tii   . 

ai  =  2R  cos  —  rfc), 

2 

et  la  longueur  d'un  arc  a  pour  expression 
La  lon2:ueiir  totale  est  donc  éçale  à  8R. 
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83.  Cosinus  directeurs.  —  Pour  éludier  les  propriétés  d'une 
courbe,  on  esl  souvent  conduit  à  prendre  l'arc  pour  variable  indé- 
pendante. On  adopte  alors  sur  la  courbe  considérée  un  sens  de 
parcours  positif,  et  l'on  désigne  par  x  la  longueur  de  l'arc  A,M 
compris  entre  un  point  fixe  A  et  un  point  quelconque  M,  affectée 
du  signe  +  ou  du  signe  — ,  suivant  que  la  direction  de  A  en  M 
est  la  direction  positive  ou  la  direction  opposée.  En  un  point  quel- 
conque M  de  cette  courbe  menons  la  direction  de  la  tangente  qui 
coïncide  avec  la  direction  des  arcs  croissants,  et  soient  a,  p,  y  les 
angles  que  fait  celle  direction  avec  les  directions  positives  de  trois 
axes  rectangulaires  Oa;,  Oy,  Oz.  On  a 

cosa  _  cos^  _  cosY        .  i  —  i 

dx    ~    dy    ~  ~dT  ~  ~  y/dx^^dy'-^Tdl^-  ~~  "^  ' 

pour  savoir  le  signe^qui  convient,  supposons  que  la  direction  posi- 
tive de  la  tangente  fasse  un  angle  aigu  avec  Ox;  x  el  s  croissent 
en  même  temps,  on  doit  donc  prendre  le  signe  -|-.  Si  l'angle  a 

esl  obtus,  cosa  est  négatif,  .t  diminue  quand  s  augmente.  -;-    est 
^  '  ^  as 

négatif,  il  faut  encore  j)ieiulre  le  signe  +.  On  a  donc,  dans  tons 
les  cas, 

(l5)  cosa  =  -=-,  co«3  =  -j-}  cnsv  =  ^-. 

as  ds  as 

dx^  dy,  dz,  ds  étant  les  dilTérentielles  prises  par  rapport  à  la 
variable  indépendante,  qui  peut  être  f|uelii>j]que. 

84.  Variation  d'un  segment  de  droite.  —  Stiil  MM,  un  segment 
de  droite  dont  les  extrémités  décrivent  deux  courbes  C,  C,.  Sur 
chacune  des  deux  courbes  adoptons  un  point  pour  origine  el  un 
sens  positif  de  parcours. 

Soient  s  l'arc  AM,  5,  l'arc  A,. M,,  ces  deux  arcs  étant  pris  avec 
un  signe,  /la  longueur  MM,,  h  l'angle  de  MM,  avec  la  direction 
positive  de  la  tangente  MT,  9,  l'angle  de  M,  M  avec  la  direction 
positive  de  la  tangente  M,'!',.  Nous  allons  chercher  une  relation 
entre  6,  6,  et  les  difTérenlielles  ds,  ds,,  dl. 

Appelons  x,y^,  z,  x,,  y,,  3,  les  coordonnées  des  points  M,  M, 
respectivement,  a,  p,  v  les  angles  de  MT  avec  les  axes,  a,,  ,^|.  v, 
les  angles  de  M,  T,  avec  les  axes.  On  a 
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on  en  dédiiil 

/  dl  =  (x  —  .Tt)(d.r~  dj-t  )  -f-  (y—yi  )  (  dy  —  dy,)-r-i  z  —  :,)  id:  —  d:,), 

ce  qui  peut  s'écrire,  en    tenant    compte  des  Corinules  (  i  5)  et  des 
formules  analogues  pour  C,, 


l 


I 

>'i  — 


•en* 3, ^ 


Mais 


,,.  _.r,     .>•— ^', 


—j-^  sont  les  cosinus  directeurs  de    M,  M, 


et  le  coefficient  de  ds  est  —  cosO.  De  même,  le  coefficient  de  dSi 
est  — cos^i  et  l'on  obtient  la  relation  clierchée 

(|6)  rf/'  =  — (/.«cosO  — rfjî,  cusO,, 

dont  nous  allons  indiquer  une  ap|)lication  intéressante. 


83.  Théorèmes  de  Graves  et  de  Chasles.  —  Soient  E.E' deux  ellipses 
homofocalcs  (Jig.  i'i)\  J'uii  point  M  de  l'ellipse  extérieure  E',  on  mène  les 
deux  tangentes  MA,  MB  à  l'ellipse  E;  la  différence  MA  +  MB  —  arc  AXB 
reste  constante  lorsque  le  point  M  parcourt  l'ellipse  E'. 

Soient  i  et  s'  les  arcs  OA  et  OB,  a  l'arc  O'M,  l  et  /'  les  longueurs  AM 
et  BM,  0  l'angle  de  MB  avec  la  direction  positive  de  la  tangente  MT; 
d'après  les  propriétés  focales,  l'angle  de  MA  avec  MT  est  égal  à  -  —  6.  En 
observant  que  AM  coïncide  avec  la  direction  positive  de  la  tangente  en  A 
et  que  BM  est  opposée  à  la  diiection  positive  de  la  tangente  en  B,  la  for- 
mule (i6)  donne  successivement 

dl  =  —  ds  --f/crcose, 
rf/' =      rf.ç'— rficosO, 


20|  CHAPITRE    IV.    —    INTÉGRALES    DÉFINIES. 

et,  en  ajoutant,  il  vient 

dil  +  /'i  =  dis'— S)  =  c/arc  ANB, 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Ce  théorème  est  dû  à  un  fféomètre  anglais,  Graves.  On   démontre   de  la 


même  façon  le  théorème  suivant,  découvert  par  Chasies  ;  Étant  données 
une  ellipse  et  une  hyp'srbole  homofocales  se  rencontrant  en  N,  si  d'un 
point  M,  pris  sur  la  branche  d'hyperbole  qui  passe  au  point  N,  on  mène 
les  deux  tangentes  MA,  MB  à  l'ellipse,  la  dillérence  des  arcs  NA  —  NB  est 
égale  à  la  différence  des  tangentes  MA  —  MB. 


CHANGEMENT  DE  V  MUAIiLK.  —  INTEGRATION  PAR  PARTIES. 


Un  grand  nombre  d'inlégrales  définies,  que  l'on  ne  peut  obtenir 
immédiatement,  se  calculent  au  moyen  de  deux  procédés  généraux 
que  nous  allons  faire  connailie. 

86.  Changement  de  variable.  —  Si.  dans  une  intégrale  dé- 
finie    /    /(x)dx,  on    remplace  la  variable  .r    par    une    nouvelle 

variable  indépendante  /  au  moyen  de  la  substitution  x  =  'f{t),  on 
obtient  une  nouvelle  intégrale  définie.  iVoiis  supposeions  que  la 
fonction  v(t)  est  continue  et  admet  une  dérivée  continue  entre  a 
et  p,  et  que  'j(/)  varie  toujours  dans  le  même  sens  depuis  a  jus- 
qu'à b  lorsque  t  varie  de  a  à   |5. 

L'intervalle  (a,  [j)  étant  partagé  en  intervalles  plus  petits  par 
des  valeurs  intermédiaires  a,  t,,  /o,  ....  ?„_i,  ,3,  soient  a,  x,, 
X2,  •■.,x,i_t,  6  les  valeurs  correspondantes  de  jt:  =;»(<).  On  a, 
d'après  le  théorème  des  accroissements  finis, 

a-,-a-,-_,  =  (/,-/,_,)ç'(*'/). 
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'),étanl  compris  entre  ?,_.  et  t,:   -'it   ;-=r(.'^''  la  xaleur  corres- 
pondante de  X,  qui  est  comprise  entre  .r,_  ,  et  .r,.  I.a  somme 
f{fii){x,—  a)^f{U}ix,-x^)-^...-f^\n)ib~.v„-i) 

a  pour  limite  Tintégrale  définie  considérée.  Mais  cette  son.me  peut 
aussi  s'écrire 

/[o(e,)]?'(e,.(^-a)-^...--/[-f(0,)]9'(0,i(/,-/,-,)-^..., 

et,  sous  cette  forme,  on  recounait  ,p."elle  a  pour  liu.ite  la  nouvelle 
intégrale  définie    /' V[r  '  "1  r'(" '''•  *^"  '''  ''""^  l"éj;alité 


(K) 


f    fM')dx=   I     f[oit)]'i'(t)de, 


qui  constitue  la  formule  du  changemeiK  de  variable.  On  voit 
qu'on  obtient  la  nouvelle  différentielle  sous  le  signe  d'intégra- 
tion en  remplaçant,  dans/(x)  f/r,  x  et  fix  par  leurs  valeurs  ç  (  0 
el'f'{t)dt.  tandis  que  les  nouvelles  limites  sont  les  valeurs  de  t. 
correspondant  aux  anciennes  limites.  En  choisissant  convenable- 
ment la  fonction  »(<),il  peut  se  faire  que  la  nouvelle  intégrale  soit 
plus  facile  à  calculer  que  la  première,  mais  on  ne  saurait  donner  à 
cet  égard  de  règles  bien  précises. 

Exemple.  —  Soient  a  et  h  (leux  iiombies  positifs;  nous  avons 

r"*—  -  r'— -  f"' —■ 

en  posant  dans  la  dernière  intégrale  x  =  ay,  il  vient 
et,  par  suite,  on  a  l'égalité 

Nous  retrouvons  la  propriété  fondamentale  du  logarithme  (cf.  n"  33). 
Toutes  les   hypolhè.ses  qui  ont   été  faites   pour  établir  la  for- 
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mille  (17)  ne  sonl  pas  indispensables.  Ainsi  il  n'est  pas  nécessaire 
que  la  fonction  o{t)  varie  toujours  dans  le  même  sens  lorsque  t 
varie  de  a  à  p.  Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  t  croissant  de  a 
à  yfy  <  jî),  tp(<)  aille  en  croissant  de  a  à  c  (c  >  b),  puis  que,  t 
croissant  de  y  à  [i,  o  (t)  décroisse  de  c  à  6.  Si  la  fonction/(x)  est 
continue  dans  l'inlervalle  (a,  c),  on  peut  appliquer  la  formule  à 
chacun  des  intervalles  (<7,  c),  (c,  b),  ce  qui  donne 

J   fix)dx=  f  f[o(t)]<i'{t)dt, 

I    fi.T)dx=  I     /[oi  iq-f\l)dt; 

en  ajoutant  ces  deux  égaillés,  il  vient 

I     f(x)dx=  I     flo{t)]o'(t)dt. 

Par  contre,  il  est  nécessaire  qu'à  une  valeur  de  x  comprise 
enire  a  et  b  corresponde  au  moins  une  valeur  de  t  entre  a  et  p.  Si 
l'on  ne  lient  pas  compte  de  cette  condition,  on  peut  être  conduit 

à  des  résultats  absurdes.  Par  exemple,  si   à  l'intégrale    /       d.v  on 

rt 

applique  telle  quelle  la  formule  (i-)en  posant  x  =  t' ,  on  est 
conduit  à  écrire 

f^'         r'3  ,- 

/         dx  =    /      -  V  <  dt, 

résultat  qui  est  absurde,  puisque  la  seconde  intégrale  est  nulle. 
Pour  appliquer  correctement  la  formule,  il  faut  partager  l'inter- 
valle ( — I,  +1)  en  deux  intervalles  ( — 1,  o),  (o,  i).  Dans  le 
premier  intervalle,  on  posera  x  =  —  y/^',  et  l'on  fera  varier  / 
de  I  à  o  ;  dans  le  second  intervalle,  on  posera  x  =  \/t^,  et  l'on  fera 
varier  t  de  o  k  i .  On  trouve  ainsi  un  résultat  exact 

f  dx==if      \/7rf?=   (2<2)o=    2. 

Remarque.  —  Si  l'on  remplace,  dans  la  formule  (17),  les  limites 
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supérieures  b  et  fi  par  les  limites  variables  x  et  t,  il  vient 


f   f(x)dx=J  f[o(t)]-:,'{t)df. 


ce  qui  montre  qu'une  fonction  ¥  ix)  dont  la  dérivée  est  f(x)  se 
change,  quand  on  pose  x  =  '^in.  en  une  fonction  ^{t)  dont  la 
dérivée  est  /"[-j  ( 7  )]  s'f'O-  C"est  aussi  ce  qui  résulte  immédiatement 
de  la  formule  qui  donne  la  dérivée  d'une  fonction  de  fonction. 
Nous  pouvons  donc  écrire,  d'une  manière  générale, 

j'/{x)d.r  =  ff[-r{t)]'i(t)dr, 

c'est  la  formule  du  changement  de  variable  dans  les  intégrales 
indéfinies. 

87.    Intégration  par  parties.   —   Soient   it   et  v   deux  fonctions 
continues,  ainsi  que  leurs  dérivées  ;/  et  f',  entre  a  et  b.  On  a 

diui'  I  _      di'  ^     du 
~in~  ~  "d7r  "''rf.r' 

el,  en  intégrant  les  deux  membres  de  cette  égalité. 

r''  ddii'^ ,       r'  dv  ,       r''  du  , 

ce  que  l'on  peut  encore  écrire 

<i8)  f    udi'  =  \in'\'-  —   /      "  du, 

en  désignant  d'une  façon  générale  par  [F(j)]*  la  dilférence 
F  (6)  —  F  (a).  Si  l'on  remplace  la  limite  b  par  une  limite  va- 
riable X,  a  restant  fixe,  ce  qui  revient  à  considérer  les  intégrales 
indéfinies  au  lieu  des  intégrales  définies,  on  a  de  même 

1 ,,  )  /  u  dv  =  uv  —  /  i'  du. 

Le  calcul  de  l'intégrale    /  u  dv  est   ainsi  ramené   au  calcul  de 
l'intégrale    fi- du.  qui  peut  être  plus  facile.  Soit,   par  exemple, 
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à    calculer   lintégrale    définie     /     x"'\ogxdx  (m  +  i  =z=  o  )  ;    en 

posant  «  =  log3'.  i- =  ^ ,  la  formule  (  I  8)  d<5nne 

'  '^      ■  m  ^-  I 

f'\  ,n     ,  r^'""-'!'^?''!''  ■  C''      ,n^ 

I      loej:-..r"'  rtx  =     i — /      ■!•'"  dx 

Ja  L        '"  +  '        J  -1  «i  —  I  ,  \^ 

_  r.r"'-i  log.r  .r"'+'     "1'' 

~  L     "'  —  '  ('"-^i/-J«' 

La  formule  ne  s'applique  plus  si    «(  +  i  ^  o  ;  on  a,  dans  ce  cas 
parliciilier, 

/    '"&■'■  ^=  [^'"s-^)°'J/ 

La  formule  (i8i  |)eut  èlre  i;énéralisée.  Désignons  par  m', 
m",  ....  «/'"+''.  (■'.  c'.  ...,  (■'"+"  les  dérivées  successives  des 
deux  fonctions  ;/  et  i'.  L'application  de  la  formule  (i8)  aux  inté- 
grales   /  «  f/i'i"',     /   u'(h^"~'K  ...  conduit  aux  égalités  suivantes  : 

f    uf"+i  dx=   f    H  dr'-"       =[ui'^">\'i—  f    u'i-"  dx. 

f    u  !''''•'>  dx   =    f    u'di-"''  =[u'v"->:]ii—    f    ii\"--'dx, 

I      u''">v'dx    =    j      U'"' dv        =[«<")  i']J —    /      W'^^'vdx. 

En  multipliant  ces  égalités  par  -)-  i  et  —  i  alternativement  et  ajou- 
lant,  il  vient 

(20)      /     uv'-"+^dx=  [«v'"'  — îj'p'"-'  -f- (/"t''''-2'  — . .  .^-(— i)''«,i"U'J* 

formule  qui  ramène  le  calcul  de  l'intégrale    /  uv'"'^'hïx  au  calcul 
de  l'intégrale    /   m'"+''i- f/.r. 

Cette  formule  s'applique  en  particulier  quand  on  a  sous  le  signe 
d'intégration  le  produit  d'un  polynôme  a  de  degré  n  au  plus  par 


m.    —    CHANGEMENT    DE    VAIllABLE.    —    INTEGRATION    PAR    PARTIES.  'Og 

la  dérivée  d'ordre  ( /i --- \)  dune  fonction  connue  c  ;  on  a,  en 
efiét,  «'"+'*=  G,  el  le  second  membre  ne  renferme  plus  aucun 
signe  d'intégialion.  Soit,  par  exemple,  à  calcLder  riiitégrale  définie 

OÙ  J  {x)  est  un  polvnome  de  degré  /;  ;  on  posera  u^=J{.r), 
(•  =^ T'  et  la  formule  (20  )  donne,  en  mettant  e'"-''  en  facteur, 

(2,)  j^  e<--fKX)dœ  =  .^e^^-Y— ^--"■•-^<-""^;;^i^J(,; 

La  même  méthode,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  une  suite  d'inté- 
grations par  parties,  permet  de  calculer  les  intégrales  défîmes 

/     icosnt  X /'{x )  (/.r.       J      ^\n  rux  f(x )  d.r, 

où  /(x)  est  un  polvnome. 

88.  Formule  de  Taylor. —  Dans  la  formule  (20),  remplaçons  ti 
par  (b  —  .ri",  r  par  ur.e  ionction  F(x),  continue  ainsi  que  ses 
dérivées  just[u  à  l'ordre  «  +  1,  entre  a  et  b.  Elle  devient 

f    {b  -  X)"  F'"+i(x)d.v 

=  [i  /j  —  X)"  F^">(x)-i-  n{b  —  xy'-^  ¥>■"-'>  (x)-^..  . 

-hn\(b  —  X)F'(x)-hn'.F{x)]'i. 
On  lire  de  là 

F(è)  =  F(a)-r-  ^^^F'(a)H-... 


+  — ^F«fa)^-L    f    F<-"+>'{x){b  —  xy 

II.  ii\  J 


dx\ 


le  facteur  (l)  —  x)"  conservant  un  signe  constant  lorscpie  ,/'  varie 
de  rt  à  6,  on  peut  appliquer  la  formule  de  la  moyenne  à  l'intégrale 
du  second  membre,  ce  qui  donne 

Ç    F^'^+'^1(x){b  — Xj"  dx  =  F"+^'il)  Ç    (b~x)"dx 

=  — '- — (6  — a)"*'  F("+i'(f),  , 
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;  étant  compris  enlre  a  et  b.  En  substituant  cette  valeur  dans 
l'égalité  précédente,  nous  retrouverons  précisément  la  formule 
de  Tavlor,  avec  la  forme  du  reste  de  Lagrange. 

89.  Transcendance  de  e.  —  La  formule  (21)  permet  de  démontrer  un 
théorème  célèbre,  découvert  par  M.  Hermile  :  Le  nombre  e  n'est  racine 
d'aucune  équation  algébrique  à.  coefficients  entiers  ('). 

Faisons,  dans  la  formule  (21),  a  =  o.  im  =■  —  1  ;  il  vient 

j     e-xf{x)dx  =  —  [e-^¥{x')]'^, 
"'0 
où 

F(x)  =f(x)  -H/'(;r)  +. .  .+/>'(a7), 

ce  que  nous  pouvons  encore  écrire 

(22)  F(b)  =  e''F(o)  —  e''  j     fir)e-^dT. 

*--  0 

Cela  posé,  admettons  que  e  soit  racine  d'um?  équation  algébrique  à  coef- 
ficients entiers 


Co  -r-  c,  e  -I-  Cie--r~  . 


Dans  l'égalité  précédente  (2-;>),  faisons  successivement  6  =  o,  i,  2.  .  .  . .  /n, 
et  ajoutons  les  formules  obtenues,  après  les  avoir  multipliées  respective- 
ment par  Co,  Ci,  . . .,  c„;  ;  il  vient 

(23)     Co  F(o) -t- Cl  F(i) -h.  .  .-H  c,„  F(  w) -i-  \  c,-e'  /    f{x)e-^  dar  =  o. 


l'indice  ('ne  prenant  que  les  valeurs  entières  o,   i,  2,  ...,  /«.  .\ous  allons 
montrer  qu'une  telle  relation  est  impossible,  si  le  polynôme  f(x),  qui  est 
resté  arbitraire  jusqu'ici,  est  convenablement  choisi. 
Prenons 

f{x)  = ^xP-'(x  —  i)P  (r—  ■?.)P. .  .(x  —  m)P, 

p  étant  un  nombre  premier  supérieur  à  m;  ce  polynôme  est  de  degré 
mp  -hp  —  I ,  et,  si  l'on  calcule  ses  dérivées  successives,  à  partir  de  la  />'*°"«, 
tous  les  coefficients  sont  des  nombres  entiers  divisibles  par  yp,  car  le  pro- 
duit de  p  entiers  consécutifs  est  divisible  par/)'..  D'ailleurs  _/"(  a:)  s'annule, 
ainsi  que  ses  (p  —  i)  premières  dérivées,  pour  a-  =  i ,  2,  .  . . ,  m  ;  il  s'ensuit 
que  F(i),  F(2  I,  ...,  F(  /?i)  sont  des  nombres  entiers  divisibles  par  /).  Reste 


(')  Cette  démonstration  est  due  a  M.  Hurwitz.  qui  s'est  Inspiré  de  la  méthode 
suivie  par  M.  Hermite. 
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à  calculer  Fi'o)  : 

FCo)=/(o)+/'(o)^...-i-/(/-''(o)+//"(o)+//'+"(o)-4-...: 

on  a  d'abord /(o)  =/'(o)  =  ...  =/(/'-2'(o)  =  o,  et/'/"'  (o),/</'-^>'  (o),  ... 
sont  des  nombres  entiers  divisibles  par  p  pour  la  même  raison  que  tout  à 
l'heure.  Pour  avoir/'/'-"  (o),  il  suffit  de  multiplier  par  {p  —  i)!  le  coeffi- 
cient de  ,r/'-'  dans  f{x),  ce  qui  donne  ±  l'i  .2. .  .m  )P.  La  somme 

fo  F(o)  -^  c,  F(i)  +. . .+  c,„  F(/«  ) 

est  donc  égale  à  un  nombre  entier  divisible  par/),  augmenté  de 

zhcoii.i..  .  m)P\ 

si  l'on  a  pris  pour  p  un  nombre  premier  supérieur  à  m  et  à  Cq,  ce  der- 
nier nombre  ne  pourra  être  divisible  par  p,  et  la  première  partie  de  la 
somme  (23)  sera  un  nombre  entier  différent  de  zéro. 

Nous  allons  montrer  maintenant  qu'en  prenant  pour  p  un  nombre  pre- 
mier assez  grand,  la  somme 


2,  '■' ^'  I  /(  ^  ' <^~"^  '^■' 


peut  être  rendue  plus  petite  que  toute  quantité  donnée.  Lorsque  x  varie 
de  o  à  I,  chaque  facteur  de /{x)  est  plus  petit  que  m;  on  a  donc 

I  f(^)\  <  -m'"P+l'-i, 

/     f[x)e-^dx\-C -ni"'P+P-i    l    e-^  dx  <, m"'P+P-K 


et  par  suite 

I  '^  r'  I-  j    I        >.,  m"'P+p-'i 

7  Cje'  I     f(x)e-^  dx  \  ■i' M r-e"'  =  o(p), 

\  ■^        J„  \     ~        (/'  —  ')'•  •  '^  " 

Al  étant  une  limite  supérieure  de  |  Cq  |  +  1  Ci  |  -+- .  .  .-1-  |  c,„  |.  Lorsque  p  aug- 
mente indéfiniment,  la  fonction  o(p)  tend  vers  zéro,  car  c'est  le  terme 
général  d'une  série  convergente,  où  le  rapport  d'un  terme  au  précédent 
tend  vers  zéro.  On  peut  donc  trouver  un  nombre  premier  p  assez  grand 
pour  que  l'égalité  (23)  soit  impossible;  ce  qui  démontre  le  théorème  de 
RL  Hermite. 

90.  Polynômes  de  Legendre.  —   Proposons-nous   de   déterminer   un 
polynôme  de  degré  n,  P„(.r),  tel  que  l'intégrale 


/' 


QP„  dx, 
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OÙ  Q  est  un  polynôme  de  degré  inférieur  à  n,  soit  nulle,  quel  que  soit  ce 
polynôme  Q.  On  peut  considérer  P„  comme  la  dérivée  «""if  d'un  poly- 
nôme R  de  degré  'm,  et  ce  polynôme  R  n'est  pas  complètement  déter- 
miné, car  on  peut  lui  ajouter  un  polynôme  arbitraire  de  degré  ii  —  i,  sans 
changer  la  dérivée  ra'*'™".  Nous  pouvons  donc  toujours  supposer  que  l'on  a 

P;,  = -7— ^)  le   polynôme    R    s'aniuilanl   ainsi    que   ses   {n  —  1)   premières 

dérivées  pour  x  =  a.  D'autre  part,  la  formule  d'intégration  par  parties 
nous  donne 


/qS5-=(-5Ï^-«- 


dx"'-     '  ■  ■  ■  dx 


puisque  l'on  a,  par  hypothèse, 

R(a)  =  o,         R'(a)  =  o,  ...,         R"'-"(a)  =  o, 

il  faudra  que  l'on  ait  aussi,  pour  que  l'intégrale  soit  nulle, 

(l(b)  R>«-i'(6)  — Q'(6)Ri"-2)(i>)-=-...±Q<''-"(6)R(6)  =0. 

Le  polynôme  Q  de  degré  n  —  i  étant  arbitraire,  les  quantités  Q(6), 
Q'(6),  ...,  Ql"-"(6)  sont  elles-mêmes  arbitraires,  et  il  faudra  que  l'on 
ait  aussi 

R(6)  =  o,         R'(6)  =  o,         ...,         Ri"-i'(6)  =  o. 

Le  polynôme  R(:r)  est  donc  égal,  à  un  facteur  constant  prés,  au  pro- 
duit [x  —  a)"(x  —  b)",  et  le  polynôme  cherché  P„  est  complètement 
déterminé,  à  un  facteur  constant  près, 

Lorsque  les  limites  a  el  b  sont  — i  et  -)- 1 ,  les  polynômes  P„  sont  les 
polynômes  de  Legendro.  En  choisissant  la  conslanle  G  comme  Legendre, 
nous  poserons 

(24)  X„=^ ^[u^.^iy]. 

2 . 4 .  '1 .  .  .  2  /i  dx" 

Si  l'on  convient  en  outre  de  poser  Xo  =1,  on  a 

Y  V  V         3.r2— i  5x^—3x 

2  2 

X„  est  un  polynôme  de  degré  n,  où  tous  les  exposants  de  x  sont  de  même 
parité  que  n.  I^a  formule  de  Leibniz,  qui  donne  la  dérivée  n"""'  d'un  pro- 
duit de  deux  facteurs,  montre  immédiatement  que  l'on  a 

(23)  X„(I)  =  I,  X„(-. )  =  (-!«). 
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Diiprcs   la   propriété   générale  que   nous   venons   d'établir,  on   a,   'i(x) 
désignant  un  polynôme  quelconque  de  degré  inférieur  à  n. 


(26)  /        \„o(  X)  dx  =  o\ 


l 


en  particulier,  si  m  et  n  sont  deux  nombres  entiers  différents,  on  a  tou- 
jours 

(27)  f       \,n\„dx  =  o. 

Cette  formule  permet  d'établir  très  simplement  une  relation  de  récur- 
rence entre  trois  polynômes  X„  consécutifs.  Observons  d'abord  que  tout 
polvnome  de  degré  n,  peut  s'exprimer  comme  fonction  linéaire  à  coefficients 
constants  au  moyen  de  Xo,  Xi,  ...,  X„.  Nous  pouvons  donc  écrire 

x\n=  CoX„^,^C,X„^C,X„_,^C3X„_,-..., 


Co,  Cl,  C»,  ...  étant  des  coefficients  constants.  Pour  déterminer  C3,  par 
exemple,  multiplions  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  X„_2  et  inté- 
grons entre  les  limites — i  et  -1- i  ;  il  reste,  en  vertu  des  formules  (26) 
et  (37), 

C3  f^   X 


dx  =  o. 


et,  par  suite,  Cj  =  o.  On  démontrerait  de  même  que  l'on  a  C;  =  o, 
Cj  =  o,  ....  Le  coefficient  Ci  est  nul  aussi,  puisque  le  produit  a:X„  ne 
renferme  pas  de  terme  en  x".  Enfin,  pour  déterminer  Co  et  C»,  nous 
n'avons  qu'à  égaler  les  coefficients  de  a;"-*-',  et  à  égaler  les  deux  membres 
pour  a?  =  I.  Nous  obtenons  ainsi  la  relation  de  récurrence 

(28)  (n  -(-  t)X„4.i  —  f2«-H  \)x\„-^  /iX„_i  =  o, 

qui  permet  de  calculer  très  simplement  les  polynômes  X„  de  proche  en 
proche. 

La  relation  (28)  montre  que  la  suite  des  polynômes 

(29,)  Xo.     X,,     X, X„ 

jouit  des  propriétés  d'une  suite  de  Sturm  ;  x  variant  d'une  manière  con- 
tinue de  — 1  à  -h),  le  nombre  des  variations  présentées  par  cette  suite  ne 
peut  changer  que  lorsque  x  passe  par  une  racine  de  X„  =  o.  Or,  les  for- 
mules (ai)  montrent  que,  pour  :r  =  — i,  la  suite  (29)  présente  /i  varia- 
tions, et  n'en  présente  aucune  pour  a;  =  i.  L'équation  X„  =  o  a  donc 
n  racines  réelles,  comprises  entre  —  i  et  -f-  i  ;  ce  qui  résulte  aussi  très 
facilement  du  théorème  de  Rolle. 
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IV.   —  EXTENSIONS  DIVERSES  DE  LA  NOTIOiS  D'IJSTÉGR.\LE. 
INTÉGRALES  CURVILIGNES. 

Nous  allons  généraliser  encore  la  définition  de  l'inlégrale  dé- 
finie. On  a  toujours  supposé  jusqu'ici  la  fonction  bornée  et  Tin- 
tervalle  d'intégration  borné.  On  peut,  dans  certains  cas,  écarter 
ces  restrictions. 

91.  L'une  des  limites  devient  infinie.  —  So'itf(x)  une  fonction 
bornée  et  iiitégrable  dans  tout  intervalle  (a,  /),  où  a  est  un 
nombre  fixe,  /  un  nombre  cjuelconque  supérieur  à  (/.  L'inté- 
grale /  f(x)dx,  où  /  >  a,  a  une  valeur  déterminée,  aussi  grand 
que  soit  /;  si  cette  intégrale  tend  vers  une  liniile  lorsque  /  aug- 
mente indéfiniment,  on  représente  celte  limite  par    /        ./(•^)  '^■^■• 

Lorsquel'on  connaît  une  fonction  primitive  dej\ar),  il  est  facile 
de  voir  si  l'intéffrale  a  une  limite.  Ainsi  l'on  a 


f- 

.L    I 


lorsque    /   augmente    indéfiniment,    le    second    membre    a    pour 
limite  y  >  et  nous  pouvons  écrire 

r^'    dx    _  - 

J  I  -t-  X-        ■± 


On  a  de  même,   en  supposant  a  positif  et  y- — '   diflérent  de 
zéro, 

''kdx  /.        


r'  kch 

.  I        xV- 


si  ji.  est  plus  grand  que  i,  le  second  membre  tend  vers  une  limite 
lorsque  /  croît  indéfiniment,  et  l'on  peut  écrire 

r^'kdx  k 


J^^  XV-  (iJL  —  l)«li-l 

Au  contraire,  si  ijl  est  plus  petit  que  i,  l'intégrale  augmente  indé- 
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fininient    avec    /.    11    en    est    de    même    si    y.  ^  i .    car   1  iniégrale 
s'exprime  par  un  logarithme. 

Dans  le  cas  sénéral.  il  s'agit  de  reconnaître  si  la  fonction 

F(/)=  r  f{x)dx 


=X  -^"^^^ 


tend  vers  une  limite  lorsque  /  augmente  indéfiniment.  D'après  un 
résultat  établi  plus  haut  (n"  9),  il  faut  et  il  suffit,  pour  que 
F(  /)  ait  une  limite,  que  la  différence 


F(q,  —  F(p)=  I    f(x)dx 


tende  t>ers  zéro  lorsque  les  deux  nombres  p  et  q  croissent  indé- 
finiment, indépendamment  l'un  de  l'autre. 

Le  nombre  a  ne  figure  pas  dans  cette  condition,  ce  qui  s'ex- 
plique, puisqu'on  peut  prendre  pour  limite  inférieure  de  l'inté- 
grale tout  nombre  supérieur  à  a.  La  condition  est  facile  à  vérifier 
sur  l'exemple  de  tout  à  l'heure  où  f{x)  =  kx^V-. 

Si  q  est  plus  grand  que^,  on  a 

f  f(x)dxUf'  \f(x)\dx, 

et  par  conséquent  Vintégrale  f  f(x)dx  a  une  limite  si  V inté- 
grale   I     \/ix')\dx  a  elle-même  une  limite,  mais  la  réciproque 

n'est  pas  vraie. 

On  remarquera  l'analogie  de  la  règle  précédente  avec  la  règle 
générale  de  convergence  des  séries  (n°  o).  Comme  celle-ci,  elle 
est,  en  général,  d'une  application  difficile,  si  la  fonction  f(x)  est 
quelconque,  ^sous  al'ons  passer  en  revue  quelques  cas  particuliers, 
qu  on  rencontre  souvent,  où  Ion  peut  reconnaître  si  l'intégrale  a 
une  limite  ou  n'en  a  pas. 

Supposons  que  la  fonction/! j;)  soit  de  la  forme  x-^i{x),  à{x) 
étant  une  fonction  qui  reste  bornée,  lorsque  x  augmente  indéfini- 
ment. Le  premier  théorème  de  la  moyenne  donne  l'égalité 

ri  /"/ 

i<>)  1      x-^'\(x)dx=  \x  l      x-'^dx. 


ri  r'I 

j      x-^  ■l(x }  d.v  =  ;j.   /      X- 
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[j.  élaiil  un  nombre  compris  eiilre  la  borne  supérieure  M  el  la 
borne  inférieure  m  de  'i(a-),  pour  toutes  les  valeurs  de  x  supé- 
rieures à  un  nombre  fixe  A,  plus  petit  que  les  nombres /j  et  q. 

Cette  formule  conduit  à  une  conclusion  certaine  dans  les  deux 
cas  suivants  : 

i"  Si  le  nombre  o.est  plus  grand  que  un,  V  intégrale  1    f(x)dx 

a    une    limite,    car   le    fadeur    |/    reste   iini,    tandis    que  le  fac- 

r'I 
leur   j     X   '^dx  tend  vers  zéro  lorsque  p  et  q  croissent  indélini- 

■-"/' 
ment. 

2"  Si  le  nombre  a  est  1;  i,  et  si  M  et  m  sont  du  même  signe, 
^intégrale  n^o  pas  de  limite. 

En  eflct,  la  valeur  absolue  de  |j.,  qui  est  compris  entre  deux 
nombres  du  même  signe  M  et  m,  reste  forcément  plus  grande  que 
le    plus    petit   des    deux    nombres    | /??  |    et    ]M|.    Quant    au    fac- 

r"^    ^         ■ 

teur    /      X  ^dx,  il  augmente  indéfiniment  avec  p,  si  Ton  prend  par 

■  /■ 
exemple  q  ^ p". 

11  y  a  doute  lorsque  a  est  5  i ,  si  les  deux  nombres  M  et  m  sont 
de  signes  difTérents,  car  le  second  facteur  du  produit  (3o)  ne  tend 
pas  vers  zéro,  mais  on  ne  peut  rien  affirmer  du  premier  facteur  a. 

Par  exemple,  l'intégrale  / -dx  a  une  limite,  car  le  pro- 
duit x-f(x)  est  constamment  plus  petit  que  l'unité  en  valeur  abso- 

r  's' 
lue.  On  ne  peut  rien  dire  jusqu'ici  de  l'intégrale  /     ^ — ^  dx;  nous 

avons  en  etl'et  dans  ce  cas  a  =  i ,  M  =:  i,  m  =  —  i . 

Les  règles  précédentes  suffisent  pour  décider  si  une  intégrale  a 
une  limite  ou  non  quand  on  peut  trouver  un  nombre  positif  a  tel 
que  le  produit  x^fl^x)  tende  vers  une  limite  différente  de  zéro 
pour  x  infini.  Dans  ce  cas,  en  effet,  les  deux  nombres  M  et  m 
sont  du  même  signe  que  la  limite  de  ce  produit.  L'intégrale  a  donc 
une  limite  si  a  est  plus  grand  que  i  et  n'a  pas  de  limite  si  a  est 
inférieur  ou  égal  à  i . 

Par  exemple,  pour  que  l'intégrale  dune  fraction  rationnelle  ail 
une  limite,  lorsque  la  limite  supérieure  de  l'intégrale  augmente 
indéfiniment,  il  faut  et  il  suffit  que  le  degré  du  dénominateur  sur- 
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passo  le  degré  du  niiméraleur  dau  moins  deux  unités.  Prenons 
encore 

v/R{r) 

P  et  R  étant  deux  polynômes  'de  degrés  p  et  r  respectivement  ;  le 

produit  X-  fi-^)  a  une  limite  diflerenle  de  zéro  pour  x  infini. 
Pour  que  rintegrale  ait  une  limite,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on 
aitys  < 1 . 

y^.   Application  de  la  seconde  formule  de  la  moyenne.  —   Le 

raisonnement  qui  précède  peut  élre  généralisé.  Lorsque  la  fonc- 
tion /"(x)  est  de  la  forme /(x)  ^^ -^  (x)-!j{x),  la  fonction  •li(x) 
étant  posilive  et  la  fonction  o{x)  restant  bornée  lorsque  x  aug- 
mente indéfiniment,  la  iiremière  formule  de  la  moyenne  donne 


/     f{^)dar^  ;j  /      <li(x)dj::, 
Jp  Jp 


V.  i-tant   un   nombre   qui  reste  borné   lorsque  p  et  (]  augmentent 
indéfiniment.    Si    l'intégrale    /    •l[x)dx    tend    vers    une    limite. 

/     ^(a:)  </j:  tendant  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de    /     f{x)dx,iit 

par  suite  l'intégrale    /    /{x)dx  a  aussi  une  limite. 

La  seconde  formule  de  la  moyenne  conduit  de  même  à  une  nou- 
velle condition  suffisante  de  convergence. 

Si  la  fonction  /{x)  est  de  la  forme  •■s{x)'!j(x),  '■^(x)  étant  une 
fonction  positive  décroissante,  on  a  |n°  77) 

(3ii  f    o(x)<lf(x)d.r  =  i^{p)l     ii(x)dx         ip<l<q}, 

d  où  Ion  déduit  immédiatement  la  proposition  ci-dessous  : 

L' intégrale  j  ■■s{x)-!j(x)dx,  où  :i(x)  est  une  fonction  positive 
décroissante  qui  tend  vers  zéro  lorsque  x  croît  indéfiniment^  a 

une  limite  pourvu  que  la  valeur  absolue  de  l'intégrale  j    ^{x)  dx 

*"  f 
reste  plus  petite  qu  un  nombre  fixe,  quels  que  soient  p  et  q. 
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On  a  un  exemple  simple  en  prenant  à{x)  =  sin.r,  car  la  valeur 
absolue  de  /     sinxrf^eslau  plus  égale  à  2.  Il  est  facile  de  montrer 

'''  .  -'  . 

directement  que  l'intégrale  /  ■^[û:)s\nxdx,  où  u(.r)est  une  fonc- 
tion positive  décroissante,  qui  tend  vers  zéro  lorsque  x  croît 
indéfiniment,  a  une  limite,  et  que  la  convergence  est  comparable 
à  celle  d'une  série  altérée. 

Supposons,  pour  fixei-  les  idées,  a^o,  le  produit  3(j7)sin:c 
restant  fini  pour  x  =  o.  La  coiirl>e  y  =  o^x)  i'inx  a  l'aspect  d'une 
sinusoïde,  traversant  l'axe  Ox  aux  points  x  =  liT..  Nous  sommes 
ainsi  conduits  à  étudier  la  série  alternée 

(32)  «0 «1-1-  «2 «3-1-.  .  .-H  ( I  )"«„-!-..  ., 

où  l'on  a  |)0sé 

rt„  représente  l'aire  de  la  boucle  comprise  entre  la  courbe  et  le 
segment  de  Ox  limité  par  les  points  d'abscisses  /)tï  et  ( /(  +  i)". 
En  posant  x  ^  Y  -t-  >i~-  on  a  aussi 

Il  est  évident  que  la  fonction  sous  le  signe  d'intégration  diminue 
quand  n  augmente,  puisque  'j(x)  est  une  fonction  décroissante,  et, 
par  suite,  on  a  <a!n+i<;«/i-  D'autre  part,  «„  est  plus  petit  que 
7t!p(n7î)  et  par  conséquent  tend  vers  zéro  quand  n  augmente  indé- 
finiment. La  série  alternée  (32)  est  donc  convergente.  Soit  /  un 
nombre  compris  entre  nr^  et  (n  -i-  1  )-;  nous  avons 


/■ 


•i(a7)  sina' </j;  =  S,,  ±  6a„  (o2 


S„  étant  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  (32). 
Lorsque  /  augmente  indéfiniment,  il  en  est  de  même  du  nombre 
entier  n,  «„  tend  vers  zéro  et  Tintégrale  a  pour  limite  la  somme  S 
de  la  série  (  32). 

On  démontre  de  la  mémo  façon  que  les  intégrales  /        ûriX-dx^ 
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f  cosx-dx,  qui  se  présentent  dans  la  théorie  de  la  dillraction, 
ont  une  valeur  finie.  La  courbe  j-  =  sin.r2,  par  exemple,  a  la  forme 
ondulée  d'une  sinusoïde,  mais  les  ondulations  vont  en  se  resser- 
rant de  plus  en  plus,  car  la  didTérence  \/{n  +  i)-—  \/n-  de  deux 
racines  consécutives  de  smx^  tend  vers  zéro  quand  n  croît  indéfi- 
niment. On  peut  du  reste  ramener  ces  intégrales  à  la  forme  précé- 
dente en  posant  x-  =^y. 

Remarque.  —  Ce  dernier  exemple  donne  lieu  à  une  remarque  intéres- 
sante. Lorsque  x  croît  indéfiniment,  sinar^  oscille  entre  —  i  et  —  i  ;  l'inté- 
grale peut  donc  avoir  une  limite  sans  que  la  fonction  sous  le  signe  d'inté- 
gration tende  vers  zéro,  autrement  dit  sans  que  la  courbe  j  =/(j:;  soit 
asymptote  à  l'axe  des  x.  Voici  encore  un  exemple  où  il  en  est  de  même  et 
où  la  fonction /(a-)  conserve  de  plus  un  signe  constant.  Soit 

/(-r)  = 


1  -<-  x'>  sin'-.r 


cette  fonction  est  constamment  positive  si  a:  est  positif,  elle  ne  tend  pas 
vers  zéro,  car  on  a  /(k-)  =  k-.  Pour  faire  voir  que  l'intégrale  a  une 
limite,  considérons  comme  plus  haut  la  série 


a,-!-. 

,  .-T-  a,t~^ . .  .■, 

r'"-^' 

•■■^         Tclr 

I  —  .r"  sin-:r 

X  variant  de  mi  à  {n  -!-  i)-,  x''  est  supérieur  à  ««-«,  et  l'on  a 

dx 


«,.<(«^i)-  f 


I  -H  n'-T."  sin-j? 
Une  fonction  primitive  est 

—  Arc  tang(v/i  -H  n*-*  tanga?). 
/ 1  -H  n*  -* 

X  variant  de  niz  à  (n  -f-  i)-,  tangj-  devient  infinie  une  seule  fois  en  pas- 
sant  de   +  =0  à  —  »;   donc  l'intégrale   est   égale   (  n''  79)  à 


l'on  a 


an< 


y/ 1  -f-  «''• 


\/n-n«-«  "   - 

La  série  Za„  étant  convergente,  l'intégrale  /    f{x)dx  a  une  limite. 
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Il  est  d'ailleurs  à  peu  près  évident  que,  si  fi  x)  a  une  limite  différente 
de    zéro    pour    x   infini,    l'intégrale    ne   peut   avoir   de   limite.    On    a    en 

eflet    /      f(x)dx^=\i.(q — p)\   si  f\x)  a  une  limite  /;  ;  o,   ;ji  a  la   même 

limite  /?,  et  le  produit  [i-lq  — /)  )  ne  peut  tendre  vers  zéro. 

93.  La  fonction  à  intégrer  devient  infinie-  —  Considérons 
d'abord  le  cas  particulier  suivant.  La  fonction  f{x)  est  bornée  et 
inlégrable  dans  tout  intervalle  (a-f-£,  li),  oi\a<^b,  t  étant  un 
nombre  positif  quelconque  plus  petit  que  b  —  a.  mais  elle  devient 
infinie  pour  a:  =  a.  L'intégrale  def{x),  prise  entre  les  limites  a  + £ 
et  b.  a  une  valeur  finie,  aussi  petit  que  soit  e.  Si  cette  intégrale 
tend  vers  une  limite  lorsque  s  tend  vers  zéro,  on  convient,  comme 
il  est  naturel,  de  représenter  cette  limite  par 

f   f(x)dr. 
Lorsque  Ton  connaît  une  fonction  jjrimitive  dey"(,«),  soit  ¥[x),  on  a 

Ç      f(x)dx  =  P(b)  —  V{a-\-z) 

et  il  suffit  d'examiner  si  F(V<  +  îi  tend  vers  une  limite  lorsque  t 
tend  vers  zéro.  On  a,  par  exemple. 


/"*     udx    _        ^1    r        ■         i_] 


(l^?^')- 


Si  |j.  >  I ,  le  terme  -^^  augmente  indéfiniment  lorsque  t  tend 
vers  zéro;  au  contraire,  si  ij.  est  moindre  que  i,  on  peut  écrire 
— —  =  £'~f^,  et  Ion  voit  que  ce  terme  tend  vers  zéro  avec  s.  Lin- 
téçrale  définie  tend  donc  vers  une  limite 


SI  a  ^  I ,  on  a 


r ''     M  dx      _  M(b^-ay-V- 
J      (x  —  a)'.'-  I  —  ;j.         ' 


et  le  second  membre  augmente  indéfiniment  lorsque  ;  tend  vers 
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■/.tTO.  En  résumé,  pour  ([ue  l'intégrale  considérée  ail  une  liiniU",  il 
faut  et  il  su  (fil  <[ne  a  soil  moindre  que  un. 
La  couilie  ([ni  a  pour  ('iiualion 

-         M 

■'   ^  (x  —  a)V- 

adniel  la  tiroile  x  =^  a  pour  asymptote,  si  [^  est  positif.  Cependant 
l'aire  comprise  entre  Taxe  des  x,  une  ordonnée!  fixe  x  =  b,  la 
courbe  et  son  asymptote  a  une  valeur  finie,  d'après  ce  qu'on  vient 
de  voir,  pourvu  qu'on  ait  a  <;  i . 

Dans  le  cas  général,  la  question  revient  à  reconnaître  si  la  fonc- 
tion de  £ 


F(0=y      f(^)dx 


lend  vers  une  limite  lorscpie  z  tend  vers  zéro  par  valeurs  positives. 
Il  faut  et  il  suffit  pour  eela  (n"  U)  que  la  différenee 


F(ei  — F(>')  =   r         f{x)dx 


tende  vers  zéro,  lorsque  les  deux  nombres  positifs  e.  t'  tendent 
vers  zéro,  indépendamment  Vun  de  Vautre. 

On  en  déduit  les  mêmes  conséquences  qu'au  n"  91  ;   nous  les 
indiquerons   rapidement.    Si   la    fonction  f{x)    est   de   la    forme 

f(x)^  — - — — — I  a  étant  un  exposant  positif,  el  à(x)  une  fonc- 
•'  ^    '        (  j-  —  o)»  '  '  .  \    / 

tion  c]ui,  dans  le  voisinage  du  point  a,  reste  comprise  entre  deux 

nombres  fixes  M  et  m,  on  a 

f         f{x)d.r  =  p.f         '-^^^, 

;ji.  étant  compris  entre  M  et  m.  Cela  étant  : 

1°  Si  y.  est  inférieur  à  un,  l'intégrale  a  une  limite; 
2"  Sia.>i,  les  deux  nombres  M  et  m  étant  de  même  signe, 
l' intégrale  n'a  pas  de  limite. 

Jl  y  a  doute  si  a^i,  lorsque  M  et  m  sont  de  signes  différents. 
Toutes  les    fois  qu'il    existe  un   nombre  a  tel  que   le  produit 
(x  —  a)"-f(x)  ait  une  limite  K  différente  de  zéro,  lorsque  x  tend 
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vers  a,  il  faut  et  il  suffit  que  a  soit  inférieur  à  un  pour  que 
l'intégrale  ait  une  limite. 

Exemples.  —  Soit  /(.r)  =  ^  une  fonction  rationnelle;  si  a  est 

une  racine  d'ordre  m  du  dénominateur,  le  produit  {x a)"'f(x) 

tend  vers  une  limite  diflerente  de  zéro  pour  .r  =  rt.  Comme  m  est 
au  moins  égal  à  i.  on  voit  que  l'intégrale  ^^  /(.r)  rf.r  croît  indé- 
finiment lorsque  î  tend  vers  zéro.  Supposons  au  contraire 


P  et  R  étant  deux  polynômes  et  R(  j:-)  étant  premier  avec  sa  dérivée  ; 
a  étant  une  racine  de  R(a.-),  le  produit  (x~aff{x)  a  une  limite 
pour.r  =  a;  l'inlégrale  a  donc  elle-même  une  limite.  Ainsi 

/''  dx 

J-t  +  zV'^  —  'T- 
a  pour  limite  -  pour  c  =  o. 

Prenons  encore  Tintégraley  \ogxdx;  le  produit  x'iogx  a 
zéro  pour  limite:  à  partir  d'une  valeur  de  x  assez  petite  on  peut 
donc  écrire  |log.r|  <  Mx~^,  M  étant  un  nombre  positif  choisi  à 
volonté.  L'intégrale  a  donc  une  limite. 

Tout  ce  qui  a  été  dit  de  la  limite  inférieure  a  peut  é Ire  répété 
sans  modification  pour  la  limite  supérieure  b.  Si  la  fonction /(t) 
est  infinie  pour  a:  =^,  on  définira  l'intégrale  f''f(x)dx  comme 

limite   de  l'intégrale jf      'f{x)dx,  lorsque  t'  tend  vers  zéro.   Si 

fix)  est  infinie  aux  deux  limites,  on  définira  f  'f{x)  dx  comme  la 

limite  de  lin  tégrale  jf^  /(^)  f/^,  lorsque  s  et  s' tendent  vers  zéro, 
indépendamment  l'un  de  l'autre.  Soil  r  un  nombre  quelconque 
compris  entre  a^lb;  nous  pouvons  écrire 

I  f{x)dx=    f       f(x)dx-^-    f         '  f(x)dT, 
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el  cliaoïine  des  intégrales  qui  sont  au  second  membre  doit  admettre 
une  limite.  Enfin,  si  f(^x)  devient  infinie  pour  une  valeur  c  com- 
prise entre  a  et  b,   on    définit   linlégrale   /    f  [x)  dx  comme    la 

somme  des  limites  des  deux  intégrales  /         J\x)dx,   1      f{x)dx, 

et  l'on  ))rocède  de  la  même  façon  ])Our  un  nombre  quelconque  de 
discontinuités  comprises  entre  a  et  h. 

Il  est  à  remarquer  que  la  formule  fondamentale  (8),  qui  a  été 
établie  en  supposant /'(x)  continue  entre  a  et  b,  s'applique  encore 
si  f{x)  devient  infinie  entre  ces  limites,  pourvu  que  la  fonction 
primitive  F(.r)  reste  continue.  Pour  fixer  les  idées,  supposons  que 
la  fonctiony(^)  ne  devienne  infinie  que  pour  une  valeur  c  com- 
prise entre  a  et  6.  On  a 

Xf(  X)  dx  =^\'\m     I  /(x)  d.r -î-\im     1       /(x)dx; 

siFij:)est  une  fonction  primitive  de  f{x),  nous  pouvons  écrire 


ceci 


/     f{x)dx  =  UmF{c  —  i')  —  F(a)  -t-  F(6)  —  lira  F(c-i-  s). 

La  fonction  F{x)  étant  supposée  continue  pour  x  =  c,  F(c  -{-  z) 
et  F(c  —  s')  ont  la  même  limite  F(c),  et  par  suite  il  reste 


Par  exemple, 


J    f(x)dx  =  F{b)-F{a). 

'  dx        f       iN+i 
-5-  =  UxV.i  =6. 


/, 


Si  la  fonction  primitive  F[x)  devient  elle-même  infinie  entre  a 
et  b,  la  formule  n'est  plus  applicable,  car  l'intégrale  qui  est  au 
premier  membre  n'a,  du  moins  jusqu'à  présent,  aucun  sens. 

Les  formules  du  changement  de  variable  et  de  l'intégration  par 
parties  s'étendent  de  la  même  façon  aux  nouvelles  intégrales,  en 
les  considérant  comme  limites  d'intégrales  ordinaires. 
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94.  La  fonction  r(a  t.  —  L'intégrale  définie 


(33)  1"(«)=  f 


X"-'  e-''  dx 


a  une  valeur  déterminée,  pourvu  que  a  soit  positif. 
Considérons  en  elTel  les  deux  intégrales 


/     x''-^e-'^  dx,        j    X" 


'e--^  dx. 


où  £  est  un  nombre  positif  très  petit,  et  /  un  nombre  positif  très  grand. 
La  seconde  intégrale  a  toujours  une  limite,  car  à  partir  d'une  valeur  de  x 
assez  grande  on  a  a;''-'e--^<  —5,  ce  qui  revient  à  écrire  e-^^  x"-''.  Quant 

à  la  première  intégrale,  le  produit  x'-^/ix)  a  pour  limite  i  lorsque  a:  tend 
vers  zéro;  pour  que  l'intégrale  ail  une  limite,  il  faut  et  il  suffit  que  i- — a 
soit  inférieur  à  un,  ou  que  a  soit  positif.  Supposons  celte  condition  lem- 
plie  :  la  somme  des  deoix  limites  est  la  fonction  Via),  appelée  aussi  inté- 
grale eulérienne  de  seconde  espèce.  Celle  fonction  r(rt)  devient  infinie 
lorsque  a  tend  vers  zéro;  elle  a  une  valeur  positive  pour  toute  valeur 
positive  de  a,  et  augmente  indéfiniment  avec  a.  Elle  présente  un  minimum 
pour  .r  =  1 ,4616321 .. .,  et  la  valeur  correspondante  est  o,855Go32. . .. 

Intégrons  par  parties  la  formule  (33"i  et  supposons  a>i;  en  considé- 
rant e-^  dx  comme  la  difîérentielle  de  —  e--^.  il  vient 

r(a)  =  —  [x''-'e--i'];J"*-r- (« — I)   /         x"---  e^-' dx\ 
*-  0 

mais  le  produit  x"-^  e^-'  est  nul  aux  deux  limites,  jiuisque  «>i.  et  il 
reste 

(34)  r(a)  =  (a-i)r(«-i). 

L'application  répétée  de  celte  formule  permet  de  ramener  le  calcul 
de  r(a)  au  cas  où  l'argument  a  est  compris  entre  o  et  1  .  Il  est  facile  d'en 
déduire  la  valeur  de  F^a  1,  lorsque  a  est  un  nombre  entier.   On  a  d'abord 


•^0 


e-x  dx  =  —  [e-'j; 


la   formule   précédente   donne   ensuite   successi\ement,   en    faisant    a  —  1. 
3,  ...,«,  ..., 

r  (  2  )  =  r  (  I  )  =  I .       r  (  3 1  =  2  r  (  2  )  =  1 . 2, 

et,  d'une  manière  générale,  si  n  est  un  nombre  entier  positif, 
(35;  r(«)  =  1.2.3...(/!  — i). 
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9o.  Intégrales  curvilignes.  —  \  oici  une  extension  d'une  autre 
nature,  exlrèjnenienl  impoilante,  de  la  notion  d'intégrale.  Pre- 
nons, pour  fixer  les  idées,  une  courbe  plane  C,  représentée  par 
les  deux  équations  x=^/{l),  y  =  is[t);  en  faisant  varier  t  de  a 
à  b,  on  obtient  un  certain  arc  AB  de  celte  courbe.  Supposons, 
par  exemple,  a  <;  ù,  et  prenons  entre  «  et  6  une  suite  de  nombres 
croissanis  («  = /o  < 'i  <  '2  <  •  •  ■  <  '«-i  <  ^i  =  6),  et  dans 
chaque  intervalle  partiel  (<,_(,  (i)  prenons  à  volonté  une  autre 
valeur  6,(/,-_,  ^  6,-^?,).  Soient  {Xi,yi)  les  coordonnées  du  point 
de  C  qui  correspond  à  la  valeur  tj  du  paramètre,  (^/,  y\i)  les  coor- 
données du  point  qui  correspond  à  la  valeur  9,-.  Soit  P{x,y)  une 
fonction  des  deux  variables  x  el  y  continue  tout  le  long  de 
l'arc  AB  ;  considérons  la  somme 

(36)  P(  fi,  r,,  )  (.j-,  -  ,ro)  +  P($2,  r,.;)  (a-j—  .r,  )  -H. .  . 

étendue  à  tous  les  intervalles  partiels.  Lorsque  le  nombre  n  croît 
indéfiniment,  de  façon  que  la  plus  grande  des  dilFérences  <, —  <,_, 
tende  vers  zéro,  la  somme  précédente  tend  vers  une  limite  que  l'on 
appelle  Vinlégrale  curviligne  de  ï^i^x^y)  étendue  à  l'arc  AB,  et 
que  l'on  représente  par  le  symbole 


I 


9(x,y)dx, 


qui  se  lit  :  somme  le  long  de  AB  de  Y*  [x,  y)dx. 

Pour  démontrer  l'existence  de  celle  limite,  nous  supposerons 
que  l'on  peut  partager  l'intervalle  (rt,  b)  en  un  nombre  fini  d'in- 
tervalles partiels  dans  chacun  desquels  la  fonction  x=f{t)  va 
constamment  en  croissant  ou  en  décroissant,  ou  reste  constanle. 
Supposons  d'abord  que,  t  croissant  de  «  à  b,  x  croisse  constam- 
ment de  Xa  àX. 

L'arc  de  courbe  AB  n'est  i-encontré  qu'en  un  point  par  une 
droite  parallèle  à  Oy,  et  peut  être  représenté  par  une  équa- 
tion j)/ =;  ij;  (ic),  la  fonction  '^{x)  étant  continue  de  Xf,  à  X. 

En  remplaçant  y  par  <|/(a;)  dans  P{x,y),  le  résultat  est  une 
fonction  continue  <P(x)  =  P[x,  'l(x)]^  et  l'on  a 
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La  somme  (3ti)  peul  donc  s'écrire 

'i'fçi)*-''!  — ■n)  + *(b)  (■'•2  —  . ï'i  )+•••  + 'I"!  ;;)(^;— -r,-])  -H...  ; 
elle  a  pour  limite  l'intégrale  définie  ordinaire 

/     <l'(,r)rfr=   /      V\.t:,  '\,{x}\dx 

et,  par  suite,  on  a  l'égalité 

/    P(.r,y)d.F=f    V\.r,  ■l{ry]d.r. 

Su|)posons,    en  second    lieu,    que    l'on    ait   une    courbe   telle 
que  ACDB  {fig.  i4))  sur  laquelle  se  trouvent  deux  points  C  et  D, 


où  l'abscisse  est  maximum  ou  minimum.  (Chacun  des  arcs  AC, 
CD,  DB  satisfait  à  la  condition  précédente,  et  nous  écrirons 

/        P(.r,  y)dx  =  I    P(r,  j)  dj-  -i-  j    1'(.t,  y)  dx  -h  1    P(r,  x)dx; 

mais  il  est  à  remarquer  que,  pour  calculer  les  trois  intégrales  du 
second  membre,  on  devra  remplacer  y  par  trois  fonctions  dillé- 
rentes  de  la  variable  x  dans  P{x,  r). 

Si  la  fonction  f  (t)  garde  une  valeur  constante  dans  un  inter- 
valle partiel  (c,  d),  une  porlion  de  C  se   réduit   à  un   segment  de 

parallèle  à  Oy,  et  l'intégrale  curviligne  correspondante  /  P(x,y)(I.v 
est  nulle,  d'après  la  définition  même. 

Les   intégrales   curvilignes    /    <■>  (x,y)dy  se  définissent  de  la 
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iiième  façon;  ces  intégrales,  comme  on  le  voit,  se  ramènent  immé- 
diatement aux  intégrales  définies  ordinaires,  mais  leur  introdiic- 
lion  se  justifie  par  leur  utilité.  Nous  ferons  remarquer  aussi  que 
lorsque  l'arc  AB  se  compose  de  plusieurs  segments  de  courbe 
distincts,  tels  que  droites,  arcs  de  cercles,  etc.,  on  doit  calculer 
séparément  les  intégrales  curvilignes  provenant  de  chacun  de  ces 
segments. 

Un  cas  très  fréquent  dans  les  applications  est  celui  où  les  fonc- 
tions/(?),  3(i)  ont  des  dérivées  continues  dans  l'intervalle  (a,  h). 
Dans  ce  cas,  nous  a\ons 

Xi—  .r,_|  =f'{<)i)  {t,  —  ti-i  I. 

^,  étant  compris  entre  ?,_,  et  /,  ;  si  l'on  prend  pour  le  point  (;,-,/,,) 
celui  qui  correspond  à  cette  valeur  H^,  il  vient 

€t,  en  passant  à  la  limite. 

f  P{x,y)d.r=  f    V[f{t),^(t)\f{t)dt. 

On  obtiendrait  de  lamême  façon  une  formule  analogue  pour  /  Q^dy. 
et,  en  ajoutant  les  deux  formules,  il  vient 


f  Pd.v^qdy=  f    [P/'(0-Q?'(0] 


di: 


c'est  la  formule  du  changement  de  variable  dans  les  intégrales  cur- 
vilignes. Bien  entendu,  si  l'arc  de  courbe  AB  se  compose  de 
portions  de  courbes  distinctes,  les  fondions  /{t)  et  s(f)  n'auront 
pas  la  même  expression  tout  le  long  de  AB,  et  l'on  appliquera  la 
formule  à  chacune  des  portions  séparément  ('  ). 

(')  Il  est  facile  de  démontrer  l'existence  d'une  liiuile  pour  la  somme  (36), 
dans  un  cas  plus  général  que  celui  qui  est  considéré  dans  le  texte.  Cette  somme 
peut  s'écrire  en  eiïet 

2*(^)  [/(<.) -/(<,-,)l; 

si  l'on  se  reporte  à  la  no'.e  du  n°  74,  on  voit  que  ceUe  somme  a  une  limite  lorsque 
la  fonction  /(t)  est  croissante. 
Il  en  sera  évidemment  de  même  si  /(t)   est  la   dilTérence  de  deux   fonctions 
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96.  Application  à  l'aire  d'une  courbe  fermée.  —  Pour  donner 
un  exemple  de  l'ulililé  des  intégrales  curvilignes  dans  la  généra- 
lisation des  énoncés,  reprenons  la  formule  qui  donne  Taire  du 
domaine  limité  par  la  courbe  fermée  Am,  B/«,  A'A  de  la  figure  i  i 

(n"   81).    Les    deux    intégrales    /     i2{x)dx,    I     'l,{x')c/x   sont 

égales    respectivement    aux    intégrales    curvilignes     /  y  clx , 

••'a™.  Il 

/       ydx;  d'autre  part,  l'intégrale    /    y  dx  est    nulle,    et    l'on 
--A"i,b'  -Aa- 

change  le  signe  d'une  intégrale  curviligne  en  changeant  le  sens 
de  parcours.  Si  nous  convenons  de  dire  que  le  contour  C  est 
décrit  dans  le  sens  direct  lorsqu'un  observateur  debout  sur  le  plan 
et  décrivant  ce  contour  laisse  à  sa  gauche  l'aire  enveloppée  [les 
axes  ayant  la  disposition  habituelle,  comme  dans  le  cas  de  la 
figure  (')],  le  résultat- obtenu  peut  s'exprimer  comme  il  suit  ; 
L'aire  Q  enveloppée  par  le  contour  fermé  C  a  pour  valeur 

(38)  il=-fydx, 

"■'.Cl 

l'intégrale  curviligne  étant  prise  le  long  du  contour  fermé  G  dans 
le  sens  direct.  Celte  intégrale  ne  changeant  pas,  quand  on  déplace 
l'origine  des  coordonnées,  la  formule  subsiste,  quelle  que  soit  la 
position  du  contour  C  par  rapport  aux  axes  de  coordonnées. 

croissantes,  c'est-à-dire  une  fonction  à  variation  bornée.  De  même,  l'intégrale 
curviligne  /  Q  (a:,  _>'}  rf>'  aura  une  valeur  déterminée  si  la  fonction  )-  =  i  (<) 
est  à  variation  bornée.  En  appliquant  celte  remarque  aux  intégrales  curvi- 
lignes  /  ydx,    I  a:  dy,  on  en  conclut  que  le  domaine  D,  limité  par  une  courbe 

fermée  C[x  =  f  {t),  y  =  ^  (t)],  est  quarrable  pourvu  qu'il  existe  une  combi- 
naison linéaire  ax  +  by  qui  soit  une  fonction  à  variation  bornée,  car  on  pourra 
toujours  cboisir  les  axes  de  façon  que  l'abscisse  soit  une  fonction  à  variation 
bornée. 

(')  D'une   façon   générale,   quelle    que   soit   la    disposition    des   axes   de  coor- 
données Ox,  Oy,  on  dit  qu'un  contour  fermé  C  est  décrit  dans  le  sens  direct  si 

la  rotation  de  —  qui  amène  la  direction  positive  de  la  tangente  sur  la  direction 
de  la  normale  intérieure  au  contour  C  s'ell'ectue  dans  le  même  sens  que  la  rota- 
tion de  -  qui  amène  Ox  sur  O^'. 
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Considérons  maintenant  un  contour  C  de  forme  quelconque. 
Nous  supposerons  ({u'on  peut,  en  menant  des  transversales  joignant 
deux  points  de  C,  obtenir  des  contours  partiels  dont  chacun  n'est 
rencontré  qu'en  deux  points  par  une  droite  parallèle  à  O/.  Tel  est 
le  ras  de  la  région  limitée  par  le  contour  C  de  la  figure  i  5  que  l'on 


décompose,  au  moven  des  transversales  ab,  cd,  en  trois  régions 
limitées  respectivement  par  les  contours  amba,  abndcqa,  cdpc,  a 
chacune  desquelles  on  peut  appliquer  la  formule  précédente.  En 
ajoutant  les  résultats  obtenus,  les  intégrales  curvilignes  provenant 
des  lignes  auxiliaires  ab,  cd  se  détruisent,  et  l'aire  limitée  par  C 
est  encore  égale  à  l'intégrale  curviligne  ~  f  ydx,   prise   le    long 

de  C  dans  le  sens  direct. 

On  démontre  de  la  même  façon  que  l'on  a 


(39)  Q=fxdy, 

et,  en  combinant  les  deux  formules,  il  vient 

(40)  2  =  :;   j    xdy-ydi\ 


les  intégrales  étant  toujours  prises  dans  le  sens  direct. 

Par  exemple,  l'aire  de  l'ellipse,  représentée  par  les  formules 


X  ^  a  ces/, 


y  =  h  %\nt, 


a  pour  expression 


i(  cos2<  -4-  sinVi  dt  =  T.ab. 


(hiand  on  passe  des  coordonnées  rectangulaires  aux  coordonnées 
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polaires  par  les  formules  x=p  cosw,  v=^p  slnto,  on  trouve  aussitôt 
la  relation  x  dy — y  dx  ^=  f- dt.<> ,  de  sorte  que  l'intégrale  curvi- 
ligne (4o)  es'  identique  à  l'intégrale  -  /  o-  o?w,  prise  le  long  de  la 
courbe  C  {cf.  n°  81). 

Remarque. —  Toute  intégrale  curviligne    /   P  <:/.r  +  Q  rf)',  prise  le  long 

•l'un  contour  fermé  C,  dans  le  sens  direct,  peut  s'écrire  sous  une  forme  un 
peu  différente,  en  faisant  intervenir  l'arc  du  contour.  Soient  a,  p  les  angles 
de  la  direction  positive  de  la  tangente  avec  Qx  et  Oy  (comptés  de  o  à  •::), 
a'  el  p'  les  angles  de  la  direction  de  la  normale  intérieure  avec  Ox  et  Oy. 
Supposons  que,  par  un  point  M  de  C,  on  mène  deux  demi-droites  Ma;',  M_)'' 
respectivement  parallèles  à  Ox  et  à  Oy;  une  rotation  qui  amène  Ma;'  sur 
la  direction  positive  de  la  tangente  amènera  M^'sur  la  normale  intérieure, 
et  par  suite  on  a  [i' =  a,  cosp'=  cosa.  La  relation  d'orlhogonalilé 

CCS  a  cos  a'  +  cos  3  cos  ^3'  =  o 
donne  ensuite 

cosp  =  —  COSï', 
et  par  suite 

dx  =  cos  01  ds  =  cos  [i'  ds,         dy=cos^ds=  —  cosa' ds. 
L'intégrale  curviligne    /   P  dx  -h  Q  dy  devient  donc 

/  (Pcos^' — Qcosoc' )  ds, 

l'élément  ds  étant  essentiellement  positif.  Si  le  contour  C  présente  des 
points  anguleux, on  le  décomposera  en  plusieurs  arcs  de  façon  que  sur  chacun 
d'eux  a'  et  |3'  soient  des  fonctions  continues  de  s,  et  l'on  fera  la  somme  des 
intégrales  étendues  à  chacun  des  arcs. 

Par  exemple,  l'aire  d'un  domaine   D  est   représentée  par  l'une  ou  l'autre 
des  intégrales 

—   /  X  cosa' ds,  —  I  y  cos'^'  ds, 

et  ce  résultat  est  indépendant  de  la  disposition  des  axes. 

97.  Valeur  de  l'intégrale-    /  xdy  —  ydx. —  H  est   naturel  de  se 

demander  ce  que   représente    l'intégrale   -    /  x  dy — y  dx,  prise  le  long 

d'une  courbe  de  forme  quelconque,  fermée  ou  non. 

Considérons,    par    exemple,     les     deux     courbes     fermées     OAOBO, 
kpBq  C/A«BiC«A  {fig.  i6)  qui  ont  respectivement  un  point   double 
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et  trois  points  doubles.  Il  est  clair  que  l'on  peut  les  remplacer  l'une  et  l'autre 
par  la  réunion  de  deux  courbes  fermées  sans  point  double.  Ainsi  le  contour 
fermé  OAOBO  est  équivalent  à  la  suite  des  deux  contours  OAO,  OBO. 
L'intégrale  prise  le  long  du  contour  total  est  égale  à  l'aire  de  la  boucle  OAO 
diminuée  de  l'aire  de  la  boucle  OBO.  De  même,  le  second  contour  peut 
être  remplacé  par  les  deux  courbes   fermées  ApBq  CrX   et   \sM  /  Cii  \. 


L'intégrale  est  donc  égale  à  la  somme  des  aires  des  boucles  \pBsA., 
Ht  Cq  B,  A/'  C«  A,  plus  deux  fois  l'aire  de  la  boucle  A*  B^  Ch  A.  Le  rai- 
sonnement est  général.  Un  contour  fermé,  avec  un  nombre  quelconque  de 
points  doubles,  détermine  un  certain  nombie  de  domaines  partiels,  d'aires 
5i,  7.2.  ■■■:  '/)!  qi'il  ne  traverse  plus  et  qu'il  limite  complètement.  L'intégrale, 
prise  le  long  du  contour  total,  est  égale  à  une  somme  de  la  forme 


ni,,  nii,  ....  ni/,  étant  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs,  que  l'on 
détermine  par  la  règle  suivante  :  Etant  données  deux  aires  limitrophes 
-.  î'  séparées  par  un  arc  ab  du  contour  C,  on  imagijie  un  observateur 
debout  sur  le  plan  et  décrivant  le  contour  dans  le  sens  indiqué  par  les 
/lèches:  l'aire  laissée  à  gauche  a  un  coefficient  supérieur  d'une  unité 
à  celui  de  l'aire  laissée  à  droite.  On  donne  le  coefficient  o  à  l'aire  illi- 
mitée extérieure  au  contour,  et  l'on  détermine  les  autres  coefficients  de 
proche  en  pioche. 

Si  l'on  a  un  arc  de  courbe  AB  non  fermé,  on  le  transforme  en  une  courbe 
fermée  en  joignant  les  extrémités  A  et   B   à    l'origine,  et  l'on  applique  la 

règle  précédente  à  ce  contour;  car  l'intégrale  /  x  dy  —  ydx,^r'\ia  le  long 
des  rayons  OA  et  OB,  est  évidemment  nulle. 


jNE  f. 


UIFFIîREXTI  VTION  ET  INTEGRATION  SOUS  LE  SIG 


98.  Différentiation  sous  le  signe  /  .  —  Oa  a  souvent  à  étudier 
des  intégrales  définies  où  la  fonclion  à  intégrer  dépend  noii  seule- 
ment de  la  variable  d'iiilégration,  mais  d'une  ou  plusieurs  variables 
que  Ion  considèie  comme  des  paramètres.  Soit  f  {x,  a)  une  ionc- 
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lion  des  deux  variables  x  et  a,  continue  lorsque  x  varie  de  a-o  à  X 
et  que  a  varie  entre  certaines  limites  ao,  a,.  L'intégrale  définie 

F(a)=   r  /(,r,  ï)  rf.r, 

OÙ  l'on  suppose  que  a  ait  une  valeur  déterminée  comprise  entre  7.0 
et  ai,  et  où  les  limites  x^^  et  X   sont  indépendantes  de  a,  est  une 
fonction  de  la  variable  a,  dont  nous  allons  étudier  les   propriétés. 
Nous  pouvons  écrire 


(40 


F(a  + A«)-  F(a)  =   T    [/(r,  a-^  Aa)  -/(.r,  i.\\dx\ 


la  fonction  y  (a:,  a)  étant  continue,  on  peut  prendre  Ao.  assez  petit 
pour  que  la  diflTérence  sous  le  signe  d'intégration  soit  moindre  en 
valeur  absolue  qu'un  nombre  positif  donné  à  l'avance  e,  quel  que 
soit  X.  L'accroissement  AF(a)  sera  donc  moindre  en  valeur  absolue 
que  e  I  X  —  a^o  |;  ce  qui  prouve  la  continuité. 

Si  la  fonction  f{^X^  a)  a  une  dérivée  par  rapport  à  la  variable  a, 
on  a 

f{x,  a -H  Aï)— /(a-,  a)  =  iï[/»(.r.  ïj-l-e], 

£  tendant  vers  zéro  en  même  temps  que  Aa.  On  peut  donc  écrire, 
en  divisant  les  deux  membres  de  l'égalité  (40  par  Aa, 


F(a-4- Aa)  —  F(a) 


=   /     /xi-e-  y:)  dx  +  E  d.r 


désignons  par  r^  une  limite  supérieure  de  e  en  valeur  absolue,  la 
dernière  intégrale  est  moindre  en  valeur  absolue  que  Vj  |  X  —  Xo\ 
et,  en  passant  à  la  limite,  il  vient 

(42)  m  ^  f    /»('^'  ^)'^^- 

Pour  que  la  conclusion  soit  absolument  rigoureuse,  il  faut  être 
assuré  que  l'on  peut  prendre  Aa  assez  petit  pour  que  la  valeur 
absolue  de  s  soit  moindre  que  tout  nombre  positif  i\  donné  à 
l'avance,  et  cela  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  les 
limites  x^  et  X.  Il  en  est  certainement  ainsi  lorsque  la  dérivée 
fit{x,  a)  est  elle-même  continue.  En  effet,  le  théorème  dès  accrois- 
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senienls  liais  donne 

fix.  a  — Aa)— /(>,  a)  =  ia/a(a-,  ï  —  0  Ai  )  (o<e  <|), 

et  Ion  w.  jnir  roiîsé((iient, 

E  =f^{x.  a  -T-  8  Aa)  — /a  (37,  a). 

Si  la  fonclion  y"j^  est  continue,  la  tliflerence  î  sera  moindre  que  t, 
en  valeur  absolue,  quels  que  soient  x  et  a,  pourvu  que  \^^\  soit 
inférieur  à  un  nombre  positif/;  choisi  assez  petit  (n°  12). 

Supposons  maintenant  que  les  limites  X  et  l'o  sont  elles-mêmes 
des  fonctions  de  a.  On  peut  écrire,  en  désignant  par  AX  et  \x^  les 
accroissements  correspondant  à  un  accroissement  Aa, 

F(2-f-Aïi  —  F(3J=    /      |/(,r,  a  — Aa:) — /(  .r,  a: ) ]  c/.r 

s.  .x„-*-A... 

f{x,  a  -i-  Aa)  rfr  —  /  f{x,  i.  -+-  Aa)  ctr , 


■X 


x  +  Ax 


ou.  en  appliquant  le  théorème  de  la  moyenne  aux  deux  dernières 
intégrales  et  divisant  par  Aa, 

Fi  a -^  AI'  —  Fi'ï^         /"■    fix.  a  —  Aa  1  —  fix.%\    , 

—  =     /         : — : dx 

Aa  J,.  Aa 

-^—fi  X-4-eAX.  a-^Aai  — — /"(.ro  — 6'Ar„,  a^Aa). 
Aï  -^  Aa  ■'  ' 

Lorsque  Aa  tend  vers  zéro,  la  première  intégrale  a  la  même 
limite  que  plus  haut,  et  il  vient,  en  passant  à  la  limite, 

C'est  la  formule  générale  de  différenliation  sous  le  signe    1  ■ 

Toute  intégrale  curviligne  pouvant  se  ramener  à  une  somme 
d'intégrales  définies  ordinaires,  la  formule  s'v  étend  immédiate- 
ment. Par  exemple,  soit 

F(a)=   /     }>(x,y,  ■x)dx-^q(x,x,  ^)dy 
une  intégrale  curviligne  prise  le  long  d'un  arc  AB  qui  est  le  même, 
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quel  que  soit  a;  on  a 

F'(a)  =   /    ri(a-,  j',  5c)  c?a7  + Qi(a^,  j,  2    dy, 

l'inlégrale  étant  prise  le  long  de  la  même  courhe. 

99.  Intégration  sous  le  signe  /  .  —  Soil/(.r,y)  une  fonction 
des  deux  \ariahles  oc,  y,  qui  est  continue  dans  le  domaine  D  défini 
par  les  conditions  (aSx^b,  c'^y'^d),  a,  b,  c,  d  étant  des  cons- 
tantes. La  signification  de  l'expression 

/     d^  I    f{-'^^y)dy 

est  bien  claire;  x  ayant  une  valeur  déterminée  comprise  entre  a 

r'' 

et  b,  l'intégrale    /    fX'Ci  y)dy  est  une  fonction  continue  de  x  que 

l'on  intègre  ensuite  entre  les  limites  a  et  b.  D;ins  cette  expression, 
on  peut  intervenir  Vordre  des  intégrations  sans  changer  le 
résultat.  En  d'autres  termes,  on  a  l'égalité 


(41) 


f    dx  f  f{x,y)dy=  f    dy  f  f(x..y)dx. 


qui  est  la  formule  d'intégration  sous  le  signe   j  . 

Pour  le  démontrer,  laissons  a,  c,  d  constants  et  remplaçons  b 
par  un  nomljre  variable  t  comjiris  entre  a  et  b  ;  Tégalilé  devient 


(45) 


j     d.r  I     J\T.y)dy=  j     dy  f    f[x,y)dx. 


Les  deux  membres  de  cette  formule  sont  des  fonctions  de  t  qui 
sont  nulles  pour  t  =  a;  il  snffiiadonc  de  prouver  que  leurs  dérivées 
par  rapport  à  t  sont  identiques.  Or,  si  Ton  pose 

j"  f(x,  y)  dy  =  Fix),  f  f{x,  y)  dx  =  1'(/,>  u 

la  relation  (4j)  s'écrit 

(45')  ll-ix)dx  =  l     *(/.  7)rf>', 
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et  l'on  \ériiie  iiiunt-dialemeiit  que  les  dérivées  des  deux  membres 
—  dy.  sont  égales  à    /    f{  t,y)ily. 

Les  démonstrations  piécédentes  supposent  essentiellement  que  les 
fonctions  sous  le  signe  d'intégration  sont  continues  et  que  les  limites  de 
l'intégration  sont  finies.  Lorsque  ces  'conditions  ne  sont  pas  remplies,  les 
conclusions  peuvent  être  toutes  différentes  et  l'application  des  formules 
habituelles  ("43)  et  (iîi  peut  conduire  à  des  résultats  illusoires  ou 
même  absurdes. 

On  a  par  exem[>le 

F(a  I  =   /     -=     .Arctiuis—       =.\rctang-; 

- 'o     *    ^  '"  L  =:  .1 0  ■    == 

cette  fonction  est  discontinue  pour  z  =  o,  et  l'on  a 

F(-t-o)=-,  Ff— 0)=— -; 

ici  la  fonction  sous  le  signe  /  est  discontinue  au  point  .r  =  ï  =  o.  Prenons 
de  même  l'intégrale 

c-,     N         r  *  *  sinx.r   , 
F(a)  =   /  dx\ 

en  posant  3.x  ^  y.  il  \ient 

/■"*■"  sina.r   ,  f"  sin  v   , 

J  __,/,,  =  =,/      __,/^, 

le  signe  devant  la  seconde  intégrale  étant  le  signe  de  a,  car  les  limites  de 
la  nouvelle  intégrale  sont  o  et  —  x,  ou  o  et  —  x,  suivant  que  a  est  positif 

r'^"  sin  y 
ou  négatif.  On  a  vu  plus  haut  (  n"  92  i  que  l'intégrale    /         — -  rfy  est 

>^'o      -y 

une  quantité  positive  N.  L'intégrale  considérée  est  donc  égale  à  z-  N,  sui- 
vant le  signe  de  a.  En  appliquant  à  cette  intégrale  la  formule  (  13'),  on 
arrive  à  l'égalité 


F'(a)=   f 


cosaa;  dx. 


dont  le  second  membre  n'a  aucun  sens. 

Considérons  encore  la  fonction  f(x.  y    — 
la  formule  (44):  les  limites  des  deux  intégrations  étant  o  et  i;  on   obtient 
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ainsi  l'égalité 

(46)  f   dx  f      ""'-y'     dy=   f    dy  f      ""'  "  -^''  ,  dx. 

Une  première  intégration  nous  donne 


/' 


?Tr^/  = 


et  le  premier  membre  de  l'égalité  a  pour  valeur  -^  •   En  opérant  les  inté- 

4 

grations  dans  l'ordre  inverse,  on  trouve  de  même  pour  valeur  du  second 

membre  —  — •  L'absurdité  du  résultat  tient  à  ce  fait  que  la  fonction /( a:, _)') 

est  discontinue  pour  le  point  x  =y  =  o,  situé  sur  la  frontière  du  domaine 
considéré  (voir  plus  loin  n"  136). 

100.  Intégrales  uniformément  convergentes. —  On  peut  cepen- 
dant appliquer  les  formules  (43)  et  (44)  dans  des  cas  plus  géné- 
raux que  ceux  qui  ont  été  considérés  dans  la  déinonslralion.  Soit 
f  {x,  a)  une  fonction  continue  des  variables  x  el  a,  lorsque  x  est 
supérieur  à  un  nombre  a  et  que  a  reste  compris  entre  ao  et  a,. 

Si  l'intégrale    /    /(x,  y.)  dx  tend  vers  une  limite  lorsque  /  aug- 
mente indéfiniment,  (piel  que  soit  a,  cette  limite 

(47)  F(=<)=f       /(^,  a)rf.r 

est  une  fonction  de  a  qui  n'est  pas  nécessairement  continue,  comme 
le  prouve  un  des  exemples  cités  tout  à  l'heure. 

Nous  dirons  que  l'intégrale  (47)  est  uniformément  convergente 
si  à  tout  nombre  positif  £  on  peut  faire  correspondre  un  autre 
nombre  L  tel  que  l'on  ait 

(48)  f       /(.r,  a)  dx\<t, 


/       ^^- 


pourvu  que  l'on  ait  /^L,  ce  nombre  L  étant  le  même  pour  toutes 
les  valeurs  de  a  dans  l'intervalle  (ao,  a)),  l^a  fonction 


*«(»)=/ 


/(,r,  a)c?.r, 
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OÙ  II  est  un  iiomhre  entier  positif,  tend  donc  iinilorniéinont  vers  sa 
limite  F(a),  lorsque  n  croît  indélinimcnl.  et  par  suite  F  (a)  est  une 
fonction  continue  de  a. 

Supposons  maintenant  que  l'intégrale  obtenue  parla  règle  habi- 
tuelle de  différentiation  sous  le  signe   / 


(49..^  F,(7)=y 


'4/, 


ait  un  sens  et  soit  elle-même  uniformément  convergente  dans  l'in- 
tervalle (^ao,  a,),  La  fonction 

"àf  , 


^■,,(3 


=/ 


tend  uniformément  vers  sa  limite  F,(a~);  or.  on  a,  quel  que 
soit  n.  ^"„(a)  =  — [$„  (a)]  si  -f^  est  continue.  Par  suite,  F,  (a") 
est  la  dérivée  de  F(a)  (n"  31). 

Ainsi,  on  a  le  droit  d'appliquer  à  l'intégrale  (47)  !«''  formule 
habituelle  de  différentiation  sous  le  signe  /  ^poiinii  que  l'inté- 
grale obtenue  de  cette  façon  soit  iinijo/'mément  convergente. 

De  même,  si/(x,  a)  est  infinie  pour  la  limite  x  =a  de  linté- 
gration.  on  dira  que  l'intégrale 


[-'(a  )  =    /    /{x,  x), 


(io)  F(a)=    /     f{x.oi')(tx         {a<_b) 

est  uniformément  convergente  si,  à  tout  nombre  positifs,  on  peut 
faire  correspondre  un  autre  nombre  positif  Tj,  indépendant  de  a, 
tel  que  l'on  ait 

f{x,  a)  dx    <C  £ 


u 


pour  toutes  les  valeurs  positives  de  h,  inférieures  à  tj.  On  peut 
encore  appli(|uer  à  l'intégrale  (5o)  la  formule  habituelle  de  difTé- 
rentiation,  si  l'intégrale  obtenue  ainsi  est  uniformément  conver- 
gente; la  démonstration  est  analogue  à  la  précédente. 

On  peut  de  même  étendre  la  formule  d'intégration  sous  le 
signe  /  au  cas  où  l'une  des  limites  est  infinie.  Soity(x,  a)  une 
fonction  des  deux  variables  X  et  a,  continue  pour  X^a,  ao^a^ai. 
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Si  l  intégrale  j       f{x,i.)dx  esl  unifoimément  convergente 
dans  Vintervalle  (a,,,  a,),  on  a 


f-JM 


/  dr  j       ff-T,  7,  )  </a  =    /        du   1         /(,r,  a)( 


Soit  l  un  nombre  quelconque  supérieur  à  a;  daprès  la  formule 
générale  (44)-  on  a 


(:>v 


j     rf.r  /      /(J',  y.)dx=   j       di  I    f{J\  i.)dx. 


Lorsque  /  augmente  indéfinimenl ,  le  second  membre  de  celle  éga- 
lilé  a  pour  limite 

«-  a„  "•  .t 

car  la  dilTéience  entre  ces  deux  expressions  est  égale  à 

f      dn.  f       f(.r.  'x)dT. 

Cjuantilé  inférieure  en  valeur  absolue  à  £  |  a,  — a.g\.  pourvu  que  / 
soit  supérieur  à  un  nombre  L.  Le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (52)  tend  donc  aussi  vers  une  limite  qui  est  représentée  par 
le  symbole 

I  dx  I       f(x,a')dx. 

En  égalant  ces  deux  limites,  on  obtient  la  formule  (Si). 

Exemples.   —   i°   Considérons  l'intégrale    F(a)  =    /         e-«'^ dx, 

où  ï  ^  o.  Cette  intégrale  est  uniformément  convergente,  car  on  peut  écrire, 
d'après  la  seconde  formule  de  la  moyenne, 


r'^  sina-   ,  e-°"   f  '"   . 

J,  ■'■  '    d, 

où  /  <  ?  <  <7,  et,  par  suite,  on  a 


dx, 


/         e-"' dx 

Jt  ^ 


<  l\ 
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si  /est  supérieur  à  -■>  le  premier  membre  de  celte  inégalité  sera  inférieur 

à  £,  quel  que  soit  aie.  Donc  la  fonction  F  (a)  est  continue  pour  a  1  o. 

L'intégrale  obtenue  par  la  différentialion  est  uniformément  convergente 
pour  toutes  les  valeurs  de  a  supérieures  à  un  nombre  positif  k.  On  a,  en 
ellet. 

I  r'^'  I     r^'  I 

/         e-'^  <in  x  dx  \  <.   i         e  "^  (i.r  =  -<?-»'. 
U'/  I      ■'/  =" 

et  il  sufllt  de  prendre  /  assez  grand  de  façon  que  l'on  ail   Ae''  ^    -  pour 

que  la  valeur  absolue  de  cette  intégrale  soit  inférieure  à   s,  lorsque  a  est 
supérieur  à  /..  On  a  donc 

F'(  a)  = —  I         e~^-^  iinx  d.r; 

l'intégrale  indéfinie  s'obtient  aisément,  et  l'on  trouve 
e-^^  (  cos  .r  -!-  a  sin  .r  ) 


F'(7.  1   = 

on  lire  de  lu 


r-:^^ 


F(a)  =  G  —  Arc  tanga, 

et  l'on  détermine  la  constante  G  en  remarquant  que  l'intégrale  définie  F(a) 
tend  vers  zéro  lorsque  a  croit  indéfiniment,  ce  qui  donne  G=  —  •  On  a 
donc  en  définitive 

1  "»3l  /         e-^^ ^  rf:r  =  Arc  lan<r  -  ■ 

Cette  formule  n'est  établie  que  pour  les  valeurs  positives  de  ol,  mais  on  a 
remarqué  que  F  (a)  est  une  fouction  continue  de  a,  même  pour  2  =  0.  En 
faisant  tendre  a  vers  zéro,  il  vient  donc  à  la  limite 


■'  1  ) 
■1°  Soit 


la  fonction  y( a:)  étant  continue,  ainsi  que/'(xj,  dans  un  intervalle  (o.a), 
et  oc  étant  compris  dans  cet  intervalle.  La  formule  habituelle  de  différen- 
tialion  conduit  à  un  résultat  illusoire,  car  on  obtient  la  différence  de  deux 
infinis.  En  posant  x  =  zt,  il  vient 


'-'a 


y/a  y  (  ï  /  I  dt 
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linlégrale  obtenue  par  tlifférentiation 


f 


Va 

—  dt 


\/  \  —  t 

est  unifoimément  convergente  dans  tout  intervalle  (a»,  a,),  a„  et  a,  étant 
positifs  et  inférieurs  à  a.  carelle  est  comparable  à  une  intégrale  Ç  -^^, 
M  étant  un  nombre  fixe.  En  revenant  à  la  variable  x,  on  a  #lonc  " 

^'  Tot/a  — X 

Proposons-nous,  comme  application,  de  déterminer  la  fonction  /(.r)  de 
façon  que  la  fonction  F  (a)  soit  indépendante  de  a.  La  dérivée  F'(a)  doit 
être  nulle,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  la  fonction  /  (.r)  +  2.r /"(.r)  est 
nulle  identiquement,  du  moins  si  l'on  admet  que  cette  expression  n'admet 
pas  une  infinité  de  zéros  dans  le  voisinage  de  l'origine.  Cette  condition 
peut  s'écrire 

=^^+—  =  0 
f(x)  -IX 

et  l'on  en  tire  f{x)  =  -1  .  Cette  fonction  répond  bien  à  la   question-   on 

V'.r  '  ' 

a,  en  effet, 

C  dx 


I 


=r=C7T, 


s/x(7.  —  X) 

comme  on  le  voit  aisément  au  moyen  de  la  substitution  x  =  y.  sinî». 

101.  Théorème  de  D'Alembert.  -  Si,  en  calculant  séparément  les 
deux  membres  de  la  formule  (44),  on  arrive  à  des  résultats  différents,  on 
doit  en  conclure  que  la  fonction  f{x,  y)  est  discontinue  pour  un  système 
au  moins  de  valeurs  de  x  etde_x,  vérifiant  les  conditions  a^x^b,  c^y^d. 
Gauss  a  déduit  de  cette  remarque  une  démonstration  très  simple  du  théo- 
rème de  D'Alembert. 

Soit  F(;)  un  polynôme  entier  en  z  de  degré  m,  dont  nous  supposerons, 
pour  fixer  les  idées,  les  coefficients  réels.  En  remplaçant  z  par 

p(cosio  H-  J  sinu)), 

et  séparant  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires,  on  peut  écrire 

F(s)=:  P  +  j-Q, 
en  posant 

F  =  Aop'"  cosniui  -I- Aip"'-'  cos(«î  —  i)to  h-.  .  ., 
Q  =  Aop'"  sin  wto  -+-  Aip"'-'  sm{m  _  i)io  +. .  ;. 
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P 

Soit  V  la  fonction  arc  tang— ;   on  a 


^     ri''.  ff.  ii\  ^    At.x  fit.-. 


àp  P2-^Q2  (>w  Pî-^Q2 

et,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  développer  le  calcul,  on  voit  que  la  dérivée 
seconde  est  de  la  forme 

00  Om 

0''  V  M 


opdoj        (P«— Q2|« 

M  étant  une  fonction  continue  de  p  et  de  u>.  Cette  dérivée  seconde  ne  peut 
devenir  discontinue  que  pour  les  systèmes  de  valeurs  Cp,  (o)  qui  annulent 
à  la  fois  P  et  Q,  c'esl-à-dire  pour  les  racines  de  l'équation  F  (z)  =  o.  Si 
donc  on  démontre  que  les  deux  intégrales 

(55)        r\,^r^d.,   f\i.r^j. 

sont  inégales,  pour  une  valeur  donnée  de  R,  on  peut  en  conclure  que 
Téquation  F  (z }  =  o  a  au  moins  une  racine  de  module  inférieur  à  R.  Or  la 

,     .      ,        ,  .  ,,  /■-"   an"    ,  r(^V"l'-=2« 

seconde  intégrale  est  touiours  nulle,  car  on  a  /        ^: — -— rf(o  =     -—  , 

J^  dp  dw  L  <^?  J  10=0 

et  —  est  une  fonction  périodique  de  lu,  de  période  2:1.  Calculons  de  même 


0. 
la  première  intégrale;  on  a 


0--\ 


et  un  calcul  facile  montre  que  - —  est  de  la  forme 


<>V        —  mkl 


C/.0  A|p2"'-... 

les  termes  non  écrits  étant  de  degré  inférieur  à  iin  en  p,  et  le  numérateur 
n'ayant  pas  de  terme  indépendant  de  p.  Lorsque  p  augmente  indéfiniment, 
le  second  membre  a  pour  limite  — m;  on  peut  donc  choisir  R  assez  grand 

pour  que  la  valeur  de  -— ,  pour  g  =  R,  soit  égale  à  —  »!-!-=.£  étant  infé- 

dp      "^  ' 

rieur  à  m  en  valeur  absolue.  L'intégrale  /       ( — »i-^£)rftij  est  évidem- 


ment négative  et,  par  conséquent,  la  première  des  intégrales  (55)  ne  peut 
être  nulle. 

G.,  I.  iG 


CHVPITHE    IV.    —    INTEGRALES    DEFINIES. 


EXERCICES. 


1.   Déiiioiurer  que  la  somme 1 -t-...-i a   pour  limite  loea, 

n        ri  H-  I  •>  n 

lorsque  n  augmente  indéfiniment. 

[On  prouve  ciue  cette  somme  a  riour  limite  l'intégrale  définie  / 1 


2.  Trouver  de  même  les  limites  des  sommes 


n-  -t-  {  n  —  1  )■ 


y/n2  —  I         ^/  n''-  —  2-  /«-  —  in  —  D'- 

en les  rattachant  à  des  intégrales  définies.  D'une  façon  générale,  la  limite 
de   la   somme  ^ç(i,  /;  )   pour  n  infini   est   égale   à    une  intégrale  définie 

1  =  0 

lorsque  ç>(j,  n)  est  une  fonction  homogène  de  degré  —  i  de  /  et  de  n 
3.  Trouver  la  valeur  de  l'intégrale  définie   /      log(sin3-)  ofx  = log'2. 


On  peut  partir  de  la  formule  connue  de  Trigonométrie 

.      T.     .      •!-  .      (  Il  —  \)T.  n 

sin  —  sin  —  .  .  .  sui  = j 

n         n  n  2"~' 

ou  s'appuyei'  sur  les  égalités  presque  évidentes 

•n  T.  u  ' 

/\n"{iiDX)  dx  =   I     logfcosa")  rf.r  =  -    /     log  (  ]  dx. 

4.  Déduire  de  la  précédente  la  valeur  de  l'intégrale  définie 


/ 


langa-  dx. 


logi'i  +  x) 


S.  Démontrer  que  1  on  a   /     — — dx  —  —loei. 

J,         J-^x^  8      " 

[On    peut   poser   a- =  tangç   et    partager   l'intégrale   obtenue    en   trois 

parties.] 


EXERCICES.  2i3 

*6.  Trouver  la  valeur  lie  l'intégrale  clélinie   /      logi  i  —  >.x  cosx  ^- :i^)dj~. 

[Poisson.] 

En  partageant  l'intervalle  de  o  à  -  en  ra  parties  égales  et  appliquant 
une  formule  connue  de  Trigonométrie,  on  est  conduit  à  chercher  la  limite, 
pour  n  infini,  de  l'expression 

—  log     I  a-" —  I  i     : 

n      -  L  ï  —  1  J 

si  a  est  compris  entre  —  i    et    -^  i ,    cette  limite  est    nulle.  Elle   est  égale 
à  -  loga-,  si  a->  I. 

/"  s  I  n  5^  ci  3" 

—  .  où  X  est  positif,  est  égale 
yi  —  2  ot  cos  .7-  -H  a:'- 

,  2    . 
a  -2  SI  a  est  <  r.  et  a  -  si  a  est  >■  i. 

„    -       ,         .         „  r'      ixdx        „  ,    ,         /"^'  ûnidx 

8.  I  es  fonctions  F(  a)  =   /     — ri  r,(  a  )  =   /        : 

.'  ,  à  ■       .'    ,      I  —  2./-i'osa -r- ,r- 

^     (  J---+-  I-  r-  ' 

sont  discontinues  pour  a  =  o. 

9.  Soient/(  ;p)  et  ^(x)  deux  fonctions  intégrables  dans  l'intervalle  (a,  b). 
Démontrer  l'inégalité  de  Schwarz 

f  f'rdxj  ij  p{x)dx>i  f    ■s^r)dx. 


l'égalité  ne  pouvant  avoir  lieu  que  si  le  rapport  —  est  constant. 

'  r' 

On  peut  remarquer,  par  exemple,  que  l'intégrale  /  [7./(x)  -T-'fi:i(x)]-  dx 
est  une  forme  quadratique  définie  positive  en  a,  3. 

10.  Soient  y(a:)  el  (p( a:)  deux  fonctions  continues  dans  l'intervalle  (a,b) 
et  (a,  X,,  Xî,  ...,  b)  une  division  de  cet  intervalle.  Si  l'on  prend  deux 
valeurs    quelconques  5,-,   r,,-  dans  chaque  intervalle   partiel  (a-,_i,  x,),   la 

somme  ^  /( 'i)?(''li)  (a?; — a^i-i)  a  pour  limite  l'intégrale  définie 


j     f(x)a{x)dx. 


il.  Soit/(.r)  une  fonction  continue  et  positive  dans  l'intervalle  (a,  b). 

/*  r''  dx 

f(x)dx,  I     — — -  est  minimum 

lorsque  la  fonction  est  constante. 
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12.  Soit  I       l'indice  d'une  fonction  (n"  79)  entre  Xq  et  .r,.  On  a  la  relation 

où  E=  +  i  lorsque  /(aro)>o,  /(ri)<o,  e=  —  i  lorsque  /(.r(|)<o, 
/(^i  )>">-  =  o  lorsque /(a-o)  et/(3-i)  ont  le  même  signe. 

On    applique    la    formule    de    la    page    189    aux    ileux    fonctions  f(x) 

*13.   Soient  U  et  V  deux  polynômes  de  degrés  n  et  /i  —  i  premiers  entre 

V 
eux.  L'indice  de  la  fraction  rationnelle  yr,  entre  les  limites  — »  et  -+- eo 

de  la  variable,  est  égal  à  la  différence  entre  le  nombre  des  racines  ima- 
ginaires de  l'équation  U  H-  J  V  =  o,  où  le  coefficient  de  i  est  positif,  et  le 
nombre  de  ces  racines  où  il  est  négatif. 

[Hermite,  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  ^'I1,  p.   128.] 

*\A.  Etablir  le  second  théorème  de  la  moyenne  au  moyen  d'une  intégra- 
tion par  parties. 

Soient  y(3?)  et  '^(x)  deux  fonctions  continues  dans  l'intervalle  (a,b) 
dont  la  première  f(x)  est  constamment  croissante  ou  constamment 
décroissante  et  admet  une  dérivée  continue.  On  a,  en  posant 

<I)(.r)  =   /      "jix)  dx, 
et  intégrant  par  parties, 

f   f{x)'^{x)dx=f{b)<^{b)-  f  f(x)'P(x)dx; 

la  dérivée  y'(3-)  ayant  un  signe  constant,  il  suffit  maintenant  d'appliquer 
la  première  formule  de  la  moyenne  à  la  nouvelle  intégrale. 

*lb.  Soit_/"(a:)  une  fonction  continue  positive  dans  l'intervalle  (  a,  b). 
L'expression 


ln=^'^f\f(x)]'-dx\ 


tend  vers  le  maximum  M  de  /(.r)  dans  l'inlervalle  (o,  b),  lorsque  n  aug- 
mente indéfiniment.  [Riez.] 

R.  On  peut,  pour  la  démonstration,  supposer  b —  a  =  1.   Il  est  évident 

alors  que  l'on  a  l„  <  M.  D'autre  part,  si  f{x)  est  supérieur  à  M  —  s  dans  un 

i 
intervalle  (a,  [î),  on   a  aussi  1„>(M — £)(P  —  a)",  d'où  l'on  conclut  aisé- 
ment qu'en  prenant  n  assez  grand,  on  a  aussi  I„  >  M  —  ae. 
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16.  Etant  données  deu\  courbes  planes  quelconques  C,  C  ,  on  fait  cor- 
respondre les  points  (x.,y),  (x',y')  des  deux  courbes  où  les  tangentes 
sont  parallèles.  Le  point  de  coordonnées  arj  =  /jx-i- ya:',  y\^  py  ^-  qy' , 
où  p  et  q  sont  des  constantes  données,  dçcrit  une  nouvelle  courbe  Ci,  et 
l'on  a,  entre  les  arcs  correspondants  des  trois  courbes,  la  relation 

S]  =  =z/ii  =z  qs  . 

17.  Les  arcs  correspondants  des  deux  courbes 

^  (  x  =  //',  0-/(0 -+-?'(<),  ^,  I  oc'=tf{t)-f{t)-o'(l). 

\y=  /'(.')  — 1 9' (.t)-i-o(t),  \y'=   /'it}-hto'{t)-o(t) 

ont  la  même  longueur,  quelles  que  soient  les  fonctionsy(<),  o(t). 

18.  Soient  C  une  courbe  fermée.  Ci  la  podaire  de  cette  courbe  relative- 
ment à  un  point  A.  C2  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du 
point  A  sur  les  normales  à  C.  On  a,  entre  les  _aires  de  ces  trois  courbes, 
la  relation  A,  =  =lai  —  tl,.. 

D'après  les  propriétés  de  la  podaire  (n°  62),  si  p  et  w  sont  les  coor- 
données polaires  d'un  point  de  Ci,  les  coordonnées  du  point  corres- 
pondant  de  Cj  sont   p'  et   eu -f-  — ;  et  celles  du  point  correspondant  de  G 


arc  tane  —  • 


*19.  Lorsqu'une  courbe  C  roule  sans  glisser  sur  une  droite,  tout  point  A 
invariablement  lié  à  la  courbe  C  décrit  une  courbe  appelée  roulette  : 
1°  l'aire  comprise  entre  un  arc  de  la  roulette  et  la  base  est  égale  ju 
double  de  l'aire  correspondante  de  la  podaire  du  point  A  par  rapport  à  C; 
2°  l'arc  de  la  roulette  est  égal  à  l'arc  correspondant  de  la  podaire. 

[Steiner.] 

Pour  démontrer  ces  théorèmes  par  l'analyse,  soient  X,  Y  les  coordon- 
nées du  point  A  par  rapport  à  un  système  d'axes  mobiles  formé  par  la 
tangente  et  la  normale  en  un  point  M  de  C,  s  l'arc  OM  compté  à  partir 
d'un  point  live  Û  de  C,  et  tu  l'angle  des  tangentes  en  O  et  en  M.  On 
établit  les  relations 

ds  -f-  d\  =  Y  do>.         d\  ^-  X  do)  =  o, 

d'où  les  propositions  se  déduisent. 


20.    Les    intégrales    /  ~ ; — -dx,   où    «>i,    / 

<^o  ^  '-'0 


dx 


(i  -H  x')  (sinx)' 


ont-elles  des  valeurs  finies? 


CHAPITRE  V. 

CALCUL  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 


I.  —  INTEGRALES  INDEFLMES. 

Il  est,  en  général,  très  difficile  de  calculer  la  valeur  d'une  inté- 
grale définie,  en  partant  de  la  définition  ('),  tandis  que  l'intégrale 
s'obtient  immédiatement,  quelles  que  soient  les  limites,  quand  on 
connaît  une  fonction  primitive  dey(^).  On  a  vu,  en  Algèbre  (-), 
comment  on  trouve  les  fonctions  primitives  des  fonctions  ration- 
nelles, et  de  celles  qui  s'y  ramènent  par  un  changement  de  variable, 
comme  les  fonctions  rationnelles  de  x  et  d'un  radical  carré  portant 
sur  un  polynôme  du  second  degré,  et  les  fonctions  rationnelles  de 
ûnx  et  de  cosx.  Ce  calcul  n'exige  que  la  résolution  d'une  équation 
•algébrique,  et  l'intégration  d'une  fonction  rationnelle  n'introduit 
qu'une  seule  transcendante,  le  logarithme,  car  nous  verrons  plus 
loin  (t.  II)  que  la  fonction  Arc  tangos  se  ramène  à  la  fonction 
logarilhmic[ue. 

En  dehors  de  ce  cas  très  simple,  l'intégrale  indéfinie  dune  fonc- 
tion algébrique  f{x)  est,  en  général,  une  fonction  transcendante, 
qui  ne  peut  s'exprimer  par  une  combinaison  en  nombre  fini  de 
symboles  élémentaires.  L'étude  des  propriétés  de  ces  transcen- 
dantes et  leur  classification  sont  un  des  objets  les  plus  importants 
du  Calcul  intégral.  Au  point  de  vue  du  calcul  pratique  des  inté- 
grales définies,  il  y  a  un  intérêt  évident  à  réduire  ces  transcen- 
dantes nouvelles  au  plus  petit  nombre  possible,  afin  de  pouvoir 


(')   Coi';-  l'exemple  du  n°  70  et  les  exercices  3  et  6  du  Chapitre  IV. 
(')  Voir,  par  exemple,  les  Leçons  d'Algèbre  de  Ch.  Briot,  2"   Partie.  18'  édi- 
tion reïue  par  E.  Goursat  (Paris,  Delagrave:  igoô). 
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Jrcsser  des  Tables  de  leurs  valeurs  numériques  pour  des  valeurs 
suffisaminenl  ra|i[)rocIiées  de  la  varialile. 

102.  Formule  générale  de  réduction.  —  Dans  l'intégration  des 
fonctions  rationnelles  et  de  t]uel(|ues  autres  fonctions,  on  a  sou- 
vent l'occasion  d'appliquer  la  mélliode  générale  de  réduction  sui- 
vante.  Rappelons  d'abord   que    toute    fonction   rationnelle  R(.r) 

peut  être  décomposée  en  une  partie  entière  E(j7)  et  une  somme 

A 
de  fractions  rationnelles  de  la  forme  ^^i  X  étant  premier  avec  sa 

dérivée  et  avec  A,  et  ce  dernier  polynôme  étant  de  degré  infé- 
rieur à  X".  Si  l'on  coiinait  les  racines  du  dénominateur,  on  peut 
prendre  pour  X  un  binôme  du  [iremier  degré,  provenant  d'une 
racine  réelle,  ou  un  trinôme  tlii  second  degré,  provenant  d'un 
couple  de  racines  imaginait  es  conjuguées.  Mais  cette  décomposi- 
tion de  la  fraction  rationnelle  R(ic)  en  une  somme  de  fractions  de 

A  . 

la  forme  -^  n'exige  pas  que  l'on  connaisse  les  racines  du  dénomi- 
nateur, et  peut  être  obtenue  par  des  opérations  rationnelles,  mul- 
tiplications et  divisions  de  polynômes.  Seulement  les  polynômes  X 
peuvent  être  de  degré  quelconque,  chacun  d'eux  étant  le  produit 
des  facteurs  binômes  qui  correspondent  aux  racines  du  dénomi- 
nateur de  R(j:)  d'uQ  même  degré  de  multiplicité.  Le  calcul  d'une 
intégrale  indéfinie  de  la  forme  /  Y\.{x)'o[x)  dx^  R(-*^)  étant  une 
fonction  rationnelle  et  '^{x)  une  fonction  quelconque,  se  ramène 
donc  au  calcul  de  deux  types  particuliers  d'intégrales 


fEi.).(.)cLr,  f^dcc. 


Lorsque  n  est  >i,  on  peut,  dans  bien  des  cas,  remplacer  la 
seconde  intégrale  par  une  intégrale  de  même  forme,  oii  1  exposant 
de  X  au  dénominateur  est  diminué  d'une  unité. 

En  effet,  X  étant  premier  avec  sa  dérivée,  d'après  un  théorème 
classique  d'Algèbre,  on  peut  trouver  deux  autres  polynômes  B 
et  C  donnant  lieu  à  l'identité 

BX-f-CX'=A, 
et  nous  pouvons  écrire 

rAo(T)dx        f  BX-^-CX'  ,  /■B'i(r)    ,  r\'Cz(x), 
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Intégrons  par  parties  la  dernière  intégrale,  en  posant 

H  =  G  (p  (  a-  ) , 


(/(— i)X''-i' 
il  vient 

J       '  X"  (7(  — i)\"-'        n  —  ij        X"-' 

et,  en  portant  dans  la  relation  précédente,  on  a 


(,)    J^d.=J 


B<p(x)H [Ccf(2:)]'  ^      .     ^ 


Il   peut  se   faire  que  cette  formule  de  réduction  (i)   soit  avanta- 
geuse pour  certaines  formes  de  la  fonction  co. 

Supposons  par  exemple  !p(a;)  :=  e"'',   w  étant  un  facteur  con- 
stant.   Une   intégrale    /  Y{{x)"'^  dx   se   ramène    à   une    intégrale 
que   l'on    sait  calculer   1  P(x)e'"'^ dx,    P(x)   étant   un   polynôme 
(n°  87),  augmentée  d'une  somme  d'intégrales  de  la  forme 
r  X  e">^  dx 

La  formule  générale  de  réduction  (i)  devient  dans  ce  cas 

^'        .1         X"         ~       (n-i)X«-i      ./  X''-i 


et  le  calcul  de  l'intégrale  (2)  est  ramené  au  calcul  d'une  intégrale 
de  même  forme,  où  l'exposant  de  X  est  diminué  d'une  unité.  En 
continuant  de  la  sorte,  on  est  conduit  à  une  intégrale 


r  B  g'-'x  dr 


OÙ  l'on  peut  toujours  supposer  B  de   degré  inférieur  à  X,   aug- 
mentée d'une  partie  toute  intégrée  de  la  forme 


to{x)  étant  un  polynôme. 
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Considérons  maintenant  une  fonction  rationnelle  quelconque 
p- — ->  oii/(x)  est  premier  avec  F(x). 

Supposons  cette  fonction  rationnelle  décomposée  en  une  partie 

entière  E  et  une  suite  de  fractions-^'  ^  étant  premier  avec  sa 

dérivée  :  imaginons  qu'on  applique  la  méthode  précédente  à  cha- 
cune de  ces  fractions,  qu'on  ajoute  les  résultats  obtenus  ainsi  que 

l'intégrale    /  e"'E(.r)rfx;  on  obtiendra  finalement  une  identité 

de  la  forme 

J  Fer;  ^(■r)      J  Ui.T) 

^  (x)  étanl  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  F(x)  et  sa 
dérivée.  L(.r)  le  quotient  de  F(x)  par  V(x),  P(x)  et  Q_{x)  deux 
polynômes.  Si  l'équation  F(a:)  =  o,  de  degré  «,  a  /•  racines  dis- 
tinctes. L  est  un  polynôme  de  degré  /•  premier  avec  sa  dérivée, 
^  est  de  degré  n  —  /•,  et  ces  deux  polynômes  s'obtiennent  par  des 
opérations  rationnelles.  Quant  au  polvnome  Q(x),  on  peut  tou- 
jours le  supposer  de  degré  au  plus  égal  à  /• -^  i .  Les  deux  poly- 
nômes P  et  Q  s'obtiennent  aussi  par  des  opérations  rationnelles. 
En  efl'et.  égalons  les  dérivées  des  deux  membres  de  l'identité  (4); 
il  yient,  après  avoir  multiplié  par  L^  e""-^, 

(5)  /(j.)  =  u,PU  — P  1-pX^-^QV. 

Soit /)  le  degré  inconnu  du  polvnome  P.  Le  produit  VU  est  divi- 
sible par  V,  d'après  la  définition  des  polynômes  LI  et  V,  et, 
si  10^  o,  l'ensemble  des  trois  premiers  termes  du  second  membre 
est  de  degré  p-^r.  Quant  au  produit  QV,  il  est  au  plus  de 
degré  «  —  i.  Cela  posé,  deux  cas  sont  à  distinguer  suivant  le 
degré  m  de  f[x\  : 

1°  Si  l'on  a  «i  >  /i  —  I ,  on  doit  avoir  forcément  p  -^  r  ^  m  ; 
2"  Si    tyi^ii  —  I,     on    a     aussi    p-^r:;n  —  i     et,     par    suite, 
p'S  n  —  /•  —  I . 

Connaissant  ainsi  une  limite  sujjérieure  des  degrés  des  deux 
polynômes  P  et  Q,  on  n'a  plus  qu'à  identifier  les  deux  membres 
de  la  relation  (5).  Les  coefficients  inconnus  sont  déterminés  par 
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des  équations  linéaires,  dont  le  nombre,  il  est  aisé  de  le  voir,  est 
égal  au  nombre  des  inconnues. 

La  inétbode  s'applique  encore  pour  03  =  0.  Supposons,  pour 
simplifier,  m 'Sri  — ^1,  ce  qui  est  évidemment  permis.  On  voit 
alors  aisément  que  le  degré  du  second  membre  de  (5)  serait  supé- 
rieur à  Il  —  I  si  le  degré/)  de  P(a;)  était  supérieur  à  /;  —  r.  Si  ^{x) 
est  de  degré  n  —  ;•,  on  peut  évidemment,  en  retranchant  une  con- 

P 
stanle    convenable,    remplacer    la    fraction   rationnelle  ^  par   une 

p 
fraction    rationnelle -r^,  dont    le    numérateur    est,    au    plus,    de 

degré  /i  —  /'  ^  1 ,  et  la  conclusion  est  la  même  que  tout  à  l'heure. 
Dans  ce  cas  particulier  où  u  =  o,  on  a  ainsi  obtenu,  par  des  cal- 
culs rationnels,  toute  la  partie  rationnelle  de  l'intégrale  indéfinie 
d'une  fonction  rationnelle.  Il  est  clair,  en  efl'et,  que  l'intégrale 


"  Çli.r)dT 


oïl  Q(x)  est  de  degré  inférieur  à  celui  de  U,  et  U  premier  avec  sa 

dérivée,  ne  renferme  que  des  termes  transcendants.  On  ne  peut 

pousser  plus  loin  le-calcul  sans  décomposer  U  en  un  produit  de 

facteurs  de  degrés  moindres,  sauf  dans  le  cas  où  Q(.r)  serait,  à 

un  facteur  constant  près,  la  dérivée  de  U(:r).  Pour  que  l'intégrale 

d'une  fonction  rationnelle  soit  elle-même  une  fonction  rationnelle, 

il  faut  et  il  suffit  que  Qi-^}  soit  identiquement  nui. 

Si  w  est  difierent  de   zéro,  on  ne   peut  plus  simplifier  l'inté- 

1        r       .■Q(-^)d.r  .  .    ,,  ,      ,  .  ,       ,. 

srale    /  e'^-' -^, ;  maïs,  si    Ion   connaît   les   racines  de    i  ,   on 

"  J  (J(-^) 

peut  ramener  cette  intégrale  à  une  seule  transcendante  nouvelle. 
Supposons,  pour  fixer  les  idées,  toutes  les  racines  réelles;  l'inté- 
grale se  décompose  en  plusieurs  intégrales  de  la  forme 

J      X  —  a 

que  l'on  peut  ramener  à  lune  ou  l'autre  des  formes  sui\antes,  en 
posant  .r  =  rt-)-— I  M  =  e.',    et   faisant   abstraction    d  un    facteur 

constant. 

Ce)  dy  r  du 

J     y    '    J  lug"' 
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Cette  dernière  intéerale    /   , — -  est  une  fonction  transcendante 
J    log  M 

(|ii'on  appelle  logarithme  intégral. 

103.    Courbes  imicursales .    —   Considérons   maintenant   d'une 
façon  générale  les  intégrales  de  fonctions  algébriques.  Soient 

(6)  F(.r,jK)  =  o 

l'équation  d'une  courbe  algébrique,  et  R(:r,  jk)  une  fonction 
rationnelle  de  x  et  dey,  imaginons  que  dans  R(.r,jK)  on  rem- 
place y  par  une  des  racines  de  l'équation  (6);  le  résultat  est 
fonction  de  la  seule  variable  x  et  l'intégrale 


/  R{x,  y)  dx 


est  une  intégrale  abélienne  attachée  à  la  courbe  (6).  Lorsque  la 
courbe  donnée  et  la  fonction  R(.r,  y)  sont  quelconques,  ces  inté- 
grales sont  des  fonctions  transcendantes.  Mais,  dans  le  cas  parti- 
culier où  la  courbe  est  unicursale,  cest-à-dire  où  les  coordon- 
nées X  et  )■  d'un  point  de  cette  courbe  peuvent  s'exprimer  par 
des  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre  variable  t,  les  intégrales 
abéliennes  attachées  à  cette  courbe  se  ramènent  immédiatement  à 
des  intégrales  de  fonctions  rationnelles.  Soient,  en  effet, 

les  expressions  des  coordonnées  x  el  y  en  fonction  de  t  ;  en  pre- 
nant t  pour  nouvelle  variable  indépendante,  on  a 

f\i{x,y)dx=  fR[f{t),^(t)]f{t)dt, 

et  la  nouvelle  fonction  à  intégrer  est  évidemment  rationnelle. 

On   démontre  dans  les   Cours    de   Géométrie    analytique   que 

t^    •              u           ■            I      j      ]         ■                 -j     {n  —  \)(n — i)        . 
toute  courbe  unicursale  de  degré  n  possède  ^ points 

doubles,  et  que  réciproquement  toute  courbe  de  degré  n  possédant 
ce  nombre  de  points  doubles  est  unicursale.  Je  rappellerai  seule- 
ment comment  on  j)eut  obtenir  les  expressions  des  coordonnées 
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en  fonction  du  paramètre  auxiliaire.  Etant  donnée  une  courbe  C„ 

de  degré  n,  possédant  o  =^ points  doubles,  par  ces 

0  points  doubles  et  h  —  3  points  simples  de  C„,  faisons  passer  un 
faisceau  de  courbes  de  degré  /;  —  2  ;  ces  points  déterminent  bien 
un  faisceau  de  courbes  de  degré  n  —  a,  car 

{n  —  i)(«  —  2) 


et  il   laut  ■: — points   pour  delerminer   une  courbe   de 

degré  «  —a.  Soit  ^{x.y)  4-  t  Q(x,j')  =  o  l'équation  des  courbes 
de  ce  faisceau,  l  désignant  un  paramètre  arbitraire  ;  cbaque  courbe 
du  faisceau  rencontre  la  courbe  C„  en  n{n  —  a)  points,  dont  un 
certain  nombre  sont  indépendants  de  i,  les  n  — 3  points  simples 
choisis  et  les  5  points  doubles  dont  chacun  compte  pour  deux  points 
d'intersection.  Mais  on  a 

n  —  3-H20  =  /)  —  3  +  (rt  —  i)(n  —  i)  =  n(n  —  2)  —  i; 

il  reste  donc  un  seul  point  d'intersection  variable  avec  t.  Les  coor- 
données de  ce  point  sont  données  par  des  équations  du  premier 
degré  dont  les  coefficients  sont  des  polynômes  entiers  en  t;  ces 
coordonnées  sont  donc  elles-mêmes  des  fonctions  rationnelles  de  t. 
On  pourrait  aussi  employer  un  faisceau  de  courbes  de  degré  n  —  i 

,        (n  —  1  )  ( «  —  2 )        .  111  o 

passant   par   les  — points    doubles  et   2/1  —  3   points 

simples  pris  à  volonté  sur  C„. 

c •                                i  n.  —  i)i n  —  1)  .         ,  J 

bi    «  =:  2,   on    a ^  =  0;    toute    courije    du    second 

degré  est  donc  unicursale.  bi  /;  =  3,  on  a =  1  ;  les 

courbes  unicursales  du  troisième  degré  sont  donc  celles  qui  ont 
un  point  double.  Le  point  double  étant  pris  pour  origine,  l'équa- 
tion de  la  cubique  est  de  la  forme 

Ça  et  »3  étant  des  polynômes  homogènes  d'un  degré  marqué  par 
leur  indice.  Une  sécante  j'=  tx  passant  par  le  point  double  ren- 
contre la  cubique  en  un  seul  point  variable  avec  <,  dont  les  coor- 
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données  sont 


Une  courLe  uniciirsale  du  quatrième  degré  possède  trois  points 
doubles.  Pour  avoir  les  coordonnées  d'un  point,  on  formera  l'équa- 
tion dun  faisceau  de  coniques  passant  par  les  trois  points  doubles 
et  par  un  autre  point  simple  pris  à  volonté  sur  la  courbe.  Chaque 
conique  de  ce  faisceau  rencontre  la  quartique  en  un  seul  point 
variable  avec  le  paramètre  ;  si  Ion  forme,  par  exemple,  l'équation 
aux  abscisses  des  points  d'intersection,  celte  équation,  débairassée 
des  facteurs  qui  correspondent  aux  racines  connues,  se  réduira  au 
premier  degré  et  donnera  x  en  fonction  rationnelle  du  paramètre. 
On  opérera  de  même  pour  j'. 

Prenons  par  exemple  la  lemniscate 

qui  a  un  point  double  à  l'origine  et  qui  admet  en  outre  pour 
points  doubles  les  points  circulaires  à  l'infini.  Un  cercle  passant 
par  l'origine  et  tangent  en  ce  point  à  une  des  branches  de  la  lem- 
niscate 

.r'--r-y''=ti.v-y) 

rencontre  cette  courbe  en  un  seul  point  variable  avec  t.  Une  com- 
binaison facile  de  ces  deux  équations  donne 

r-(x—y)-=  (r-i.r^  —  y"-), 

et,  en  divisant  par  x  — y,  il  reste 

t^(a: — y  I  =  a-i x  -^ y )\ 

cette  dernière  équation  représente  une  droite  passant  par  l'ori- 
gine, qui  coupe  le  cercle  en  un  ]ioint  dilVérent  de  l'origine,  dont 
les  coordonnées  sont 


On  arrive  encore  plus  vite  à  ces  formules  par  la  méthode  suivante, 
(jui  est  applicable  à  toute  courbe  unicursale  du  quatrième  ordre 
dont  on  connaît  un  point  double.  Coupons  la  lemniscate  par  la 
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st'-cante  y  =  kx  ;  elle  renconlre  la  courbe  en  deux,  points  de  coor- 
doonées 


Le  polynôme  sous  le  radical  est  du  second  degré  et,  poLir  faire 

disparaître  l'irrationalité,  il  suffira  de  poser -^  i-\  ,  ce  qui 

conduit  bien  aux  formules  précédentes. 

Remarque  I.  —  Lorsqu'une  courbe  plane  admet  des  points 
singuliers  d'espèce  supérieure,  on  démontre  que  chacun  d'eux  est 
équivalent  à  un  certain  nombre  de  points  doubles  distincts.  Pour 
qu'une  courbe  soit  unicursale,  il  suffit  que  ses  points  singuliers 

soient  équivalents  à points  doubles.   Par  exemple, 

une  courbe  de  degré-n  ayant  un  point  multiple  d'ordre  n  —  i  est 
unicursale,  car  une  sécante  issue  du  point  multiple  la  rencontre 
en  un  seul  point  variable. 

Remarque  II.  —  Il  peut  se  faire  que  l'on  ait  sous  le  signe    / 
une  fonction  rationnelle  de  x  et  de  plusieurs  irrationnelles  dis- 
tinctes j',  s,  ...  :  on  démontre,  en  Algèbre,  que  toutes  ces  irra- 
tionnelles peuvent  s'exprimer  au  moyen  d'une  seule  irrationnelle 
auxiliaire.  Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait  l'intégrale 


/ 


R(.r,  a*,  a"»',  .  .  .)  dx, 

R  étant  une  fonction  rationnelle  et  les  exposants  a,  a',  a",  ... 
étant  des  nombres  fractionnaires.  La  fonction  R  ne  contient,  en 

réalité,  qu'une  irrationnelle  .r",  D  désignant  le  dénominateur 
commun  des  fractions  a,  a',  a",  ...  réduites  au  même  dénomina- 
teur, et  il  suffit  de  poser  a;  =  /"  pour  être  ramené  à  une  fonction 
rationnelle. 

104.  Intégrales  algébrico-logarithmiques.  —  Toute  intégrale 
abélienne  altaciiée  à  une  courbe  unicursale  est,  d'après  le  para- 
graphe précédent,  une  fonction  algébrico-logarithmique,  c'est- 
à-dire  qu'elle  est  égale  à  une  fonction  rationnelle  de  x  et  de  y^ 
augmentée  d'une  somme  de  logarithmes  de  fonctions  rationnelles 
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de  x  et  (le  y  ituiltijjlics  jiar  des  fadeurs  constants.  Lorsque  la 
'courbe  (6)  n'est  pas  une  courbe  iinicursale,  une  intégrale  abé- 
lienne  attachée  à  cette  courbe  est,  eu  général,  une  fonction  trans- 
cendante qui  ne  peut  s'exprimer  au  moyen  de  la  seule  transcen- 
dante logarithmique.  Cependant,  quelle  que  soit  la  relation 

Fl.r,  r j  =  o, 

il  existe  toujours  une  intinilé  de  fonctions  rationnelles  R(j;,  j') 
telles  (|ue  l'intégrale    /  I{(x,  y)  ifj;  soit  algiUîrico-logarithmique, 

car  la  dérivée  d'une  fonction  de  cette  espèce  est  toujours  une 
fonction  rationnelle  de  x  et  de  y.  La  fonction  R(x,  _i')  étant 
donnée,  il  est  en  général  très  difficile  de  reconnaître  si  l'inté- 
grale   /  ^{x,  y)  (fx  est   une  fonction  algébrico-logarilhmique.  Il 

en  est  ainsi  en  particulier  lorsqu'une  substitution  algébrique, 
mais  non  forcément  rationnelle,  permet  de  ramener  R( x,  y)  dx 
à  une  dillérentielle  rationnelle. 

Nous  citerons  comme  exemple  les  di Jférenticlles  binômes 

X'"  (  «  .r  "  -4-  b  )P  dx. 

OÙ  m,  n,  p  sont  co mmensurables .  Il  est  clair  que  la  veXsi- 
ùon  y  =:.  x"^{ax" -\- b)P  peut  être  remplacée  par  une  relation 
algébrique  entière  en  x  et  y.  F(j7,  j')^o,  qui  ne  représente 
pis.  en  général,  une  courbe  unicursale. 

Cette  courbe  est  unicursale  si  p  est  un  nombre  entier.  En  effet, 
€n  désignant  par  D  le  dénominateur  commun  des  deux  nombres  m 
et  /),  il  est  clair  qu'en  posant  x^=  t^,  y  sera  aussi  une  fonction 
rationnelle  de  t.  Mais  ce  n'est  pas  le  seul  cas  où  l'on  puisse  faire 
disparaître  l'irrationalité  et  achever  l'intégration.  Pour  découvrir 
de  nouveaux  cas  d'intégrabilité,  essayons  du  changement  de 
variable 

ax"  ■+-  b  =  t  : 
il  vient 

x  =  (i^Y,      dx=^(i^Y'\u. 

\     rt     /  na  \     a     J 

I  x"'{ax"^b)P  dx  =  —   I  '''{     ~     j  '^'' 
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la  nouvelle  intégrale  est  de  même  forme  que  la  première,  et  l'ex- 
posant  qui  remplace  p  est  ici i  ;  on  pourra  donc  aciiever 

l'intéeration  si est  un  nombre  entier. 

°  n 

D'autre  part,  rintégrale  peut  s'écrire 

/  x"'+"P(a  -h  bx-" )P  dx, 

et   l'on    voit    qu'on    a    un    nouveau    cas    dinlégrabilité    lorsque 

= \- p  est  un   nombre   entier,   bn   résume,    on 

un' 

peut  efTectuer  l'inlégralion  lorsque  Vun  des  trois  nombres  p, 

, \-  p  est  entier.  Ces  trois  cas  sont  les  seuls  ou  1  in- 

n  71  ' 

tégrale  s'exprime  au  mojen  d'un  nombre  fini  de  symboles  élé- 
mentaires lorsque  m,  n,p  sont  commensurables. 

Pour  effectuer  l'intégration  lorsqu'elle  est  possible,  il  est  com- 
mode de  ramener  d'abord  l'intégrale  à  une  forme  plus  simple  où 
ne  figurent  que  deux   exposants.   Posons  pour  cela  ax"  =  bt;i\ 

vient 

^  1^ 

^•=(â)''    ^" =«(«)'    ""^ 

m  +  t 

I  x"'(ax"-h  b)P  dx  =  — (-)  I  t    "  {i^t)Pdt. 

En  faisant  abstraction  du  facteur  constant  et  posant 

m  -+- 1 
<7  = i, 

71 

on  est  conduit  à  l'intégrale 

/  t'Hi  -H  t)i'  dt, 

et   les   cas    d'intégrabililé    sont    les    suivanis    :    Van    des    trois 
nombres  p,  q,  p  +  q  doit  être  un  nombre  entier. 

c-  ■  r  ,         . 

51   p   est    entier  et  «y  ^  - ,  on    posera   1  =  1/';    si    q    est  entier 

et  p=-,  on   posera  de    même    i  +<=«'.   Enfin,   si  p -\- q  est 
entier,  on  peut  écrire  l'intégrale 

'i-h-  i\p 


f"'^'{^Ï 


dt 
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el  1  on  n'a  qu'à  poser  i  -t-  /  z=  /i/'.  en  supposant  p  =-■>  pour  faire 
clisparailre  lirralionalilé. 

Prenons  par  exemple  rintégrale 

.A 


i  I  —  ;r  '  f/.T  : 


I     /?i  —  1 


on  a  //(  ^  I .  /(  =  3,  p  ^  - . r  /'  :=  I .  On  esl  donc  dans  un 

cas  d'inlégraljililé.  En  posant  d  aliord  x^^t,  on  est  conduit  à  la 
nouvelle  inléi;rale 


I   r  3  1  -^  i 


//, 


et  il  suffira  du  nouveau  changement  de  variable  i  +  /  =  tu^.  pour 
faire  disparaître  le  radical. 

lOo.  Réduction  des  intégrales  elliptiques  et  hyperelliptiques.  — 
Soit  P(a;)  un  polynôme  entier  de  degré />,  premirr  avec  sa  dérivée. 
L  ne  intégrale 

'F77")]f/.r, 


fK[:. 


oîi  R  désigne  une  fonction  rationnelle  de  ./'  el  du  radical  v  =:y  P(.r), 
ne  peut  pas  en  général  sesprimer  au  moyen  des  fonctions  élémen- 
taires, lorscjue  le  degré  de  P(-f  )  est  supérieur  à  2.  Ces  intégrales, 
qui  sont  des  cas  particuliers  des  intégrales  abéliennes  les  plus 
générales,  se  décomposent  en  une  partie  algébrique  et  logarith- 
mique, el  en  un  certain  nombre  dintégrales  spéciales  qui  consti- 
tuent des  transcendantes  nouvelles  qu'on  ne  peut  exprimer  au 
moyen  d'un  nombre  fini  de  s\mboles  élémentaires.  Nous  allons 
exposer  cette  réduction. 

La  fonction  rationnelle  R(.r.  j'  1  est  le  quotient  de  deux  poly- 
nômes entiers  en  x  et  enj';  en  remplaçant  une  puissance  paire 
de  )■,  telle  quey^ï,  par  [P(x)]',  el  une  puissance  impaire,  telle 
que  j'-î+',  par  j'[P(a:)]',  on  voil  c|u"on  peut  supposer  les  deux 
termes  de  la  fraction  du  premier  degré  en  r, 

A,  B,  C,  D  étant  des  polvnomes  entiers  en  x.   En  multipliant  les 
G.,  I.  17 
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deux  termes  par  C  —  Dy  el  remplar;inl  de  nouveau  >-  par  P(.c) 
on  peut  encore  écrire 


R(^.  j>)  = 


F-G)- 


et  lintégrale  considérée  se   partage   en  deux  autres,  dont    l'une 

F  (/r 

— TT—  est  rintégiale  d'une  fonction  rationnelle  et  dont  la  seconde 


/ 

/  -jr^cix,  qui  peut  s  écrire 


M  </,/ 


M  et  N  étant  deux  polynômes  entiers  en  x.  doit  seule  nous 
occuper.  La  traction  ralionnelle  ^r-  peut  elre  ilecoinposee  en  une 
partie  entière  E(,r  )  et  en  une  somme  de  termes  fractionnaires 


M       „,  A, 


A,, 


chaque  polynôme  X,-  étant  premier  avec  sa  dérivée.  On  n"a  donc 
à  considérer  que  deux  sortes  d'intéi;rales 

"'~J  s'VTT)'  "'^J  \"yV7T)' 

Les  intégrales  \  „i  s  expriment  toutes  au  moyen  des  p  —  \  pre- 
mièresYg,  Y,,   ....  Y/,_2,  el  de  quantités  algébriques,  si  P{x) 
est  de  degré  p. 
Soit,  en  effet, 


On 


P(3-)  =  CTox/'-t-  air''-i- 


;[a;"'  /P(a-)]  =  mx'"-^  \/\'(  x  ) 


X'"  V'(x) 


2V'P(X) 

2  7«.r"'-'  Pi  ./•)  ^-  X'"  Vix) 
1  v'Pi  X) 

le  numérateur  est  un  polynôme  de  de^ré  m  -h  p  —  i  dont  le  terme 
de  degré  le  plus  élevé  est  (a/n +/>)ooX'"+/'~'.  11  vient,  en  inté- 
grant les  deux  membres  de  l'égalité  précédente, 


2x"'  ^'P{x)  =  {im  -^ p)as,\m^i)-i- 
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les  termes  non  écrits  contenant  les  intégrales  Y  d'indice  infé- 
rieur il  m  -^  p  —  I .  Faisons  successivement  dans  cette  for- 
mule /»^o,  I,  2,...;  nous  pourrons  calculer  de  proche  en 
proche  ^/,_,,  Y^,  ....  au  moyen  d'un  terme  algébrique  et  des 
/)  —  I  intégrales  Y„,  Y,,  ...,  \p_.2. 

Relativement  aux  intégrales  de  la  seconde  forme,  il  y  a  deux  cas 
à  distinguer,  suivant  que  X  est  premier  ou  non  avec  l*(.r). 

i"  Si  X  est  premier  avec  ^{x),  V intégrale  Z„  se  ramène  à 

un  ternie  algébrique,  à  une  somme  d'intégrales  Y^,  et  à  une 

nouvelle  intégrale 

Bd.r 


h 


01/  B  est  un  polynôme  d'un  degré  inférieur  à  celui  de  X. 

l'uiscpie  \  est  premier  avec  sa  dérivée  X'  et  a\ec  P(.r),  X"  est 
premier  avec  le  produit  PX'.  On  peut  donc  trouver  deux  poly- 
nômes), et  'X  tels  que  l'on  ait  identiquement  ÀX"  +  [j.X'l'=  A,  et 
l'intégrale  se  partage  en  deux  autres 


r      kdx       _   r  \dr  rpLy/l'X' 


dx. 


La  jiremière  partie  est  une  somme  d'intégrales  \,;  si  /?  >  i,  on 
|)eut  intégrer  par  parties  la  seconde  inti'grale  en  posant 


./F=  «, 


ce  qui  donne 


La  nouvelle  intégrale  est  de  même  forme  que  la  première,  sauf 
cjue  l'exposant  de  X  est  diminué  d'une  unité.  En  continuant  la 
réduction  autant  de  fois  que  possible,  c'est-à-dire  tant  que  l'expo- 
sant de  X  est  supérieur  à  i,  on  arrivera  à  un  résultat  de  la  (orme 

r      Xd.r      _   rBdx        rC  dx       D  y/P 

j  X"  /piT)  ~J  X  i/p    j    ^/v       ^""'  ' 

1),  C,  D  étant  trois  polynômes,  et  l'on  peut  toujours  supposer  le 
j)remier  B  de  degré  inférieur  à  celui  de  X. 
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2"  Supposons  que  X  et  P  aient  un  diviseur  commun  D,  de 
façon  que  X=:YD,  P  =  SD,  les  polynômes  D,  S,  Y  étant  pre- 
miers entre  eux  deux  à  deux.  On  peut  trouver  deux  polynômes  a, 
a  tels  que  A  =  ),D"+ aY",  et.  par  suite,  ou  peut  écrire 


r  kdx  _  r  idx       rjxdx_ 


La  première  intégrale  est  de  la  forme  de  celles  dont  on  vient  de 
s'occuper;  quant  à  V intégrale 


fi 


V^ 


où  D  est  un  diviseur  de  P,   elle  se  ramène  à  un  terme  algé- 
brique et  aux  intégrales  \  . 

En  effet,  D"  étant  premier  avec  le  produit  D' S,  soient  À,  et  a, 
deux  polynômes  tels  que  l'on  ait  ),,  D"+ ;jl,  D'S  =  ;j.  :  l'intégrale 
considérée  peut  s'écrire 


^     D''v''"P      j     \T'       j    D"v/P'  ^ 


Ecrivons   la    seconde    de  ces    deux   intégrales,   en    remplaçant   P 
par  SD, 


/ 


\x.\  y/s dx^ 


et  Intégrons  par  parties  en  posant 


il  vient 

dx  r  Xi  dx  a,  v*^  l  r-2  \x\  s  -i-  [Il  S' 


r  fidx  _  r  Xi  dx g,  y/s     •  I       r-i'A^ 

j    D«v/P~j      V^    ~  /     _i\o'"-5"^^"-'J        D" 


/p 


dx. 


C'est  encore  une  formule  de  réduction;  mais  ici,  à  cause  de  l'ex- 
posant fractionnaire  n  — -;  on  peut  pousser  la  réduction  jusqu'au 
terme  où  D  ne  figure  plus  qu'à  la  première  puissance  au  dénoml- 
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nateur  el  l'on  arrive  à  un  résultai  «le  la  forme 
r  <x  cl.r     _  K  y/F         ;•  Il  d.T 

II  el  K  fMaiil  deux  polvnomes. 

T-        ,..••■  ■       -        1      r^'  '^r 

bn  dehnilive,    toute  intégrale  /  — ^  se  ramené   a    une   partie 
"        J   N/P  ' 

algébrique  et  à  une  somme  d'intégrales  de  la  forme 

(/:r  r\,>h- 


J        V^      '       j     Xy/F' 


OÙ  m  est  au  plus  égal  kp  —  2,  où  X  est  premier  avec  sa  dérivée  X 
et  avec  P,  el  où  X,  est  d'un  degré  inférieur  à  celui  de  X.  Cette 
réduction  n  exige  que  des  additions,  multiplications  et  divi- 
sions de  polynômes. 

Si  l'on  connaît  les  racines  de  l'équation  X:=  o,  on  peut  décom- 
poser chacune  des  fractions  rationnelles  ^  en  une  somme  de  frac- 
tions simples  de  la  forme 

A  B.r+C 

.r  —  a        ,(  .r  —  a  )-  -+-  !î- 

A,  B,  C  étani  des  constantes,  de  sorte  qu'on  est  conduit  à  deux 
nouveaux  types  d'inlégrales 

J  (  .r  _  „  )  v/P(.r)  '      J    [.  .r  -  a  /^  -  ^2  J  /Pi.r)  ' 

qu'on  peut  ramener  à  un  seul,  le  premier  des  deux,  en  convenant 
d'admettre  pour  le  paramètre  a  des  valeurs  imaginaires.  Les  inté- 
grales de  cette  forme  sont  appelées  intégrales  de  troisième  espèce. 
On  appelle  intégrales  de  première  espèce  les  intégrales  Y,„,  où  m 

est  inférieur  à  —  —  i  ;  les  intégrales  Y,„,  où  m  est  égal  ou  supé- 
rieur à  —  —  I ,  sont  les  intégrales  de  deuxième  espèce.  Les  inté- 
grales de  première  espèce  possèdent  une  propriété  caractéris- 
tique :  elles  conservent  une  valeur  finie  lorsque  la  limite  supé- 
rieure de  rintégrale  croît  indéfiniment  ou  devient  égale  à  une 
racine  de  P(x)  (n"'  91,  92,  93).  Mais  la  distinction  actuelle  entre 
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les  intégrales  de  deuxième  et  de  troisième  espèce  ne  doit  être 
acceptée  qu  à  lilre  provisoire.  La  véritable  distinction  sera  faite 
plus  tard. 

Remarque.  —  Nous  n'avons  rien  supposé  jusqu'ici  sur  le 
degré />  du  polynôme  P(x).  Si  ce  polynôme  est  de  degré  impair, 
on  peut  toujours  augmenter  le  degré  d'une  unité.  Soit  en  etTet 
P(:r)  un  polynôme  de  degré  iq  —  i 

V{x  )  =  A„3-27-'  H-  A, a-'^ï-^ -+-...-+-  Aj,-,  ; 
posons  X  =  a  -] — ;,  a  n'étant  pas  racine  de  P[x).  11  ^  ient 

'•   '       ^  '  V  (2?  —  !)'  y^         y' 

P)  (y)  désignant  un  polynôme  de  degré  iq.  On  a  par  suite 


v/PÛÔ  =  ^ 


,^iv7) 


et  toute  intégrale  qui    contient    rationnellement  .r  et  yPix)   se 
change    en    une    intégrale    d'une    fonction    rationnelle    de    r    et 


dev'PfU.). 

Inversement,  si  l'on  a  sous  le  radical  un  polynôme  P(.Z')  de 
degré  pair  -xq,  on  peut  abaisser  d'une  unité  le  degré  de  ce  poly- 
nôme, pourvu  qu'on  en  connaisse  une  racine.  Soit  en  eflét  a 
une  racine  de  l'équation  P( x)  =:  o  ;  en  posant  x  =^  a  -\ -,  il  vient 

y  (2?j!    y'-'i        y-'i 

P,  {y)  étant  de  degré  icj  —  i ,  et  l'on  a  par  suite 


V'P(^'  =  ^77 

La   nouvelle    intégrale    ne    contiendra   d'autre    irrationnalité    que 
y/P,  (y)  sous  le  signe  d'intégration. 

106.  Cas  d'intégration  algébrique.  —  On  peut  obtenir  par  un  calcul 

plus  direct  la  formule  finale  qui  exprime  toute  intégrale    /  vr  ^^i  sans 

J    ^  ^/? 
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passer  par  ious  les  intermétliaires  qui  ont  été  employés.  Soient  \'  le.  plus 
grand  commun  diviseur  du  polynôme  N  et  de  sa  dérivée,  W  le  plus  grand 
roinnuin  diviseur  des  deux  polynômes  N  et  P,  et  enfin  U  le  quotient  de  N 
par  le  produit  ^'^^'.  D'après   ce  qui  a   été   dénmnlré  au   numéro  préci'denl, 

l'intégrale  considérée  est  égale  à  une  partie  algébrique  de  la  forme    ^^        i 

'— 

_.      L'v/P 
Q  et  S  étant  deux  polynômes.  Comme  toute  expression  F(x)\/P,  on  P(t) 
est  un  polynôme,  est  une  somme  d'intégrales  y,,  on  peut  écrire 

le  degré  de  Q  étant  inférieur  au  degré  de  VW,  et  le  degré  de  S  inférieur 
au  degré  de  U.  Les  trois  polynômes  U,  \,  W  s'obtiennent  par  des  opéra- 
lions  rationnelles;  il  en  est  de  même  des  trois  polynômes  Q,  S,  T.  En 
effet,  en  égalant  les  dérivées  des  deux  membres  de  la  formule  précédente 
et  multi|diant  par  N  y  P.  il  vient 

M  =  T\  -T-  (V  p  L  -4-  ;^  P'Q  U  —  QP  ^,^!^ QP  1_L  -+-  SVW. 

et  l'on  a  une  limite  supérieure  du  degré  de  T  en  observant  que  le  degré 
de  TN  est  au  plus  égal  au  plus  liant  degré  de  tous  les  autres  termes,  .\yant 
ainsi  obtenu  une  limite  supérieure  du  degré  des  polynômes  Q,  S,  T,  on 
déterminera  leurs  coefficients  par  un  calcul  d'identification.  On  est  assuré 
à  l'avance  que  les  équations  trouvées  sont  compatibles,  puisque  cette  dé- 

composition    est    possible.    1^  intégrale  l    — ;=- peut  a  son   tour  se  decom- 

J     Vi' 
poser  en  une  partie  algébrique  et  une  combinaison  linéaire  des  />  —  i  inté- 
grales Y(i,  ...,  \  p-o.  On  peut  donc  toujours,  par  des  opérations  rationnelles, 
mettre  l'intégrale  proposée  sous  la  forme 

r     M      ,         „          /n        fTid^;        r  S  d.r 
(  =dx  =  R^J!:)i/l'  ^  I       '_     -r-  /  =, 

J    NVI^  J      v'P         J    L/P 

le  degré  de  Tj  étant  au  plus  égal  à  p  —  ■>.,  et  celui  de  S  étant  inférieur  au 
degré  de  U,  R(x)  désignant  une  fonction  rationnelle. 

Pour  que  l'intégrale  soit  une  fonction  algébrique,  il  faut  et  il  suffit  que 

les  deux  polynômes  Ti  et  S  soient  nuls.  Toute  intégrale   /    R(.c.  \/ 1' )  cLv  se 

décomposant  en  une  intégrale  de  fonction  rationnelle  et  une  intégrale  de 
la  forme  précédente,  on  peut  donc  toujours,  par  des  opérations  ration- 
nelles, reconnaître  si  cette  intégrale  est  une  fonction  algébrique  et  dans  ce 
cas  l'obtenir  explicitement. 
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107.  Intégrales  elliptiques.  —  Lorsque  le  poljnome  P(^)  est 
(lu  second  degré,  la  métliode  de  réduction  générale  qui  vient  d'être 
exposée  permet  de  ramener  l'intégration  d'une  fonction  ration- 
nelle de  X  et  de  \/P{x)  au  calcul  des  intégrales 


r      r/.r  r  dx 

J    \/\'tJ' }        J   (  .r  —  «  )  \/Vnr 


qu'on  a  appris  à  calculer  directement  en  Algèbre. 

Le  cas  le  plus  simple  après  celui-là  est  celui  des  intégrales  ellip- 
tiques, où  P(^)  est  du  troisième  ou  du  quatrième  degré;  les  deux 
cas  se  ramènent  d'ailleurs  lun  à  Tautre,  comme  nous  venons  de 
le  voir.  Soit  donc  P{x)  un  polvnome  du  quatrième  degré,  n'ayant 
que  des  facteurs  linéaires  simples,  et  à  coefficients  réels;  nous 
allons  d'abord  montrer  qu'on  peut  toujours,  par  une  substitution 
linéaire  réelle,  le  ramener  à  un  polynôme  n'ayant  que  des  termes 
de  degré  pair. 

Soient  a,  b,  c,  d  les  quatre  racines  de  P(x)  =  o.  11  existe  une 
relation  d  in\oliitlon 
(-)  La-'.r"^- Ml  r'-r- .r")  —  N  =  o, 

(jui  est  vérifiée   par  x' :=  a,  j "  =  6  et  par  x' ^  c.   x'^^d.   On  a, 
pour  déterminer  les  coefficients  L,  AL  N,  les  deux  relations 

\,ab  -H  .AI  {  rt  -f-  b  j  —  "S  =0, 
L crf  -t-  M  (  c  ^-  rf  I  —  N  =  o. 

et  l'on  voit  qu'on  peut  prendre 

\^—  a  —  b  —  c  ~d,         M=crf  — «6,         "S  =  ab{c -^  d)  —  cd(a -\-b). 

Appelons  a  et  ^   les   points  doubles  de   l'involiition    précédente, 
c'est-à-dire  les  racines  de  l'équation 

Li(--(-  2 M  «  -H  N  =  o; 
la  conditioTi  de  réalité  de  ces  racines 

{cd —  ab)-~  ya  —  b  —  c  —  d )  [o6i  c  —  rf )  —  cdtn  -t-  b  j\  >  o 
peut  s'écrire,  comme  le  prouve  un  calcul  facile. 

(8)  {a  —  c){a  —  d}(b  —  c){b—d)->o. 
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On  peut  toujours  s'arranger  de  façon  que  cette  condition  soil  véri- 
fiée. Si  les  quatie  racines  a,  b,  c,  d  sont  réelles,  il  suffira  de  prendre 
pour  a  et  h  les  deux  plus  grandes;  les  quatre  facteurs  de  (8)  sont 
alors  positifs.  Si  l'équation  P(r)  =  o  a  deux  racines  réelles  seule- 
ment, on  prendra  pour  a  el  b  ces  deux  racines  réelles  et  pour  c 
et  rf  les  deux  racines  imaginaires  conjuguées;  les  facteurs  a  —  c 
et  a  —  d  sont  alors  des  imaginaires  conjuguées,  ainsi  que  b  —  c 
et  b  —  /7.  Enfin,  si  les  quatre  racines  sont  imaginaires,  on  prendra 
pour  (/  et  /;  deux  racines  conjuguées,  et  pour  c  et  d  les  deux  autres 
racines  conjuguées.  Les  quatre  facteurs  de  (8)  sont  encore  conju- 
gués deux  à  deux.  D'ailleurs  les  valeurs  correspondantes  de  L,  IM,  N 
sont  réelles. 

(îela  posé,  observons  que  la  relation  (7)  jieut  s'écrire 


posons ^  =J>':  ou  .r  =  ^— ,  il  vient 


Pi  (y)  étant  un  nouveau  polvnoiiie  du  cpiatrième  degré  à   coeffi- 
cients réels  dont  les  racines  sont 


D'après  la  formule  (y),  ces  quatre  racines  vérifient  par  couples  la 
relation  i'' -!-»''=  o;  le  polynôme  Pi  (y)  n'a  donc  que  des  termes 
de  degré  pair. 

Si  les  quatre  racines  a,  b,  c.  f/ vérifient  la  relation  ^/  -|-  6  =  c  +  c/, 
on  a  L  =  o,  el  l'un  des  points  doubles  de  linvolution  s'en  va  à 
l'infini.  En  posant  a  =  —  —^  >  l'équalion  (~)  peut  s'écrire 


et  il  suffira  de  poser  x  =  a-{-y,  pour  obtenir  un  polynôme  n'ajant 
(jue  des  termes  de  degré  pair. 

Nous  pouvons  donc   supposer  P(x)  ramené  à  la  forme  cano- 
nique 

P(3^  )  =  Aoa;»-i- Ai^"- +  A2; 
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toute  intégrale  elliptique  se  ramène  alors,  abstraction  faite  diin 
terme  algébrique  et  de  liiitégrale  d'une  fonction  rationnelle,  aux 
intégrales 

/dv  r  X  d.r  r  X-  dx 

v/A„^*+A,a?2+A2'     J  v/AoJ-*-i-Ai^'--i-A2'     j   v/A„x'-^  A,,r2-i- A.' 

et  à  des  intégrales  de  la  foime 

dx 


j 


(u-  —  a)  y/Aox'' -\-  X,x--^  A 2 

L'intéçrale 


"=r 


dx 


v/Ao.r*+  A,.r-T-  A, 


est  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce;  si.  l'on  considère 
inversement  x  comme  fonction  de  u,  on  a  nne  fonction  elliptique. 
La  seconde  intégrale  se  ramène  à  une  intégrale  élémentaire  en 
posant  x-^^  u.  La  troisième  intégrale 


/ 


v/A(,.<-+  Ai2--i+  A, 

est  l'intégrale   de   seconde    espèce  de    Legendre.    Enfin   on  peut 
écrire 

r  dx  _  -r  :r  d.c  Ç dx 

j    (x  —  a)  \/\\x)      J  {x'-—a-'-}^V{x)  j   (.r^— a'^)  /P(.r)' 

l'intégrale 

J    (.j---h //)  v/Ao.r*M- A,.r2+ A, 

est  l'intégrale  de  troisième  espèce  de  Legendre. 

Les  intégrales  elliptiques  ont  été  appelées  ainsi,  parce  quon  les 
a  d'abord  rencontrées  dans  le  problème  de  la  rectification  de  l'el- 
lipse. Soient 

les  coordonnées  d'un  point  d'une  elli|ise;  on  a 

ds"^  =  dx"^  +  ((>'2  =  («2  sin2  rs  -t-  b'-  cos^cp)  t/'i», 
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ce  qu'on  peut  encore  écrire,  en  posant  li- —  />-=  e'-a-, 

ds  =  Il  V' I  —  e-  cos-'^  d-i, 
et   rinlégrale   (pu    re|irésente   un    arc   d  elli|)se  devient,  en   |io-ant 


J       \  i  -f-  J    vA.i  —  I-  H.i  —  e- 1^ 


-dt; 

) 


un  arc  dellipse  s'exprime,  comme  Ion  voit,  par  la  somme  dune 
intégrale  de  première  espèce  et  d'une  intégrale  de  seconde  espèce. 
Prenons  encore  la  lemniscate  représentée  par  les  équations 


■a-)  tir-— a-) 


on  trouxe,  en  faisant  le  calcul,  fpi'on  a 

ds-  =  dx-  -i-  dv-  =  —. r  dt'-. 


1/arc  de  la  lemniscate  sexprime  donc  par  une  intégrale  elliptique 
de  première  espèce  ('  ). 

108.  Intégrales   pseudo-elliptiques.  —    Il    arrive   quelquefois   qu'une 

intégrale    /    V  [x,  ^^V  {  x  )^dx.  où  P(.r)  est   un   polynôme  du   troisième  ou 

du  quatrième  degré,  peut  s'exprimer  au  moyen  d'une  fonction  algébrique  et 
d'une  somme  de  logarithmes  de  fonctions  algébriques,  en  nombre  fini:  de 
pareilles  intégrales  sonl  dites  pseudo-elliptiques.  Voici  un  cas  assez  étendu 
où  il  en  est  ainsi.  Soit 

(10)  hx' x" ^  M(.r'-t-  .r")  -;-  N  =  o 

une  relation  d'involution  faisant  correspondre  deux  à  deux  les  quatre 
racines  de  l'équation  du  quatrième  degré  V(x)  =  o;  si  la  fonction 
rationnelle  f( x)  est  telle  qu'on  ait  identiquement 

/f(x) dx 
- — ^^^=-  e.'î^  pseudo-elliptique . 
y/ PO) 

(')  Cette  propriété  appartient   à   toute  une   classe  de  courbes  découvertes    par 
Serret  (Cours  de  Calcul  différentiel  et  intégral.,  t.  II,  p.  264). 
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Soient   a,  (3  les  points    doubles    de    l'involution;    la  relation  (lo)   peut 
s'écrire,  comme  on  l'a  déjà  remarqué, 

('^)  ~ ?7H ; ^  =  o. 


Cela  étant,  faisons  dans  l'intéirrale  la  substitution  '- 7  =  v  :  il  vient 

X  û 

et  par  suite 

dx       _  {a  —  <^)dy 

Pi(^)  étant  un  polynôme  du  quatrième  degré  qui  ne  renferme  que  les 
puissances  paires  de  y  (n"  107).  Quant  à  la  fraction  rationnelle  /(a-),  elle 
se  change  en  une  fraction  rationnelle  <f  (y),  telle  qu'on  ait  identique- 
ment a  {y)  -+-  <D{~y)-=  o;  car,  si  deux  valeurs  de  x  sont  liées  parla  rela- 
tion (12),  les  valeurs  correspondantes  y',  y"  de  y  vérifient  la  relation 
JK'-+-y=o.  On  voit  donc  que  la  fonction  <f(y)  est  de  la  forme  y^(y^), 
<]/  étant  une  fonction  rationnelle  de  y-;  l'intégiale  proposée  devient  par 
conséquent 

y^(y"-  )  dy 


/: 


et  il  suffit  de  poser ^2=  5  pour  être  ramené  à  une  intégrale  élémentaire. 
La  proposition  est  donc  établie,  et  l'on  a  de  plus  le  moyen  d'effectuer  la 
réduction. 

Le  théorème  est  encore  vrai  si  le  polynôme  P(.r)  est  du  troisième  degré, 
pourvu  qu'on  regarde  une  des  racines  de  ce  polynôme  comme  infinie.  La 
démonstration  est  tout  à  fait  semblable  à  la  précédente. 

Par  exemple,  si  l'équation  P(.rj  =  o  est  une  équation  réciproque,  une  des 
relations  d'involution  qui  permutent  les  racines  deux  à  deux  est  x' x"  =  i. 
Par  suite,  si  une  fonction  rationnelle  f{x)  est  telle  qu'on  ait  identique- 
ment/(a-) -^/ (- )  =  0.  l'intégrale    t  11^''^  ''  est  pseudo  elliptique,  et 

il  suffit  de  poser  successivement =  y,  puis  j'^  ^^  ^   pour  être  ramené 

à  une  intégrale  élémentaire. 
Supposons  encore  que  P(.r)  soit  un  iiolynome  du  troisième  degré 

p(x)=x(x-i)(x-±y, 

nous  poserons  a  =  x,  b  z=  o,  c  =  1,  d=  —•  11  existe  trois  relations  d'invo- 
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lution  permutant  ces  racine?  deux  à  deux, 

1  ,1  —  /v-',r'  ,  1  —  t" 

?i  donc  une  fonction  ralionnelle/(.r)  satisfait  à  l'une  des  relations 
l'intégrale 


f? 


xn  —  :r  "  i 


—  A-^f) 


est  pseudo-elliptique.  De   celles-là   on   peut   en   déduire  de  nouvelles.  l'ar 
exemple,  en  posant  x  =  z-,  l'intégrale  précédente  devient 


/' 


■if(^'-}dz 


^^)(i-/2--^) 


et  l'on  en  conclut  que  celte  nouvelle  inlégiale  est  aussi  p5eudo-cllipti(|ue, 
^\f(z-)  satisfait  à  l'une  des  relations 

le  premier  cas  avait  déjà  été  remarqué  par  Euler  ('X 

109.  Intégration  de  quelques  fonctions  transcendantes.  —  Con- 
sidérons un  produit  d'un  nombre  quelconque  de  facteurs  de  la 
forme  cos(rt.r+  b),  a  et  b  étant  des  constantes,  et  un  même  fac- 
teur pouvant  figurer  plusieurs  fois  dans  le  produit.  La  formule 

cosCh  — r)        cosOj  —  v) 
cos  u  cosf  = ' 

2  2 

remplace  un  produit  de  deux  facteurs  de  celte  espèce  par  une 
somme  de  deux  cosinus  de  fonctions  linéaires  de  x,  et  un  produit 
de  n  facteurs  par  la  somme  de  deux  produits  de  (n  —  i)  facteurs. 
En  appliquant  la  même  formule  autant  de  fois  qu'il  est  nécessaire, 
on  arrivera  à  remplacer  le  produit  considéré  par  une  somme  telle 

(')   Voir  le  Cours  lithographie  de  M.  Hermite  (4'  étiit.,  p.  25-2S). 
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que  SH  cos(Aa:  +  B),  donl  chaque   terme    s'intègre  Immédiate- 
ment; si  A  n'est  pas  nul,  on  a 


/  cos  (  A  .r  +  IJ  )  dr  = 


sin(  A.r  -f-  B  ) 


et,  dans  le  cas  particulier  où  A  =  o,    /  cos  Bdx  =  x  cosB  +  G. 
Celte  transformation  s'applicpie  en  particulier  aux  produits 

cos'":r  sin''.r, 
qu'on  peut  écrire 

cos'"  3"  cos"  (  —  —  x\  . 

lorsque  m  et  n  sont  deux  nombres  entiers  positifs;  en  appliquant 
le  procédé  précédent,  on  remplace  ce  produit  par  une  somme  de 
sinus  et  de  cosinusde  multiples  de  l'arc,  et  l'intégration  est  immé- 
diate. 

Considérons  encore  les  iiiléerales 


/  e"-' f{i\nx,  C0S3-)  dx, 


où  /"est  une  fonction  cntli're  de  sinx  et  de  cosx.  Un  terme  quel- 
conque de  celte  intégrale  est  de  la  forme 


/ 


e"'-  i\n"'x  cos"  j"  d.r. 


m  el  n  étant  des  nombres  entiers  et  positifs.  D'après  ce  ([u'on  vient 
de  dire,  le  produit  sin'"a;cos";r  peut  être  remplacé  par  une  somme 
de  sinus  ou  de  cosinus  de  multiples  de  x,  et  l'on  n'a  en  définitive 
que  deux  tjpes  d'intégrales  à  étudier, 

Je.^co.b.rdr,  J  .'^  s.nL.  d.. 

En  intégrant  par  parties  chacune  de  ces  intégrales,  il  vient 

r                                e"""  sinè.r        "    C    ,  ,■    ,      j 
I   e"-^  cofbx  dx  = ""  ~  7"    /  ^       ^n^bxdcc, 


'  cosfca'  dx, 
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et  Ion  lire  de  ces  relations 

i  a  i-ijs  lt.r  —  b  sin  bx  i 


e"^  coibx  dx  = 
e"^  iinbx  dx  = 


«■^  -  b'- 
e"'(fi  ^inbx  —  b  rnsbx) 


Panui  les  iniégrdles  qii"on  peut  ramener  aux  précédentes,  citons 
encore  les  types  suivants  : 

f/{  \ogx)x"'  dx,  I  /(  arc  sin.r)  dx, 

f/(x)  arc  iinxdx,        1  f{x)  arc  langa^  dx. 

OÙ  /'  désigne  une  fonction  entière.  Dans  les  deux  premières,  on 
prendra  pour  nouvelle  variable  logx  ou  arcsln^r;  dans  les  deux 
dernières,  on  appliquera  d'abord  une  intégration  par  parlics  en 
considérant /(x)  dx  comme  la  différentielle  d'un  polynôme  F(x), 
ce  qui  conduira  à  des  types  déjà  étudiés. 

II    -  CALCUL  APPUOCHÉ  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 

110.  Généralités.  —  Quand  on  ne  connaît  pas  de  fonction  pri- 
mitive defix),  on  a  recours  à  des  méthodes  d'approximation 
pour  trouver  la  valeur  approchée  de  l'intégrale  définiej  f{x)dx. 
Le  théorème  de  la  moyenne  fournit  deux  limites  entre  lesquelles 
est  comprise  cette  intégrale,  et  l'on  peut,  par  un  procédé  analogue, 
en  trouver  une  infinité  d'autres.  Supposons  que,  x  variant  de  a 
à  h  {a  <  h),  on  ait  constamment  a  {x)  <f{x)  <  à  (x)  ;  il  e.st  évi- 
dent qu'on  aura  aussi 

f    o(x)dx<f    f(x)dx<J    'lix}dx; 

si  l'on  a  choisi,  pour  les  fonctions  o{x)  et  'l  (x)  les  dérivées  de 
deux  fonctions  connues,  on  obtiendra  de  celte  façon  deux  limites 
entre  lesquelles  sera  comprise  la  valeur  de  Tintégrale  considérée. 
Prenons,  par  exemple,  l'intégrale 
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on  peut  écrire  ^i  —  a:''=  \J i  —  x-  1^ i  -i-  x^ ,  et ,  x  variant  de  o  à  i, 
\/i  -^r  X-  reste  compris  enlre  i  et  y/2.  L'intégrale  chetciiée  est  donc 
comprise  entre  les  deux  intégrales 


I     r'     dx  r'     dx 

s/'iJa      V^' — ■''"  J„      /'    -  -!^- 


c'est-à-dire    entre  — ^  et  -•   On  |>eiit  trouver  deux   liiulles   plus 
2  V^2         '■* 

-!                                                  .r» 
rapprochées  en  observant  fjue  (i  +  a;-)    -  est  plus  grand  que  i > 

1 

comme  le  montre  le  développement  de  (i  +  11)     ^  |)ar  la  formule 

de  Taylor,  limitée  aux  deux  premiers  termes.  L'intégrale  1  est  donc 

supérieure  à 

r^      dr  I     /  ■  '    x'-  dx 

J„     /i  — .ï-         '•,',     \/i  —  X-'' 

la  dernière  inlégrale  a  pour  \aleur-^',  et,  pai-  suite.  I  est  compris 

Sir         Tt 

entre  — -  et  -• 

II  est  clair  qu'on  n'obtient  de  cette  façon  que  îles  indications 
sur  la  valeur  exacte  de  l'intégrale.  Pour  avoir  des  valeurs  plus 
approchées,  on  partagera  l'intervalle  (a,  b)  en  intervalles  plus 
petits  à  chacun  desquels  on  appliquera  la  formule  de  la  moyenne. 
Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  f{x)  aille  constamment  en 
croissant  depuis  a  jusqu'à  b.  Divisons  l'intervalle  («,  b)  en  a  par- 
ties égales  {b  —  a  =  nh);  d'après  la  définition  même  de  l'inté- 
grale,   /     f{x)  dx  est  comprise  entre  les  deux  sommes 

i  =  /(  j  /( a  )  -f-/(  «  -t-  /( )  -t- . .  ■  -h/[  «  -I-  (  «  —  I  )  /2  ]  I , 
S  =  /t[/(a-hh)-hf{a-+-2.hj-i-...-h/{a~hrih)]. 

En  prenant  pour  valeur  de  l'intégrale >  l'erreur  commise   est 

certainement   inférieure   à   S- — s^ [/{^) — 7  ('')]•  1-'*  ^^" 

1         S  -t-  i         .     1  '     • 

leur peut  s  écrire 

■j.      ^ 

l  /(a)-^-f(a  ^  h)        f(a^  h)  +f(a  -h-i/i) 

{  ■•*  ■-'•  "^"" 

/l  o  -4-  (  /i  —  I  )  /i.  J  -1-  /(  a  —  ii/i)}  _ 


II.    —    CAI.CIL    APPROCHK    DIÎS    INTEGRALES    DEFIMES.  ^<7i 

si  l'on  ol)ser\e  que  -  )/(«  + /// ) +/[a -i- (j -r- i)/i]|  représcnle 
Taire  du  lr;ipèze  qui  aurail  pour  hauteur /«  et  pour  basesy(rt -r  i/i) 
el  fia  -+-  ili  -i-  A\  on  voil  que  la  méthode  revient  à  reinphii-er 
Taire  de  hi  courbe  y  =:_/"(  .r),  comprise  entre  deux  ordonnéps  voi- 
sines, par  Taire  du  trapèze  rectiligne  ayant  pour  bases  ces  deux 
ordonnées.  La  méthode  est  pratique,  quand  on  n'a  pas  lic.^oin 
d'une  grande  approximation. 

l^enons,  par  exemple,  I  inti-grale  /  — ~ — -;  si  I  on  prend  /(  =  4, 
on  a  pour  valeur  approchée  de  l'intégrale 

-('i— — —  -^  —  —  -\  =  o  -82- 

et  Terreur  commise  est  moindre  que  —  =  0,0623.  On  eu  déduit 

'       ib 

une  valeur  approcliée  de  t:  qui  a  une  décimale  exacte  3,  i3o8. 

Si  la  fonction  f{x)  ne  varie  pas  dans  le  même  sens  lorsque  x  croît 
de  rt  à  ^,  on  partage  cet  intervalle  en  plusieurs  autres  pour  les- 
quels cette  condition  soit  satisfaite. 

111.  Interpolation.  —  \  oi(;i  une  eiutic  méthode  pour  évaluer 
l'intégrale  /  f{x)dx  :  On  fait  passer  une  courbe  parabolique 
d'ordre  /( 

par  ( /« -f- I  )  points  Bj,  B|,  ....  B„  pris  sur  la  courbe  y  =y'(vC), 
entre  les  deux  points  d'abscisses  a  et  b,  et  Ton  prend  pour 
Aaieur  approchée  de  l'intégrale  à  évaluer  la  valeur  de  l'intégrale 

définie  /     ■ç{x)djr,  qu  il  est  facile  de  calculer. 

Soient  (a:o,  r'o),  (x,,  y,),  ....  {x„,  JK„)  les  coordonnées  des 
[ii-hi)  points  Bo,  B,,  ....  B„.  Le  polynôme  'f(a:)  est  donné  par 
la  formule  d'interpolation  de  Lagrange 

?'•'■)  =  /o-N^O-i-  ri  ^1  +  •  •  ■—  >'<X,-— .  •  .-i-  J'„X„, 

OÙ  le  coefficient  X,-  de  i", 


X,= 


(x  — Xo)  .  ..(ar  — a:,-i)(x  — .c,^i  1 .  . .  (  .*•  — x„) 


(Xi  —  Xo)  .  . .  ( Xi  —  .Vi- 1  ) ( x,- —  a-, j 
I. 
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est  un  polynôme  de  degré  n  qui  s'annule  pour  les  valeurs  don- 
nées Xf,,  Xt,  ...,  J7„,  sauf  pour  t  =  j?,,  et  qui  est  égal  à  un  pour 
X  =  Xi.  On  a  donc 


/     a(x)  d:F  =  ^^yi  f      \,  rf.r; 


or^  nous  pouvons  écrire 

;ro=  a -h  Oo(6  —  a),      .l'i  =  a -h  fii(b  —  a),       ...,       3^„=fiH-8„(è  —  a), 

Og,  fj,,  ...,  fJ„  étant  des  noml)res  croissant  avec  l'indice  entre  o 
et  i;  en  faisant  le  changement  de  variable  x:^a-\-{b  —  a)l,  la 
valeur  approciiée  de  l'intégrale  prend  la  forme 

OÙ  l'on  a  posé 

(7  —  Oo) ...(,/  —  0,-,  )  (/  —  0,+,) ...(/  —  e„) 


K,=  /■ 


(  e,  —  6o  ) . . .  (  0,  —  'j,__,  )  (  0,  —  0,-+,  ) . . .  (  (I,.  —  ()„  ) 


dt. 


Si,  quelle  que  soit  la  fonction  f{x),  on  décompose  l'intervalle 
(a,  b")  en  intervalles  plus  petits  dans  un  rapport  constant,  les 
nombres  G„,  6,,  ...,  Ç|,^  et,  par  suite,  les  coefficients  K,-  sont  indé- 
pendants de  y^.T).  Ces  coefficients  étant  calculés  une.  fois  pour 
toutes,  on  n'a  plus  qu'à  remplacer  j'o,  j}-,,  -..,  Th  P'''"  leurs  valeurs 
correspondantes  dans  la  formule  (i.^)). 

IjOrscjue  la  courbe  y  ^^/{x),  dont  on  veut  avoir  l'aire,  est 
donnée  graphiquement,  il  est  commode  de  diviser  l'intervalle 
(rt,  b)  en  parties  égales,  et  l'on  n'a  plus  qu'à  mesurer  sur  celte 
courbe  des  ordonnées  équidistantes.  Si  l'on  divise  en  deux  parties 

égales,  on  doit  prendre  f)o=o,  0,=  -?  62=  i,  ce  qui  donne  pour 
•. aleur  approchée  de  l'intégrale 

On  liouve  de  même,  pour  /;  =  3, 
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Cl,  pour  n  =  \. 

r  ^  —  <^  , 

1  =  — —  (7^'u-l-32^ri-f-l2>'2+  iiyz—-X:). 

La  inélliode  précédente  est  due  à  Côtes.  Celle  de  Simpson  est  un 
peu  difTérente.  Imaginons  l'iiilervalle  («,  è)  divisé  en  2/)  parties 
égales,  et  soient  y^^  y\,  f^-,  •■  -,  y-m  les  ordonnées  correspondant 
aux  points  de  division.  Si  l'on  applique  la  première  formule  de 
Côtes  à  l'aire  comprise  entre  deux  ordonnées  d'indice  pair  consé- 
cutives, telles  quej>'„  ely^,  y^  et-j'^,,  . . .,  on  trouve  pour  valeur  de 
l'aire  totale  à  évaluer 

et,  en  réduisant,  on  est  conduit  à  la  l'ormule  de  Simpson 


112.  Méthode  de  Gauss.  —  Dans  la  méthode  de  Gauss,  on  prend 
d'autres  valeurs  pour  les  quantités  0,.  Voici  comment  on  y  est 
conduit  :  Admettons  qu'on  puisse  trouver  des  polynômes  de 
degrés  croissants,  qui  diffèrent  de  moins  en  moins  de  la  fonction 
à  intégrer /(a?),  dans  l'intervalle  (a,  b).  Admettons,  par  exemple, 
qu'on  ait 

f{x)  =  aoH-  «la:  -^  aoX^-i-.  .  .-^  22„_ia;-""'  -H  Rjn(x), 

le  reste  R2„(a7)  étant  moindre  en  valeur  absolue  qu'un  nombre  fixe 
positifs,,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  6  ('  ); 
nous  ne  connaissons  pas  en  général  les  coefficients  a,-,  mais  ils 
n'interviennent  pas,  comme  on  va  le  voir,  dans  le  calcul.  Soient 
maintenant  Tq,  Xi,  ....  x„_i  des  valeurs  de  x  comprises  entre  a 
et  b,  et  »(.r)  le  polynôme  de  degré  n  —  i,  qui  prend  les  mêmes 
valeurs  que  f{x)  pour  les  valeurs  x„,  J",,  .ro,  ...,  x,,-^.  La  for- 
mule d'interpolation  de  Lagrange  montre  que  ce  polynôme  peut 


(')  C'est  une  propriété  générale  des  fonctions  continues  ilans  l'intervalle  («,  6), 
d'après  un  lliéorctne  de  Weierslrass.  {Voii-  Cliap.  IX.) 
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s'écrire 

2 '1  —  1 

<f{x)=  V  a,„!j)„,(r)+  R2„(a\,)Wo(a^)+...-l-  R;„(  .!•„--,  )V„_,(:r), 

?n  =0 

f„i  el  W/i  élaiil  des  polvnonies  de  degré  //  —  1  au  plus.  Il  est  visible 
que  le  polynôme  o,„{x)  ne  dépend  cpie  des  valeurs  choisies  Xo, 
.ri,  ...,  x„^|.  D'aulre  part,  ce  polynôme  tp„,(a;)  doit  prendre  les 
mêmes  valeurs  que  a;"' pour  a;  =  aTo,  ^=  ^ï"),  .  .  . ,  a- =  :2'„_  ,  ;  car, 
si  l'on  supposait  tous  les  a,-  nuls,  sauf  a,„,  ainsi  rpie  Vi.2„[x),  f  (x) 
se  réduirait  à  a,„^"'  et  <s{x)  à  a,„o,„(j7).  La  diflérence  r'"  —  cs„,  (x) 
doit  donc  èlre  divisible  par  le  produit 

P„(3-)  =  (a^  —  Xo)(x  —  a-,) . . .  {x  —  x,i~i), 

el  l'on  doit  avoir  x'" — fm{x)  =  i^iiQ_m-ii{^),  Q_m-ii{x)  élanl  un 
polynôme  de  degré  m  —  n,   si  /«^«,   et  x'" — cp,„(x)=o,   si   m 

r'' 

est  ^ /?  —  I .  Cela  posé,  l'erreur  commise  en  remplaçant  /  f{x)dx 
par  /     o(.r)  dx  est  égale  à 

(i4)    >"«,«/     [.r"'-!p,„(.r)]«fT-t-   /      R,„(a-)rfr— V'R,,,!./-,)   /     >I-,(.r)</j:. 

ni  =  0  "  "  1  =  0  *"  " 

Les  termes  c|ui  dépendent  des  coefficients  a^,  a,,  ...,  a„_|  sont 
identiquement  nuls,  et  l'on  voit  que  l'erreur  commise  dépend  uni- 
quement des  coefficients  a„,  a„_^, ,  .  .  .,  a.i„_f  el  du  reste  ^■i„{x)- 
Or,  en  général,  ce  reste  Rj,,  est  très  petit  par  rapport  aux  coeffi- 
cients a„,  a„^|,  .  . .,  a^rt-i  ;  on  aura  donc  de  grandes  chances  pour 
augmenter  l'approximation,  si  l'on  peut  disposer  de  x^,  a7|,  ..., 
a;„_,,  de  façon  que  les  termes  qui  dépendent  de  a„,  a„+i,  ..., 
ao,,-,  soient  nuls  aussi.  Pour  qu'il  eu  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit 
que  les  /(  intégrales 

/b  ^b  ^b 

P«Qof/.r,        /     P„Q,rfar,      ...,        /      l'„Q„_,  f/j- 

soient  nulles,  Q,  élanl  un  polynôme  de  degré  i.  Nous  avons   vu 
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]ilii5  liant  l'n"  90'i  qu'on  satisfait  à  ces  conditions  en  pienant 

il  sntlira  donc  de  prendre  pour  x„,  x,,  ....  a^„_.i  les  n  racines  de 

l'crjuation  P„=o,  racines  qui   sont  bien  comprises  entre  a  et  b. 

Lorsqu'on    a  rt  = — i,   b^-i-i,   cas  auquel  on  peut   ramener 

I  ,  ...  b  -1-  a         b  —  rt| 

tous  les  autres   par  la  substitution  x  =:  ■ 1 -t,    les    va- 

■  yt  2 

leurs  .r,|,  j, x„_,  sont  les  racines  du  polynôme  de  Legendre 

X„^o.  On  trouvera,  dans  le  Traité  de  Calcul  intégral  de 
M.  Bertrand  i  p.  -S^i).  les  valeurs  de  ces  racines,  ainsi  (juc  des 
coeflicienls  K.,  de  la  formule  (i3),  jusqu'à  n  =  5,  avec  -  et  8  déci- 
males. 

L'erreur  commise  dans  la  méthode  de  Gauss  est  égale  à 

r   Ri„U)dx  —  \R.,„(xi)f    ^\(x)dx; 

les  fonctions  ^",1 J?)  ne  dé|)endent  pas  de  la  fonction  dont  on 
cherche  l'intégrale.  Pour  avoir  une  limite  de  l'erreur  commise,  il 
suffit  donc  de  connaître  une  limite  de  R2„(:r),  c'est-à-dire  de 
savoir  avec  quelle  approximation  la  fonction /(a;)  peut  être  repré- 
sentée par  un  polvnome  de  degré  2n  —  i  dans  l'intervalle  («,  b), 
sans  qu'il  soit  nécessaire  de  connaître  ce  polynôme. 

113.  Planimètre  d'AmsIer.  —  On  a  imaginé  un  grand  nombre  d'appa- 
reils pour  mesurer,  par  des  niovens  mécaniques,  l'aire  d'une  courbe 
plane  (').  Un  des  plus  ingénieux  est  le  planimètre  d'Amsler,  dont  la 
théorie  oITre  une  application  intéressante  des  intégrales  curvilignes. 

Considérons  une  droite  rigide  mobile  dans  un  plan,  et  les  aires  A>i,  elsj 
des  courbes  décrites  par  deux  points  Ai,  A^  de  cette  droite,  lorsque,  dans 
son  mouvement,  elle  revient  à  sa  position  initiale  au  bout  d'un  certain 
temps.  Soient  {xi,y,),  (x^jy^)  les  coordonnées  des  deux  points  Aj,  .Aj, 
dans  un  système  d'axes  rectangulaires,  l  la  distance  des  deux  points,  et  6 
l'angle  que  fait  avec  Ox  la  direction  Aj  A..  Pour  définir  le  mouvement  de 
la  droite,  il  faut  supposer  que  Xi,  yx  et  9  sont  des  fonctions  périodiques 


('}  On  en   trouvera   la  description  dans  un  Ouvrage  de  .M.  Abdank-Auakano- 
wics  :  Les  inlégrales,  la  courbe  intégrale  et  ses  applications.  Gaulliier-Villars, 
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d'une  certaine  variable  indépendaule  t,  qui  reprennent  les  mêmes  valeurs 
lorsque  t  augmente  de  T.  On  a  a'j  =  a-j -i- /cos6,  _)•;>  =  _/: — /sinO,  et, 
par  suite, 

Xt,  dj-2  —  yi  dx-i  =  ./■  1  cly  1  —  K ,  dx  ,-i^  l'^  d^ 

-+-  /(coill  dyi  —  sin6  dxt-^  x,  cos6  dH  -^y\  sin6  rf9). 

En  désignant  par  «Ici,  Aii  les  aires  des  courbes  décrites  par  les  points  A|, 
A2,  ces  aires  étant  évaluées  avec  la  convention  générale  faite  plus  liant 
(n°  97),  on  a 

A>t=  —  I  Xi  dyi  —  y,  dx, ,         -la^  :=  —  j  x,  dya  —  y^  dx^, 

et,  par  conséquent,  en  intégrant  les  deux  membres  de  l'égalilé  précédente, 

^l..=  elM-^-   /f'^-i-i;  /cose^/ri— sine,/.r,+  -   Ti  .r,  cos6 -t-_y,  sinS)  rf9, 

toutes  les   intégrales   étant   prises  entre  les  limites   t„  et   ^(,-+-T   pour  la 

variable   t.    Il    est  clair  que    /   </0  =  2K7i,  K  étant  un  nombre  entier  qui 

dépend  du  mouveme-it  de  |la  droite.  D'autre  part,  on  a,  en  intégrant  par 
parties, 

/  jCiCOsO  (f6  =  3-,  sinO —    /   s\n<i  dxt, 
/  j'isin0(/6= — ^'jcosfj-:-   /  cos6<//i; 

or  Xi  sin6  elyi  cosO  reprennent  la  même  valeur  lorsque  /  croit  de  t(,  à  /o+T. 
Nous  pouvons  donc  écrire 

clo,  = -A , -I- K  - /^ -^  /   /  coi<i  dy,  —  sinO  dxi; 

soient  s  l'arc  de  la  courbe  décrite  par  Ai,  compté  positivement  dans  un 
sens  déterminé,  à  partir  d'une  origine  arbitraire,  et  a  l'angle  que  l'ait  avec 
O.r  la  direction  positive  de  la  tangente;  on  a  encore 

cosÔ  dyi  —  sin  0  dx,  =  (  sin  a  cos6  —  sinB  cos  x)  ds  =  sin  V  ds, 

V  étant  l'angle  que  fait  avec  la  direction  choisie  sur  la  droite  la  direction 
positive  de  la  tangente,  compté  positivement  comme  en  Trigonométrie.  La 
formule  précédente  peut  encore  s'écrire 

(i5)  X,=  dni-^K-nl'^  /  j   s\ny  ds. 

Soit  A3  un  troisième  point  de  la  droite,  à  une  distance  /'  de  A)  :  on  a  de 
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même,  pour  l'aire  Je  la  courbe  <lécrile  par  A), 

(i6)  a..3= -:lo,+ Kr/'2-i- r  I  ■i\n\  ds. 

Si  entre  ces  deux  lormules  on  .•limiue  l'intéi^rale  inconnue  /  sinVA'.  il 
vient 

r  Xi  —  /  ci,3  =  (/'—/)  -JUi  +•  k  -//'(/  —  /'  ), 

relation  qui  peut  encore  s'écrire 

(17)  .1,1(23)  +  -A,2(3i)  -h  -A.sd'V)  +  K:i(i2)(-.',-5)  (3i;  =  o, 

en  désignant  par  (i/c)  la  dislance  des  deux  points  A,,  A/,,  (i,  /:  =  i ,  >,  3) 
affectée  d'un  signe.  Pour  donner  une  application  de  cette  formule,  consi- 
dérons une  droite  A.A,  de  longueur  (a -4- 6)  dont  les  extrémités  Aj  et  A2 
décrivent  une  même  courbe  fermée  convexe  C;  le  point  A3  qui  divise  A,  A2 
en  deux  segments  de  longueur  a  et  b  décrit  aussi  une  courbe  fermée  C 
intérieure  à  G.  On  a  ici 

A,2=-A.i,         (i->.j  =  «  —  />,         (23)=— 6,         (3i)=— <?,         K  =  i, 

et  il  vient,  eu  divisant  par  a -\- b , 

,1,,—  A..:i=  -(tb; 

or  A»i  — tUs  représente  l'aire  comprise  entre  les  deux  courbes  C,  C.  On 
\oit  que  cette  aire  est  indépendante  de  la  forme  de  la  courbe  C.  Ce  théo- 
rème est  du  à  M.  Holditch. 

Au  lieu  d'éliminer   TsinVrfi  entre  les  formules  (i5i  et  (16),  éliminons  ^A.,; 
il  vient 
(18) 


^3=  A,,  H-  K 7: (/'"-—  /2)  -1-  (  r—  l)  l^\n\  ds; 


le  planimètre  d'Amsler  offre  une  application  de  cette  dernière  formule. 
Soit  A,  As  A3  une  lige  rigide  articulée  en  A.  avec  une  autre  lige  OA2.  Le 
point  O  étant  fixé,  on  fait  décrire  à  l'extréniité  A3,  qui  est  munie  d'une 
pointe,  le  contour  de  l'aire  qu'on  veut  évaluer;  le  point  Aj  décrit  un  arc 
de  cercle,  ou  une  circonférence  entière  suivant  la  nature  du  mouvement. 
Dans  tous  les  cas,  on  connaît  X^,  K,  l,  l\  et  il  suffira  de  connaître  l'inté- 
grale Ain  V  rfi  pour  avoir  l'aire  cherchée  A.z.  Cette  intégrale  est   prise  le 

long  de  la  courbe  C,  décrite  par  l'extrémité  A,.  Cette  extrémité  porte  un 
cylindre  de  révolution  gradué  dont  l'axe  coïncide  avec  l'axe  même  de  la 
tige  Al  A3,  et  qui  peut  tourner  autour  de  cet  axe. 

Considérons  un  déplacement  infiniment  petit  de  la  tige  qui  amène  A,  A^  A3 
dans  la  position  A',  A;  A^.  Soit  Q  le  point  de  rencontre  des  deux  droites 
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Al  As  et  A',  A'j  ;  du  point  Q  comme  cenlie  décrivons  un  arc  de  cercle  A',  a, 
el  du  poinl  A',  abaissons  la  perpendiculaire  A',  P  sur  Aj  A».  Pour  amener  la 
lige  de  la  première  position  à  la  seconde,  on  peut  imaginer  qu'elle  glisse 
d'abord  sur  elle-même  de  façon  que  Aj  vienne  en  a.  Dans  ce  mouvement, 
le  cylindre  glisse  le  long  de  la  génératrice  de  contact,  et  la  rotation  est  nulle. 


Si  l'on  fait  ensuite  tourner  la  li'j,e  autour  de  Q,  de  façon  que  a  vienne  en  A', , 
la  rotation  du  cvliiulre  est  mesurée  par  l'aie  a  A', .  Or  les  deu\  rapports  .  ,  ,' , 

A    P 

1 — rr    tendent    respectivement    vers      i    et    sinV   lorsque    A',  Ai    tend 

arc  Al  A,  '  ^ 

vers  zéro.  On  peut  donc  écrire  a  A',  =  Ai(  sin  V -i- £),  e  étant  infiniment 
petit  avec  A.f.  La  rotation  totale  du  cylindre  est,  par  suite,  propor- 
tionnelle à  la  limite  de  la  somme  S  A5(sin  \  -!- î),  c'est-à-dire  à  l'inté- 
grale /  sinVrfi-.  Il  suffit  donc  de  mesurer  celte  rotation  pour  en  déduire 
l'aire  cherchée. 


114.  Intégration  des  séries.  —  Lorsque  la  f'onclion  à  inlé- 
grer  f(x)  peut  élre  dévelo|ipée  en  une  série,  dont  les  termes  sont 
continus,   on   en    déduira    un    développement  en  série   de   l'inté- 

grale   /    f[x)dx,   pourvu  que  la  série  qui  leprésenle  f{x)   soit 

uniformément  convergente  dans  l'intervalle  (o.,  b).  Nous  allons 
démontrer,  en  effet,  que  toute  série  uniformément  convergente 
à  termes  continus  peut  être  intégrée  terme  à  terme. 
Soit 


(•9) 


/(.r)  =  Ht.(x)-^  "li-'r)- 


ii„(x)  -i-  u„+t{x)  ~. 


une  série  uniformément  convergente  dans  un  intervalle  (rt,  b),  les 
termes  de  celle  série  étant  des  fonctions  continues  dans  cet  inter- 
valle. A  un  nombre  positif  s  donné  à  l'avance,  faisons  correspondre 
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un  nombre  entier  .\  tel  que  l'on  ail 

|R„(.r)|  =  |H„  +  ,(.r)-^...  I  .-E, 
pourvu  que  «iJlX.  La  relation  ii()i  |>eul  s'écrire 

f{x)  —  Uo(  -f  )  —  iiii-^  )  —..  --i-  ti„(.r)  -^  Hjji.r), 
et  l'on  en  déduit 

(->o)  /    /(x)dx=  Vo-^Vt-i-...-h[Jn-+-  f    h„{x)dx, 

r'' 

en  posant  pour  abréger  U,  =    /     //,  ix)  dx.  La  relation  (  20  i  prouve 
(jue  la  différence  entre  l'intégrale    /    f{x)  dx  et  la  somme  des  n  ->-  1 

premiers  termes  de  la  série   7  V i  est  |)liis  petite  en  valeur  absolue 

(  =  1 
que    e[6 — a\.   dés   (pie   Ion  a  nZ'S;  re   qui  revient  à  dire  que 

cette   série  est,  convergente  et  a  pour  somme    /     f(x)dx.   On   a 

donc  l'égalité 

I  >A^      I     f(.r)dx—    j      iiaiTidx-^  j      H,(.7-|  (/.r -r  ...^-    /      ii„{x)dx-i-  ■ . .. 

(pi  on  énonce  d Une  ta(:on  aijrégi'e  en  disant  (jue  la  série  (ii))  peut 
être  intégrée  ternie  à  ternie. 

On  peut  encore  énoncer  ce  résnilal  comme  il  suit  (voir  n"'  30,  31,  98). 
Lorsqu'une    fonction  continue  fn(x)  tend  unitorménient  vers   une  limite 

fix),  on  a    /     f(x>dx=  lim      /     f„(x)dx.  ou  encore 

22)  f     r  lim  /„i./)T(/.r  =  lim        i    f„i_x)dx\, 

(le  sorte  ([u'on  peut  intervertir  le  sij;ne  d'intégralion  et  le  >\gne  /imite  (^  ). 


{')  D'une  façon  plus  générale,  si  des  fonctions  inlégrables /^(.r)  bornées  dans 
leur  ensemble,  c'est-à-dire  quels  que  soient  x  et  n.  ont  une  limite  /(x),  l'intégrale 
de/„(,c)  a  pour  limite  l'intégrale  île  /(x)  (Lebesgui:,  Leçons  sur  l'intégration, etc.. 
p.  ii4).  Le  cas  particulier  de  ce  lliéoréme,  oi'i  /  et/,,  sont  oonlinues,  avait  déjà 
été  démontré  par  RL  Osgood  (American  Journal,  1897). 
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Lorsque    la    fonction    /„>•'')     ne    tend    pas    nniformémenl   vers   f{x), 
l'égalité  (22)  n'est  pas  toujours  vérifiée.  Prenons,  par  exemple, 

.fn(  ^)  =  n^  e-"-'',         a  =  o,         b  =  \. 

On  a  ici_/"(a")  =  lim  [«a-e""'']  =  o  ;  le  premier  membre  de  la  formule  (2?.) 

est  nul,  tandis  que  le  second  a  poui'  valeur 


/      ii.v  e^"-^"' d.r  i   =    lim  ( |    = 

'u  /  ;,  =  «  \  2       /  „ 


=  iiin 


De  même,  une  série  peut  être  diUtrentiée  ternie  à  terme  pourvu 
que  la  série  des  dérivées  soit  uniformément  conKergenle. 

Soit 

/(x)  =  MoC^)  H-  «i(^)  -i-. .  .-t-  "n(ar)  H-. . . 

une  série  convergeiîle  dans  l'intervalle  {a,b);  supposons  que  la 
série  formée  par  les  dérivées  est  iiniforniémeni  convergente  dans 
le  même  intervalle,  et  désignons  par  o{x)  la  somme  de  cette 
nouvelle  série 

du„        dUi  du,, 

'  rt.r         (M-  dx 

En  intégrant  terme  à  terme  entre  deux  limites  Xq  et  ,r,  comprises 
entre  a  et  6,  il  vient 


/■■ 


a{.i-)dT  =  [Hg(.^•)  —  ii„{xo)]  -+■  [(/i(.i-)—  "il-To  >J  +  ■ . 
c'est-à-dire 


/' 


0(37  )  dx  =  f(x)  — f(xo), 

relation  qui  nioulre  que  ^(.x^)  est  la  dérivée  defix). 

Cette    démonstration    suppose    que    les    dérivées  -7-^  sont   des 

fonctions  continues,  livpollièse  qui  est  inutile  dans  la  première 
démonstration  {')  (11°  32). 

('  )  I^e  Uiéorèine  du  w  lUU,  relatif  à  l,i  dilTérentiation  sous  le  signe  /  ,  peut  de 
même  se  déduire  de  la  formule  (31)  du  même  paragraphe.  Supposons  que  les 
deux  fonctions  /(x,  a)  et  fl,{x,  o)   sont   continues  pour  xLa,  aj^aSa,,  que 
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Exemples.  —    i"  L  inlégiiile    /   — (ii- ne  peut  s  expiimer  par  une  com- 
binaison en   nombre   fini    de   fonctions   élémenlaiies  ;  écrivons-la   comnne 

il  suit  : 


f  SI  ^,.  -^    f'-^^   f  î^— ^  d.r  =  lo,  ,r  -  fî^^l 
J     X  J      -^        J         X  '  J         X 


dx. 


On  peut  trouver  pour   la  dcrnièje  intégrale  un  dcveloppemeiit  en  série 
valable  pour  toute  valeur  de  x  :  on  a.  en  effet, 


et  cette  série  est  uniformément  convergente,  dans  linlervalle  de  —  R  à  -;-  H, 
aussi  grand  que  soit  R,  car  les  valeurs  absolues  de  ses  termes  sont  moindres 
que  les  termes  de  la  série 


_R R"-' 

I . ^  \ .1. . .H 


On  en  conclut  que  la  série,  obtenue  par  l'intégration 

F(.r  i  =  n- 


X         I     .7  -  I  .r" 

I  2     1.2  '  "  '  Il     \  .1.  .  .H 

qui   est   convergente   quel   que    soit   .r,    représente    une  fonction   dont   la 

, .   .    ,           e''  —  1 
dérivée  est • 

X 

2"  Le  périmètre  d'une  ellipse,  dont   le  grand  axe  est  2a  et  l'excentri- 

les  deux  intégrales 

F{a)=|^       f(x.x\dx  et         •l>(ï)=/         /;^{x,x)dx 

ont  un  sens,  et  enfin  que  la  dernière  converge  uniformément  dans  l'inler- 
valle  (a„,  a,  ).  Si  a  est  compris  entre  a„  et  a,,  nous  avons,  d'après  la  for- 
mule (5i), 

^a  /!  +  ==  ^-H»  ,,a 

I  du. 


j      du  I  f^(x,u)dx—l  dx  I      /„  {x.  u)  ( 

encore  s'écrire 
r    <Jf(u)du=  f       f{x,a)dx  —  f       /(x.  a,)da7=  F(a)  — F(o„); 


ce  qui  peut  encore  s  écrire 


d'où  l'on  déduit  l'égalité 

F'(a)  =  *(a). 
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cité  e,  est  égal  à  l'intégrale  définie  (n"  107) 


=  4«  /      v'i  —  ^''  sin'-s  «y-i. 


Le  produit  e'sin'o  est  compris  entre  o  et  e-  <  i,  de  sorte  que  le  radical 
est  égal  à  la  somme  de  la  série,  obtenue  par  la  formule  du  binôme 


I  —  e-  siu=  o  =  I  ■ 


et  la  série  du  second  membre  est  uiiilorinément  convergente,  car  ses 
termes  sont  moindres  en  valeur  absolue  que  ceux  de  la  série  obtenue  en 
faisant  sin  ç  ^  i.  On  peut  donc  intégrer  terme  à  terme,  et,  en  observant 
que  l'on  a,  d'après  une  formule  connue  (  '  ), 


r'  .    „         ,          \  .i.->.  .  .(-2  11  —  i)  - 
I     sin-"ci  rf'i  =  r- - 

.,'  ■         '  2.   I  .b.  .  .  2/1  ■}. 


il   vient 


./'V 


-\.       >.        3 


I  —  e-  sin'-o  d'c  =:  —  <  i e- e'' r-r  i 

■1  I  I  (il  'Jjb 


ri.3.-....i>/i  — 3)1'-,  ,    . 

L  2.  l-l'-  .  .  2«  .1 


Si  l'excentricité  e  est  très  petite,  il  suffit  de  prendre  un  petit  nombre 
de  termes  dans  le  second  membre  pour  avoir  la  valeur  de  l'intégrale  avec 
une  grande  approximation. 

On  peut,  de  la  même  façon,  développer  en  série  l'intégrale 


.r>'^ 


sin-  3  da, 
<juelle  que  soit  la  limite  supérieure  a.  Nous  citerons  encore  la  formule 


/ 


d'i  tA  1.0 

0      /i  — e^sin^'i         '  !  4  04 


1        i.^.b...in      J 


qui   donne  le  dévelo|ipeincnt  de  l'intégrale   complète  de  première  espèce 
de  Les"endre. 


(')  Briot,  Leçons  d'Algèbre,  i^'  èdiliou,  p. 
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MÉTHODES   DIVKliSK 


llo.  Application  des  formules  de  différentiation  et  d  intégration 

sous  le  signe  / Les  formules  des  n'"  98el99pernieUent  souvent 

de  tiouver  la  valeur  de  cerlaines  intégrales  définies,  en  les  ralla- 
chanl  à  d'autres  intégrales  définies  qui  sont  connues.  Par  exemple, 
on  a,  si  a  est  positif, 


/■■ 


=  — ^  Aie  tniig  -^; 


en  applicpianl  la  formule  (42)  "  —  '  'o'*  ''e  suite,  on  en  déduit 

Dans  cet  exemple,  on  aurait  pu  olilcnir  directement  la  valeur 
de  l'intégrale  définie  en  calculant  d'abord  rintégrale  indéfinie.  Il 
n'en  est  plus  de  même  dans  l'exemple  suivant. 

On  démontrera  plus  loin  (Chap.  VI,  n"  133)  la  foiniiile 


X" 


e~'    dx  =  


en  posant  x  =  y  \/a,  a  étant  positif,  il  vient 
(7.3) 


f        e-^r-dy^^-^-x 


et  il  est  facile  de  vérifier  que  toutes  les  inlégiales  que  l'on  déduit  de  celle-là 
par  des  différentiations  successives  par  rapport  au  paramétre  a  sont  uni- 
formément convergentes,  pourvu  que  a  reste  supérieur  à  un  nombre  fixe 
/>  >  o.  De  la  formule  précédente  on  déduit  donc  le?  valeurs  de  toute  une 
série  d'intégrales 


y"-  «~  '•  '  '</  =  -rr  ■ 


,,,i)  J.(        re-^rdy  =  -s^..    -, 

1.3. 5. ..(■'.« 


y2«e-a)'  dy=  ■ 
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et,  en   les  combinant,  on    pourra   en  déduire  une  infinité  d'autres.  On  a, 
par  exemple, 

1  e-*)"  cos^Pj' (/_;■ 

■■0 

=   /         e-«.'   dv  \  \ !-^-^  +...+  (—  I  « ^ h... 

^/,  L  '  ■'  t  .2.  ..m  J 

^'o  1  . 2  .  .  .  2  n    -^ 

Toutes  ces  intégrales  viennent  d'être  calculées,  et  il  reste 

j         e— "."  cos2|3j'  dy 

2  \/   a  1.2       2       a 

(2fi)2''        /t:   1.3.3. ..(2n  — I)     -'i^ 

I  .  2  .  3  .  .  .  -2  7Î      2  2" 

OU,  en  réduisant, 


(25) 


/         e-*^"'  cos  2  p  J'  Jj'  =  -  t  /  -  e     "  , 


Dans  d'autres  cas,  on  calcule  d'abord  la  dérivée  de  l'intégrale 
que  l'on  veut  obtenir  par  rapport  à  un  paramètre.  Soit^  par 
exemple,  l'intégrale 


log(i  H-  oix) 
-  x- 

la  formule  de  didérenliation  sous  le  signe    /    donne 
d[         log(i  +  a'-)         /"  .r  dx 


dx  I -t- c(2  J^      I  [ -1- aa"  )  (  1  +  .r-) 

Mais  on  a,  en  décomposant  en  fractions  simples, 


I         /  .V  -i-  -x 


(iv4-a.r)(iH-3--)         !-!-■>;-  \  14-  x-         i  -h  a  .r  y 
el  par  suite 


r  X  di 

. /„      (  1  +  a .c )  (i 


t/j-  _        log(n-a2)  7. 

)  (  1  -H  .r-  )  ~  2  (  n-  >.2  )  I  -I-  a2 
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Il  resle  donc 

o'I  ï        .  logd  — a') 

—  =  Arc  tançât  -. —  > 

(Va         1-^1=  "  2(l-i-2-; 

et,  en  observant  que  1  est  nul  pour  a  =  o.  on  peut  écrire 

'*l02(i  — a5) 


Arc  laiiïï  a  (h  : 

1  ^  a- 


J^^  2(1  —  2-)  J^^ 

en  intégrant  par  jiarties  la  première  intégrale,  il  vient 
(26"»  I  =  -  Arc  tangx  logd -^  I-). 

La  formule  d'intégration  sous  le  signe  Tpermet  aussi  quelquefois 
(le  calculer  certaines  intégrales. 

Considérons,  par  exemple,  la  fonction  x'  ;  elle  est  continue 
lorsque  .r  varie  de  o  à  1 ,  et  y  <le  a  à  b.  les  deux  nombres  a  et  6 
étant  positifs.  On  a  donc,  d'après  la  formule  générale  (44)  (n"  99'i, 

/■'      -''  r''      r' 

du-  j     X-'  dy  =  /      dr  /     x>  dx. 

Mais  f  xydx=(:^—-Y  = -r^-  et.  par  conséquent,  le 
second  membre  a  pour  valeur 

J„  >'  —  '         \  «  ^  «  / 

"''  /    x:    '  ''        x''  —  x" 

D'autre  part,  on   a  aussi   /^   xr dy  =  [j^)    ='\^„^  '  et  il 

vient 

y„        log.r  -\a-i-i/ 

D'une  façon  générale,  soient  P(  .r,  y),  Q  (ar,  y)  deux  fonctions 
telles  que  l'on  ail  ^  =  g,  el^o,  -î.,  VoO'.  des  constantes.  On  a, 
d'après  la  formule  d'inlégraliou  sous  le  signe  j  . 

X"^'.f?""=X."*X"S^' 
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c'est-à-dire 

/     \P{r,y,)-V(a;y„)]dj-=  f''[Q(T„r)-q(Xo.y)]dy. 
Caiicliy  a  déduit  de  là  un  grand  nombre  d'intégrales  définies. 

116.    Calcul  de    /      logii  —  aa  cos.r-H  a- ;i  rf.?-.    —    ^  oici    encore 

"-    0 

un  exemple  d'intégrale  définie  calculée  par  un  artifice  tout  parti- 
culier (cf.  Exercice  G,  p.  9.43).  L'intégrale 

F(a)=   /      log(i  —  2  a  cos.r -H  a-)(ia; 

a  une  valeur  finie  même  pour  a  =  ±  i .  Cette  fonction  F  (_a)  possède 
les  propriétés  suivantes  : 

,oF(_a):=F(a).  En  effet,  on  a 

F( — «)  =    /      log(i -!- 2a  cosa- -I- a-)  rfr, 
*-  0 

OU,  en  changeant  x  en  - — j-, 

F( — :<)  =   /      logd  —  2»  cos^x -^  a-)  «(x  =  F(  a). 

*  0 

2°  F  (^a^)  r=  2F(a).  Nous  pouvons  écrire  en  effet 

2F(;a)r=F(a)+  F(— a), 
OU 

2F(a)=   /      [l"gi.i  —  2  0(  cosa^ -)- 0(2) -f- logfi -t- 2a  C0S3?  ^- a-)]  </a7 
=  /      log(i  —  2a- cos2a: -1- a')  rfx. 

Posons  ix=^y\  il  vient 

I  r'^  I  /--" 

2F(a)  =  -    /      log(i  —  2 a' coçj' -1- a*) cCk H —   /        log(i  —  2a'cos^-(-a')rf>'; 
si   dans    la   dernière    intégrale    on    pose    encore  y  ^  i-  — .;,    on 
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trouve 

/        log(i  —  v. a- cos  y  ^  a*  )  dfy  =   /      log(i  —  sa- cos  j  ^- a')  rfi 

et,  par  siiiic 

■>.  F(at  =  -  F(x2)  -i-  -Fia'-)=  F(a-^). 

De  la  furniiile  précédente  on  déduit  successivenieiil 

F(o!)  =  -F(aî)  =  ■^F(a'')  =...=  —  F(a2"). 

2  ^i  -2" 

Remarquons  maintenant  que,  si  ]a|  est  inférieur  à  un,  a-"  tend 
vers  zéro  lorsque  n  augmente  ind('lininienl;  il  en  est  de  même 
de  F(a'"),  car  le  logarithme  tend  uniformément  vers  zéro.  On  a 
donc,  si  la|  ■<  I ,  F(a)  =  o,    et  il   en  est  de  même  pour  a  =  dr  i . 

Lorsque  |a|  est  supérienr  à  un,  on  a.  en  jjosaiit  a=  ^> 

F(  a)  =   /      log([—  "      "'    +  ■^\  dJC 

=  f    log(i  — 2  3cos:r+ |î2)rf.i---log,3'-; 

I  |j  I  étant  inférieur  à  un,  il  reste 

F{a)=  — 7Tlog^2=  -loga2. 

L'intégrale  définie  F(a)  est,  comme  on  voit,  une  fonction  discon- 
tinue de  a,  au  sens  eulérien,  pour  les  valeurs  a  =±  i . 

117.  Valeur  approchée  de  log  r(/i-i-i).  —  Ou  peut  employer  aussi 
des  artifices  très  variés  pour  avoir,  sinon  la  valeur  exacte,  du  moins  une 
valeur  appiochée  d'une  intégrale  définie.  Nous  allons  en  donner  un 
exemple.  On  a,  par  définition, 


r(«-i-i^=   /         X"  e-^  dx\ 

la  fonction  x"  e-'^  est  maximum  pour  x  =  n  et  sa  valeur  maximum 
est  n"  e~".  Lorsque  x  croît  de  o  à  n,  x"e~^  croit  de  o  à  n"  e-"  (  n  >  o), 
et,  lorsque  .r  rroît  de  /!  à  -Hoc,  x"  e  ^  décroît  de  n"  e~"  à  o.  La  fonc- 
tion «"£"«-''  croît  de  même  de  o  à  n" e~"  lorsque  t  croît  de  —  »  à  o, 
G.,  I.  19 
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pour   décroitre   ensuite   de  n"  e~"  à  o,  lorsque  /  croit  de  o  à  -H  eo  .  Nous 
pouvons  donc,  en  faisant  le  changement  de  \  ariable 


(28) 


n"  e-"  e~ 


faire  correspondre  les  valeurs  de  a:  et  de  ?  de  telle  façon  que,  t  croissant 
de  —  X  à  -i-oc  ,  X  croisse  de  o  à  -h  ce  . 

Il  nous  fautencorecalculer -^.  En  prenant  les  dérivées  logarithmiques 
des  deux  membres  de  la  formule  (28),  il  vient 

dx  ntr 

dt        X  —  n 

D'autre  part,  on  a  aussi,  d'après  la  formule  (28), 
t-=  j:  —  n  —  n  log/  —  1  • 

Posons,  pour  faciliter  le  calcul,  x  =:  n  -h  :  et  développons  log  (  i  H-  —  J 
par  la  formule  de  Taylor  limitée  au  second  teime;  nous  trouvons 


"["      .,.(.-.oi)^_ 


■2(/i  +  6;i- 


0  étant  compris  entre  zéro  et  i.  On  en  tire  successivement 

et  la  formule  du  changement  de  variable  donne,  par  suite, 
r(n-ri)  =  in"  e'"l/ -    1         e-'^  dt -t- in"  e~"  f         e-''(i —  ^)t  dt. 
La  première  intégrale  (voir  plus  loin  n"  135) 

/  e-''  dt  =  2  j  e-''  dt  =  y'^. 

"^   —  X  «0 

Quant  à  la  seconde  inlcgrale,  on  ne  peut  la  calculer  exactement,  puisqu'on 
ne  connaît  pas  0,  mais  il  est  facile  d'en  trouver  une  limite.  En  effet,  entre 
—  00  et  zéro,  tous  les  éléments  sont  négatifs;  ils  sont  tous  positifs  de  zéro 

à-^x.  D'ailleurs,  chacune  des  intégrales  /      ,    /         est  moindre  en  valeur 
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absiilue  que   /  te~'^  dl  =  -  ■  Nous  pouvons  ilonc  ccriie 

(  29 )  r (  /i  -4-  I  )  =  /â'ï  «"  e'"  (  v/îi  -1 ==  I  > 

oj  étant  compris  entre  —  i  et  -f-  i. 

Si  n  est  uu  nombre  1res  grand,      est  très   petit,  el,  en  prenant  pour 

valeur  approcliée  île  V(!t  -+-  1; 

r(«  +  I)  =  n"  C-"  \/-în-, 

l'erreur  relative  est  très  petite,  quoique  l'erreur  absolue  puisse  être  consi- 
dérable. En  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  de  la  formule  (29), 
on  a  aussi 

(3o)  logr(«  +  I)  =  (n  -~  ~\  log/t  —  «  -I-  -log(27:)  -j- s, 

e  étant  très  petit,  lorsque  n  est  très  grand.  En  négligeant  £,  on  a  ce  qu'on 
appelle  \a  va/euf  asytnptotiqite  de  logr(«-i-ii.  Cette  formule  est  inté- 
ressante, parce  qu'elle  nous  a  fait  connaître  l'ordre  de  grandeur  d'une 
factorielle. 


EXERCICES. 


I.  Calculer  les  intégrales  indéfinies  des  fonctions  suivantes 
I  1  .(■*  —  .7-5 — 'i.?-- — .;■         I  T- v/i 


.r*-!-ij-        j-(  .?■''  + 1)'  i.r--!-i)' 

I  I  -h  V  I  -+-  r 


I  -  ^.r 


X' 

^e'^cos^,  —  1     a?!'- arc  tangx, 


où  |i  est  un  nombre  fractionnaire 


2.  Déterminer  le   polynôme  le  plus   général  du  cinquième  degré  P(x). 
tel  que  l'intégrale 

/-    Pi.r]d.r 
.,/  a-'f.r''H-i)2 
soit  une  fonction  rationnelle. 
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3.  Calculer   l'inlégiale   /  y  dx,  x  cl  y  étant  liés  par  l'une  des  relations 

(.r^—  a-}- —  o y-{2y  -+-  3«)  =  o,         7^(«  —  .r  i  =  x', 
y(x^-{-y'^')  =  a{y-  —  x- ).         x^  -^y^ —  jrt.r)-  =  o. 

4.  Etablir  les  formules 


r  .                                      ,          siii" 
/  sin"-i.î-  cos(«  -t-  I  )x  dx  =  

r  ■    „    ,        ■    I  s      j  s\n"x  sinnx 

I  SI  n  ""'  X  s  I  n  (  «  -h  I  )  37  dx  = —  L. , 

J  " 

r  cos";^  sin/ir 

/  cos"-'a- cos(« -I- i).r  rf.r  = 1- Ij, 

J  " 

/  cos"-'x  sin(n  +  \)x  dx  =  — 


ros".r  cos/i.r 


C. 

I  EuLER.) 


O.   Calculer  les  intégrales  pseudo-elliptiques 

(i  —  x^)  dx 


r    (  I  -h  .7-^  )  dx  r 

J   (l  — 3-V)v'n-.r*'      J   ( 


(\-^  X-)  v/l  -H  .r'* 
6,  Ramener  aux  intégrales  elliptiques  les  intégrales 
K  (  .7-  )  rf  J- 


/; 


v/fl(i  -H  a;«)  +  bx{i  -t-  a"')  -f-  cx-(i  -t-  a-')  -t-  dx^ 
]A{x)  dx 


J  \in{  I  -f-  ; 


■  X*)  -\-  bx-{  1  -^  .r*  )  -I-  ex' 
cil  R(ar)  désigne  une  fonction  rationnelle. 

7.  La  rectification  des  courbes  ^  =  AxV-   conduit  à    des    intégrales    de 
différentielles  binômes.  Cas  d'inlégrabilité. 

8.  On  a,  en  supposant  «  >  i, 

dx  T. 


L 


J _ ,     (  "  —  X  )  v^  1  —  ^'-        v''«  ■  —  1 

En  déduire  les  intégrales  définies 

r       X-  "  dx         r .  3 . 5 . . .  (  2  /i  —  I  ) 
J_      /i  —  .j-î  ■2.4.6...2n 
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9.  On  .1.  fji  ^supposant  A(;  —  li->  o, 
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,h 


./  (  \.r-;-T-  2B.r 


.(2«— :î) 


O"        i.  i.f). .  J-xn  —  2) 


vc  —  rr-i 


On  appliqne  la  formule  de  léduction  ilu  11"  1(12. 

,,,     ,,   ,      ,      ...      ,        ,      ,,,,    .      r"  i\n-xdx 

10.  (..alciilei- I  intesiale  (lelinii'    /       . 

.'1,       I  ^  2rt  cosx -^  rt- 

11 .  Ktablir  les  fonniiles 

J_,     v/i  —  2x.r -H  a- v/l  — 2,i.r-l- p-        v'^.'^  \l  — V^',^,'^ 


J-i     O- 


I  —  a  j-  ')  (  1  —  !j  ,r  )  (/.r 


2aj--+-a-)(i  —  23.r-H6-^V  '  —  •^"        ■*    '        ^^ 

12.  On  a,  en  dé?it;nant  par  m  ci  n  deux  entiers  positifs  {m  <  «), 

r'^"'  a-'"-'  rf.?-  _  - 

J  1  +  a-"  .     m  - 

"  Il  sin 

n 

On  emploie  la  décompo-^ition  en  fractions  rationnelles. 

13.  Déduire  de  la  formule  qui  précède  la  relation 

/  = -: (o<a<i). 

J  I  ^-  r  sin  n- 

14.  On   a,   en  posant   1,,,^=   /  t'/  (t  ^  t)''  dt,   les  formules  de   réduction 

(  p  ^  y  H- 1)1,,,,/ =  r/ <-•  (  ^  —  1  )'' -+- /)  I„-,,7, 

et  deux  formules  analogues  pour  réduire  l'exposant  g. 

15.  Etablir  des  formules  de  réduction  pour  le  calcul  des  intégrales 


„  =  r     ""^^     .    z,„  =  f 

J  \/\ .r 2 -t-  2 B i"  -t-  C  J   {X  —  a)" 


de 


C  J   (x  —  a  )"'■;/ A..r'^  ^-  2  Bo^  +  C 

16.   Etablir    une    formule    de     réduction     pour    les    intégrales    définies 
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•  a;"  dx 


I. 


■    En   (léduiie   une   forimile   analogue   à  celle    de  Wallis   pour 


0   /i  — 

inlégiaic  définie    / 


./7 


V'  1- 
17.   Calculer  l'intégrale  définie    / 


18.  L'aire  d'un  secteur  elliptique  compris  entre  l'axe  focal  et  un  rayon 
vecteur  issu  du  foyer  a  pour  expres.sion 


■J    .  '.         (  I  -h  C  COSOJ  )'- 


p  désignant  le  paramètre  —  et  e  l'excentricité.  En  posant  suivant  la  mé- 

,    .     ,              to                .                /i  T-  e 
tliode  sjenerale  tane—  =  /,  puis  ;  =  1  / u,  on  trouve 

°  °  2  '  \        >  —  e 

,%  =  ab  1  arc  tang  u  —  e 1  • 

V  "  i-i- tr-J 

Démontrer  que  celte  expression  peut  aussi  s'écrire 

ab 

Ju  =  —  (  ç  —  e  sino  ), 

3  désignant  l'anomalie  excentrique. 

19.  Etant  donnée  une  courbe  plane  C,  soient  M  un  point  de  cette  courbe, 
N  et  T  les  points  d'intersection  de  la  normale  et  de  la  tangente  en  M  avec 
la  perpendiculaire  élevée  en  un  point  fixe  O  au  rayon  vecteur  OM.  Trouver 
les  courbes  telles  que  la  longueur  NT  ou  l'aire  du  triangle  MNT  soit  cons- 
tante; construire  les  deux  branches  de  la  courbe. 

20.  Soit.\„=  ^r /     il  — z'y'cosxzrh. 

■2.  i.d.  .  .  ■XII  J 

Démontrer  la  loi  de  récurrence 

dx 


A„+,  =  (7.  «  -f- 1  )  A„- 


On  déduit  de  là  les  formules 

.\_,p  =  Uoy,  sin.r  -!-  ¥■>,,  cos.r, 
Ao,,^!  =  Usp  +  i  sin.r  -H  \ip+\  cosr, 

où  U»,,,  Vj,,,  \Jii,^\,  V'2/,4-1  sont  des  polynômes  à  coefficients  entiers,  Uj,, , 
U2;,+i  ne  renfermant  que  les  puissances  paires  de  x.  On  vérifie  que  la  loi 
est  vraie  pour  /;  =  i,  et  l'on  en  déduit  qu'elle  est  générale  au  moyen  de  la 
formule  de  récurrence. 
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Cette  expression  de  Ao,,  permet  de  démontrer  que  ir-   est  incommensu- 

.     T^         ù  - 

rable.   Si  l'on  avait  —-  =  — ,   en  remplaçant  .;•  par  -  dans  .\«„,  on  aurait 
1         «  '      ■  '        ■?. 

une  relation  de  la  forme 

(l  —  ;-;-/'  cos  — dz. 


\     o  •^■^•<>■••'l/^.^ 


lli  étant  un  nondire  entier.  Une  telle  égalité  est  impossible,  car  le  second 
membre  tend  vers  zéro  lorsque/)  augmente  indélînimenl, 

21.  Calculer  l'intégrale  définie 

en  utilisant  la  dilïérentiation  sous  le  signe    /  . 

22.  Démontrer  la  formule 

I  =/""',.- ■■■-^^,.=  ^<—. 

On  démontre  que  l'on  a  —  =  —  2I. 

23.  Déduire  de  la  formule  précédente  l'intégrale  définie 

21.   De  la  relation  —  =  -    /  x-e-"^'  dx  déduire  la  formule 

■^    I  r     "  .r'^  dx 

«  =  I 

r  '  r"  lo"  :r 

23.  Démontrer  nue  l'intéeiale    /      ' 2^rf.rtend  vers  zéro  lorsque  le 

l'o      '  —  ^ 
nombre  n  augmente  indéfiniment.  En  déduire  un  développement  en  série 
pour  l'intégrale  définie 

r   ]ogx  dx 
.L       1  —  -i- 


CHAPITRE  YI. 

INTÉGRALES  DOUBLES. 


I.   -  INTEGRALES  DOUBLES.  —  PROCEDES  DE  CALCLL. 
FORMULE  DE  GREE.N. 

118.  Les  sommes  S  et  s  pour  une  fonction  de  deux  variables. 
—  Soil  A  un  domaine  plan  borné,  linillé  par  un  conlour  V,  qui 
peul  se  composer  d'une  seule  courbe  fermée  C,  ou  d  une  courbe 
fermée  C  et  de  plusieurs  autres  courbes  fermées  C,  C",  ...  inté- 
rieures à  C.  Imaginons  que  l'on  décompose  ce  domaine  A  en  n 
domaines  partiels  a, ,  rtoi  •••;  <'»,•  ai'  moyen  de  lignes  auxiliaires, 
(^etle  décomposition  peut  être  effectuée  d'une  façon  arbitraire; 
nous  supposerons  seulement  que  les  domaines  a,  sonl  quarrab/es. 
Soient  w,,  Wj,  ...,  w,  les  aires  de  ces  domaines  partiels  et  Q  l'aire 
du  domaine  A.  On  a  évidemment,  quelle  que  soit  la  façon  dont  on 

a  partagé  A,  la  relation  ù  =:^  to,. 

Soient y"(.r,  y)  une  fonction  bornée  dans  le  domaine  .\  (y  com- 
pris le  conlour  F),  M  et  m  la  borne  supérieure  et  la  borne  inférieure 
de  f[x,  y)  dans  ce  domaine.  La  portion  .-V  du  [)lan  étant  divisée 
en  parties  plus  petites  a,,  «o,  ...,  <7„  d'une  façon  arbitraire, 
soient  oj,  l'aire  de  la  jiortion  c/,,  M,  et  /»,  les  bornes  de  J\x,  y) 
dans  cette  portion  rt,.  Considérons  les  deux  sommes 


=  V  io,M„ 


à  chaque  subdivision  de  A  correspond  ainsi  une  somme  supérieure  S 
et  une  somme  inférieure  s.  Toutes  les  sommes  S  sont  évidemment 
supérieures  à  mQ,  elles  ont  donc  une  borneinférieurel.  De  même, 
toutes  les  sommes  5  sont  inférieures  à  M  Sî  ;  elles  ont  donc  une 
borne  supérieure  F.  On  démontrerait  comme  plus  haut  (n"  72j  que 
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l'on  a  I'5'>  CG  qui  résullc  d'ailloius  de  la  proposilion  g('-iicrale 
suivante,  loul  à  fait  pareille  à  celle  ilu  n"  73  : 

Les  sommes  S  et  s  ont.  respectivement  pour  limites  les 
nombres  I  et  I',  lorsque  le  nombre  n  croit  indéfiniment^  de  façon 
ijue  tous  les  domaines  ai  tendent  vers  zéi-o  dans  tontes  leurs 
dimensiotis. 

Nous  dirons,  pour  ai)réi;cr,  qu'une  portion  liiiir  du  |iluii  A  est 
inférieure  à  l  dans  toutes  ses  dimensions,  si!  est  possible  de 
trouver  un  cercle  de  diamètre  /  renfermant  A  à  l'intérieur.  Une 
portion  variable  du  plan  sera  dite  infiniment  petite  dans  tontes 
ses  dimensions,  s'il  est  possible  de  trouver  un  cercle  de  rayon 
aussi  petit  qu'on  le  voudra  renfermant  celte  portion  du  |)lan  à 
l'intérieur.  Par  exemple,  un  carré  dont  le  côté  tend  vers  zéro  ou 
une  ellipse  dont  les  deux  axes  tendent  vers  zéro  sont  inllnimenl 
petits  dans  toutes  leurs  dimensions.  Au  contraire,  un  rectangle 
tlont  un  seul  coté  tend  vers  zéro,  ou  une  ellipse  dont  un  seul  axe 
tend  vers  zéro,  ne  sont  [)as  infiniment  petits  ilans  toutes  leurs 
dimensions. 

Démontrons,  par  exemple,  que  S  a  pour  limite  1.  Nous  pouvons 
sup|)0ser  que  f{x,  y)  est  positif  dans  le  domaine  A,  car  on  peut 
toujours  trouver  une  constante  positive  C  telle  que  la  fonction 

?(-^>r)  =  G-i-/(j-,  jKj 

soit  positive  dans  A,  et  les  sommes  S  et  S  ,  relatives  à  un  même 
mode  de  subdivision,  pour  les  deux  fonctions  _/  et  o,  difTèrent 
d'une  quantité  constante  CQ. 

Soit  £  un  nombre  positif  quelconque  ;  le  nombre  1  étant  la  borne 
inférieure  des  sommes  S,  il  existe  un  mode  de  partage  du  domaine  A 
en  n  domaines  partiels  a,,  a,,  .  ..,  a„.  toi  que  la  somme  S  corres- 
pondante soit  inférieure  à  I  +  "•  Désignons  par  L  l'ensemble  du 

I  2  O  1 

contour  F  et  des  lignes  auxiliaires  qui  ont  été  tracées  dans  A  pour 
obtenir  ce  mode  particulier  de  subdivision.  Soient  w,-  l'aire  du 
domaine  «,,  et  v,-  le  contour  de  ce  domaine.  A  l'intérieur  du 
domaine  a,-  traçons  un  contour  fermé  y^- ,  n'ayant  aucun  |)oint 
commun  avec  y,,  mais  suffisamment  voisin  de  y,-  pour  que  l'aire 
comprise  entre  les  deux  contours  v,,  -/soit  inférieure  à  — >  ri  étant 
un  nombre  positif  arbitraire.  Imaginons  que  Ion  opère  de  même 
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avec  tous  les  domaines  partiels  a, ,  a>,  •  ■  ■■,  (t-ui  et  soil  L' l'ensemble 
(les  lignes  y'^  ainsi  tracées.  Ce  système  L'  décompose  le  domaine  A 
en  deux  domaines  A'  et  A";  A'  se  compose  de  l'ensemble  des 
domaines  o,  intérieurs  aux  lignes  v^. ,  et  A"  du  domaine  restant 
après  que  l'on  a  supprimé  A'.  Si  0',  0"  désignent  les  aires  de  ces 
deux  domaines,  on  a  Q  =  ti'  +  Q",  et,  d'après  la  façon  dont  on  a 
choisi  les  lignes  y',-,  la  différence  Q  —  ii'  ou  Ù'  est  inférieure  à  t,. 
Les  lignes  L  et  L'  n'ayant  aucun  point  commun,  désignons  par  X 
le  minimum  de  la  dislance  d'un  point  de  L  à  un  point  de  L'. 

Considérons  maintenant  une  décomposition  quelconque  du 
domaine  A  en  domaines  partiels,  inférieurs  à  À  dans  toutes  leurs 
dimensions,  et  soit  8'  la  somme  supérieure  correspondante.  La 
portion  de  S'  qui  provient  des  domaines  partiels  n'ayant  aucun 
point  commun  avec  la~  ligne  L  est  évidemment  inférieure  à  S. 
D'autre  pari,  les  domaines  partiels  qui  ont  un  point  commun  avec 
la  ligne  L  sont  à  l'intérieur  du  domaine  A"  et  fournissent  dans  S 
une  somme  inférieure  à  RLr,.  On  a  donc 

S'<S  +  Mo<  1+  I  +  Mt,  ; 

si  l'on  a  pris  le  nombre  arbitraire  t,  inférieur  à  — ^>  on  aura  S'<I+  £, 
ce  qui  démontre  le  théorème. 

On  démontrerait  de  même  que  s  a  pour  limite  1'.  Si  le  domaine  A 
est  décomposé  en  p  domaines  partiels  A,,  Ao,  ...,  A,,,  il  est  clair 
qu'on  a  les  relations  I  ^  I,  +  .  .  .  4- 1^,  1'=:  1,  +  . . .  +  I'  ,  I,- 
et  I^  étant  les  nombres  qui  viennent  d'être  définis  relatifs  au 
domaine  A,. 

1 19.  Intégrales  doubles.  —  Lorsque  les  deux  nombres  I  et  I'  sont 
égaux,  la  l'onction /(^,  j')  est  dite  intégrable  dans  le  domaine  A. 
La  limite  commune  I  des  sommes  S  et  s  s'appelle  V intégrale 
double  de  la  fonction  f{x,  y)  étendue  au  domaine  A.  On  la  repré- 
sente par  la  notation  (') 

1  =  /    /     fKx,y)d.rdy, 

et  la  portion  A  du  plan  est  le  champ  d^ intégration . 

(')  On  la  représente  aussi  par  /  /  F(.r,  >•)  </m,  rfw  étant  un  élément  d'aire, 
et  l'on  emploie  une  notation  analogue  pour  les  intégrales  multiples. 


On  voit  iinmédiaLenifnt,  comme  dans  le  cas  d'une  intégrale 
simple,  que,  pour  qu' une  fonction  f{x,  y)  soit  intégrabk' 
dans  A,  il  faut  et  il  suffit  que  la  différence  S  —  s  tende  vers  zéro 
lorsque  la  plus  grande  dimension  des  domaines  partiels  tend 
vers  zéro.  II  en  résulte  que  toute  fonction  continue  f  (x,  y)  est 
intéfirahle.  Supposons,  en  ellet,  que  l'on  ait  pris  un  nombre 
|)Osilif  Y,  tel  que  l'oscillation  de  la  (onction  soit  moindre  que  îdans 
toute  portion  de  A  dont  toutes  les  dimensions  sont  inférieures  à  yj. 
Si  toutes  les  portions  «,,  a,.  ...,«„  sont  de  dimensions  inférieures 
à  Ti,  chacune  des  dillérences  M, —  m,  sera  inférieure  à  z  et  la  difie- 
rence  S  —  s  sera  inférieure  à  ît2. 

On  démontre  comme  plus  haut  (n"  7i)  que  la  somme  ou  le 
produit  d'un  nombre  quelconque  de  fonctions  intégrables  est  aussi 
inlégrahle.  Si  une  fonction  f{j',y)  est  intégrable  dans  un  do- 
maine A,  elle  est  intégrable  dans  tout  domaine  A'  intérieur  à  A; 
si  le  domaine  A  est  décomposé  en  plusieurs  domaines  partiels  A,, 
A2.  ...,  Ap.  l'intégrale  double  étendue  au  champ  A  est  égale  à  la 
somme  des  intégrales  doubles  étendues  aux  champs  A, ,  A^,  ...,  A^. 

Considérons  encore  le  cas  plus  général  d'une  fonction  J  (x,  y) 
bornée  dans  le  domaine  A,  et  admettant  dans  ce  domaine  une  infi- 
nité de  points  de  discontinuité,  tels  qu'on  puisse  renfermer  tous 
les  points  de  discontinuité  dans  un  domaine  o  dont  l'aire  soit  infé- 
rieure à  tout  nombre  positif  donné  à  l'avance.  Une  telle  fonction 
est  intégrable  dans  A.  La  condition  pour  qu'une  fonction  /  (x,  y) 
soit  intégrable  peut,  en  efTet,  s'énoncer  ainsi  :  il  faut  et  il  suffit 
qu'à  tout  nombre  positif  î  on  puisse  faire  correspondre  un  par- 
tage de  A  en  domaines  partiels  tels  que  la  différence  corres- 
pondante S  —  s  soit  inférieure  à  s.  Cela  résulte  immédiatement 
de  ce  que  la  difTérence  S  — s  est  au  moins  égale  à  I  —  F. 

Cela  étant,  supposons,  pour  fixer  les  idées,  rpie  la  fonction 
hovnée  f(x,  y)  soit  continue  dans  tout  le  domaine  A  limité  par  la 
courbe  fermée  C,  à  l'exception  des  points  d'une  ligne  L,  qui 
décompose  le  domaine  A  en  deux  domaines  A'  et  A  .  Dans  le 
domaine  A.',  f{x,  y)  coïncide  avec  une  fonction  continue/,  (x,j\) 
et  dans  le  domaine  A"  avec  une  fonction  continue  /^(•ï',  r)-  ^ous 
ne  faisons  aucune  hypothèse  sur  les  valeurs  de  la  fonction /(:r,  y) 
le  long  de  I^,  sauf  quelles  restent  bornées.  De  part  et  d'autre  de 
la  ligne  L,  menons  dans  A  deux  lignes  infiniment  voisines  L'.  L  , 
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telles  que  Taire  comprise  entre  L'  cl  I.'  soit  inférieure  à  — -r^j -, 

£  étant  un  nouibre  positif  donné.   Ces   deux  lignes  IJ,  h"  déconi- 
Fis-  iS- 


posent  A  en  trois  domaines  A',  A",  A'",  A'"  élant  le  domaine  qui 
renferme  L.  Imaginons  qu'on  décompose  A',  A",  A'"  en  domaines 
plus  petits;  la  portion  de  S — s  provenant  de  A"'esl  inférieure  à  -> 
et,  comme  _/(x,  j')  est  continue  dans  les  domaines  A'  et  A",  la 
portion  de  S  —  5  provenant  de  A'  et  A'  est  aussi  inférieure  à  -  > 
pour\u  qu'on  choisisse  convenablement  le  mode  de  subdivision. 
On  aura  donc  S  —  .v  <  î  ;  ï  étant  un  nombre  positif  aibitraire, 
J  {j:,y)  est  donc  inléj^rable  dans  A.  11  est  clair  que  le  raisonne- 
ment est  générrd. 

L'intégrale  double  dans  le  champ  A  est  égale  à  la  .somme  des 
intégrales  doubles  dans  les  champs  A',  A",  A'".  Lorsque  les  lignes  L', 
T/  se  rapprochent  indéfiniment  de  L,  l'intégrale  double  dans  A'" 
lend  vers  zéro;  l'intégrale  double  dans  A  est  donc  la  limite  de  la 
somme  des  intégrales  dans  les  domaines  A'  et  A",  et  ne  dépend  pas 
des  valeurs  de  la  fonction  le  long  de  la  ligne  L.  Plus  généralement, 
si  une  fonction /(^,  j')  est  intégrable  dans  un  champ  A,  on  peut 
changer  arbitrairement  la  valeur  de  la  fonction  en  une  infinité  de 
points,  pourvu  qu'elle  reste  bornée  et  que  tous  ces  points  puissent 
être  renfermés  dans  un  domaine  ô  (connexe  ou  non),  dont  l'aire 
soit  inférieure  à  tout  nombre  positif  donné,  sans  changer  la  valeur 
de  l'intégrale.  Celte  remarque  esta  rapprocher  de  la  suivante.  Si 
l'on  calcule  I  comme  limite  de  la  somme  S,  on  peut  négliger  dans 
cette  somme  les  portions  provenant  d'un  nombre  quelconque  de 
domaines  partiels,  pourvu  que  la  somme  des  aires  de  ces  domaines 
tende  vers  zéro. 
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l.a  (léfinilimi  de  l'intégriile  doulilc  peiil  èlre  généralisée. 
Soit(^,-,  r,,)  un  point  i|uelcorK|ue  à  l'inUTiciir  ou  sur  le  conlour 
de  hi  porlioti  «,;  il  est  elaii'  (|ue  la  somme  ï/ (  q,,  r^i)  <i)i  est  com- 
prise eiiUe  les  deux  sommes  S  et.?;  elle  a  doue  aussi  pour  limite 
l'iiitégrale  doiihle,  quelle  ([ue  soit  la  façon  doul  on  choisit  le 
point  (';,■,  r,,). 

I^e  pieniier  théorèmo  de  la  moyenne  s'étend  saus  difficulté  aux 
iutégraies  doubles.  Soient  /(x,  y),  's(x,y)  deux  fonctions  inté- 
grables  dont  l'une,  s  (x,  >'), garde  un  signe  constant  dans  A;  nous 
supposerons,  par  exemple,  z>  {x,  y)  >>  o.  Si  M  et  w  sont  les  bornes 
dey'(.r,  r)  dans  A,  il  est  clair  que  l'on  a 

Al  tp(J,,  r./jiù,  >/(f,-,  T,,jo(;,-,  ■r,,)w,>  /ntsfç,-,  /,/)«,•; 

eu  ajoulanl  toutes  ces  inégalités,  et  passant  à  la  limite,  on  en  con- 
clut que  l'on  a 

(i)  /    /    f{x,  y)o{x,y)dx  dy  =  )i.  i   f     o{x,  y)  clx  dy, 

ij.  étant  com|>ris  entre  M  et  m.  Si  la  fonction  _/'(.r,  ))  est  continue, 
elle  prend  la  valeur  y-  pour  un  point  (ç,  r,)  intérieur  au  contour  C 
et  l'on  jieut  encore  écrire 

(')'         //    /(^,r)'?(-^'r)dxdy=/(\.-r])lJ     ^[x,y)dxdy: 

c'est  la  formule  de  la  moyenne  pour  les  intégrales  doubles.  Si  par 

exemple  o  (x,  j')  =  i ,  l'intégrale    /    /  dxd}\,  étendue  à  la  portion 

du  plan  A,  est  évidemment  égale  à  l'aire  O  de  cette  portion  du  plan, 
et  la  formule  (i)  devient 

(2  )  f  Ç  f(x,  y  )  dx  dy  =  af(  «,  r,  ). 

120.  Calcul  d'une  intégrale  double.  —  Le  calcul  d'une  intégrale 
double  se  ramène  au  calcul  de  deux  intégrales  simples  prises  suc- 
cessivement. Prenons  d'abord  le  cas  où  le  champ  d'intégration  est 
un  rectangle  R,  limité  par  les  droites  x  =  Xf,,  a:=X,^:=j'o,  j-=Y, 
oii  ajo  <  ^1  J>'o<;  Y.  Imaginons  ce  rectangle  décomposé  en  rec- 
tangles plus  petits  par  des  parallèles  aux  deux  axes  de  coordonnées 


3n2  CHAPITRE   VI.    —    INTÉGBALES    DOUBLES. 

.r  :=  .r,,  _>' =  }/t  (/=  1 ,  2,  ...,  n;  A- =  i ,  2,  ...,/«).  L'aire  du 
reclangle  élémentaire  R,/v,  limité  parles  droites  a;  ^  j:,_i,  x  =  Xi, 
y  =  !>_(,  J'  =yk'  a  pour  expression 

(  Xi  —  .r/_i  )  ( j-A  —  jK/,-1  ), 
et  l'intégrale  double  cherchée  est  la  limite  de  la  somme 


(3)  s=V    y^faa,-na){^i~r,-,i)(y/.-yk-i), 


où  (?;A,  T^ik)  sont  les  coordonnées  d'un  point  quelconque   pris   à 
l'intérieur  ou  sur  les  côtés  du  rectangle  R,a. 

Nous  allons  profiter  de  l'indétermination  de  ces  points  (Em,  t,,a) 


i/ 

D 

Kig.  .y. 



^ 

^ 

fh 

_L      i 

A 

pour  simplifier  le  calcul.  Remarquons  pour  cela  que,  si  une  fonc- 
tion f{x)  est  continue  dans  un  intervalle  {a,  b),  et  si  l'on  subdi- 
vise {a,  b)  en  intervalles  partiels  d'une  façon  arbitraire  par  des 
points  de  division  x,,  Xo,  ...,  x,i_,,  on  peut  choisir  dans  chaque 
intervalle  (x,_i,  Xi)  une  valeur  E,  de  telle  façon  que  l'on  ait 


(4) 


f  f{.r)dx=fa,){x,~a)-\-f(\,)(x,-x,)-^...+f{\n 


t„)(6-3-„_,); 


il  suffit,  en  ell'el,  d'appliquer  la  formule  de  la  moyenne  à  chacun 
des  intervalles  (a,  .r,  ),  (a7|,  x-y)^  . . ,  (a:„_,,  b). 

Cela  étant,  la  portion  de  la  somme  S  qui  provient  de  la  file  de 
rectangles  comprise  entre  les  deux  droites  x  =  Xi_,,  x^Xi,  a 
pour  expression 

(r,— .r,_, )[/(E,i,  ■r,n)(yi—yi>)^/(.iii,  ■^ii)(yi-yi)    -+-••• 
-+-/(?.7,,  r.i':) (y/.—yk-0-^-  ■  •]■ 
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Nous  prendrons  ;,,  =  ;,2=  ...  =  ç,„,=j",_i,  et  nous  clioisirons  y,,,, 
■/■|,2.  . . .,  de  telle  façon  que  la  somme 

soit   égale   à    l'intégrale    /      /'(.r,_,,  j))  f/j'.  linlégrale  étant    prise 

en  regardant  jr,_i  comme  constant.  Si  nous  opérons  de  même  avec 
toutes  les  files  de  rectangles  comprises  entre  deux  parallèles  voi- 
sines à  Oy.  nous  pouvons  écrire 

(5)  S  =  *(  j^o  )< ^t  —  .'"o  )  -^'^{^\){^ï  —  j:"i)  +  -..-^'l'(a:,-i)(r,— a7/-i)-t-..., 
en  posant,  pour  abréger, 

*(^)  =  /   .A -T.  y)<:iy- 

Celle  fonction  <I>(^x),  rej)résentée  par  une  intégrale  définie,  où  x 
est  considéré  comme  un  paramètre,  est  une  fonction  continue  de  x; 
lorsque  tous  les  intervalles  Xi — Xi_i  tendent  vers  zéro,  la  for- 
mule (5)  montre  que  S  a  pour  limite  linlégrale  définie 

/     <I>(r)  dx. 

On  a  donc,  pour  Tintégrale  double  chercliée. 

(6)  Jj    f{x,y)dxdy=  f    dx  f  f{x,y)dy; 

pour  avoir  la  valeur  de  l'intégrale  double,  on  doit  cVabord  inté- 
grer f{x,  y)  entre  les  limites  y^  et  \  ,  en  y  regardant  x  comme 
constant  et  y  comme  variable  :  le  résultat  est  une  fonction  de 
la  seule  variable  x.  que  l'on  doit  intégrer  de  nomeau  entre  les 
limites  x^  et  X. 

En  opérant  dans  Tordre  inverse,  c'esl-à-dire  en  évaluant  d'abord 
la  portion  de  S  provenant  d'une  file  de  rectangles  comprise  entre 
deux  parallèles  à  O^,  on  trouverait  de  même 

ff  /(a-,  y)  dx  dr  =J    dyj    f(T,  y)dx. 
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el  le  rapprochement  de  ces  deux  formules  permet  d'écrire 
f    dx  f   f(.r.y)dy=  j     dy J  f{x,y)dx-, 

nous  retrouvons  la  formule  cV intégration  sous  le  signe  j  •  La 

démonstration  suppose,  comme  la  première  (n°  99),  ([ueles  limites 
Xo,  yo,  X,  Y  sont  fixes,  et  que  la  fonction  fisc, y)  est  continue 
entre  ces  limites. 

Exemple.  —  Soit  z  =  '-^— •  La  formule  générale  nous  donne 
Jf^^dxdy^j\lxJ^-^-^ay         , 

D'une  façon  générale,  lorsque  la  fonction  y  (a:,  j)  est  le  produit 
d'une  fonction  de  la  seule  \ariable  .r  par  une  fonction  de  la  seule 
variable  jK)  on  a 

/    /     'i{^)^{y)dxdy  =  j     <f{x)dxx  f     'l^iyjdy; 

^    «-'(R)  •    )»  '  Vo 

les  deux  inléyrales  du  second  membre  sont  absolument  indépen- 
dantes l'une  de  l'autre. 

M.  Franlilin  [American  Journal  of  Mathematics,  t.  VII,  p.  77)  a 
déduit  de  celte  remarque  une  démonstration  très  simple  de  quelques  théo- 
rèmes intéressants  dus  à  TchebiclielT.  Soient  9(3')  et  '^(x)  deux  fonc- 
tions continues  dans  un  intervalle  (a,  b),  oà  a  <C.b.  L'intégrale  double 

f  f['i{^)-<f(y)\[^i^)-'Hy)]da-dy,  _ 

étendue  au  carré  limité  par  les  quatre  droites  x  =  a,  x  =  b,y=:a,y=b, 
est  égale,  d'après  la  remarque  précédente,  à  la  différence 

///  „  Il  „b 

>^i^x)'\{x)  dx  —  2  /      <ii{ X)  dx  X.  j     '\i{x)dx. 

Mais  tous  les  éléments  de  l'intégrale  double  ont  le  même  signe  lorsque  les 
deux  fonctions  f{x)  et  '{(x)  sont  toujours  croissantes  ou  décroissantes  en 
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même  temps,  on  si  l'une  d'elles  esl  toujours  croissante  lorsque  l'autre  est 
décroissante.  Dans  le  premier  cas.  les  deux  différences  o{x)  —  fiy), 
'i<(x)  —  '^(y)  ont  toujours  le  même  signe,  tandis  qu'elles  sont  de  signes 
différents  dans  le  second  cas.  Par  suite,  nous  avons 

(h  —  a)j     o{X)'!j(x)dx>   /      a(T)  dx  x   j     •l(.c)dx, 

si  les  deu\  fonctions  ç(x)  et  <1'('^)  sont  toutes  deux  croissantes,  ou  toutes 
deux  décroissantes  dans  l'intervalle  (a,  b).  Nous  avons  au  contraire 

(b  —  a)  I      o{x)'l(x)  dj-  <i  I     'i{x)dxx  j     ■h{x)dx, 

lorsque  l'une  des  fonctions  est  croissante  et  l'autre  décroissante  dans  le 
même  intervalle. 

Le  signe  de  l'intégrale  double  n'est  pas  douteux.  lorsque  <l(x)  =  o{x). 
car  la  fonction  à  intégrer  est  alors  un  carré  parfait.  On  a  donc  la  relation 

(b  —  a)j      [o(x)Ydx-A    I      o(x)d.v\, 

quelle  que  soit  la  fonction  9(ar),  l'égalité  ne  pouvant  avoir  lieu  que  si  o(x) 
est  une  constante. 

On  peut  déduire  de  ce  résultat  la  solution  d'un  problème  intéressant  du 
calcul  «les  variations.  Soient  P  et  Q  deux  points  donnés  du  plan,  de  coor- 
données (a.  k)  et  (6,  B)  respectivement.  Soit  •>'  =/(.r)  l'équation  d'une 
courbe  joignant  ces  deux  points,  /{x)  étant  continue,  ainsi  que  sa  dérivée 
premièie  /'(  a:),   dans  l'intervalle  (a,   b).   Il  s'agit  de  trouver,   parmi  ces 

courbi'S,  celle  pour  laquelle  l'intégrale    /     y'-dx  est  minimum. 

En  remplaçant  o(x)  par  y'  dans  l'iin'galilé  précédente,  et  observant 
qu'on  a  par  bypothèse  /(a)  =  .\,  f(b)  =  B,  il  vient 

{b  —  a)l     y'- dx^CË  — k)-. 


La  valeur  minimum  de  l'intégrale  est  donc  égale  à 


b  —  a 

valeur  minimum  est  atteinte  lorsque  y'  est  constant,  c'est-à-dire  loi'sque  la 
courbe  se  réduit  à  la  ligne  droite  PU. 

121.   Cas  d'un  champ  quelconque.   —    Avant  de  passer  au  cas 
d'un  chain|>  d'intégration  quelconque,  nous  allons  d'abord  géné- 
raliser la   formule   (6),   en  supposant  que   la   fonction  f{x.  y) 
admet  dans  le  rectangle  ABCD  une  ou  plusieurs  lignes  de  discon- 
<;..  I.  20 
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linuiLé,  tout  en  restant  bornée.  Pour  fixer  les  idées,  supposons 
que  la  fonction  fi^x,  y")  est  discontinue  le  long-  d'une  ligne  L  (ou 
du  moins  sur  certaines  portions  de  cette  ligne),  joignant  un  point 
de  AD  à  un  point  de  BC,  et  représentée  par  une  équation  j'^»(a;), 
la  fonction  «(ic)  étant  continue  dans  l'intervalle  (ajo,  X).  Cette 
ligne  L  décompose  le  rectangle  R  en  deux  portions,  une  portion  R' 
au-dessous  de  L,  où  Ton  ^  f{x,  y)^  fi{x^  y),  ft(x,  y)  étant 
continue  dans  R',  et  une  portion  R"  au-dessus  de  L  où 

fi^^y)  =  A(^,  y), 

la  fonction /"a (a;,  jk)  étant  continue  dans  R".  On  a  déjà  remarqué 
(n"  H9)  que  f(x,  y)  est  intégrable.  Pour  calculer  l'intégrale 
double,  nous  décomposerons  encore  le  cliamp  en  petits  rectangles 
comme  au  paragraphe  précédent.  Considérons  la  file  de  rectangles 
comprise  entre  les  ""deux  parallèles  ^•^x,_,,  x  =  Xj  à  Oy.  La 
droite  a;  ^x,_i  rencontre  la  ligne  de  discontinuité  Len  un  point  m 
d'ordonnée  cp(x/_,),  cette  ordonnée  étant  comprise  par  exemple 
entre  j>'a_(  et  j'a.  Décomposons  le  petit  rectangle  limité  par  les 
quatre  droites  x^Xi_,,  x  =  Xi,  y^=^yk-ii  y=y/<  d  deux  autres 
au  moyen  d'une  parallèle  à  Ox  menée  par  m.  En  évaluant  la  por- 
tion de  la  somme,  dont  il  s'agit  de  trouver  la  limite,  qui  provient 
de  cette  file  de  rectangles,  on  trouve  encoie  que,  en  choisissant 
convenablement  les  points  (E,  r,)  dans  chaque  rectangle,  cette 
somme  a  pour  expression 

(■«•<— a-'-i)      /  J\(-ri-uy)dy^   (  Mxi^uy)dy\. 

Le  raisonnement  s'achève  de  la  même  façon.  En  posant 

/     fi^^y)dy=  fii-'-,y)'ly-h  M-r,y)dy, 

la  valeur  de  l'intégrale  double    /    /    /^(x,  j)-)  rfa;rfj' est  donnée  par 

^   «-'(Ri 

la  formule  (6).  Il  est  clair  que  la  méthode  est  générale,  et  la  con- 
clusion est  la  même,  quel  que  soit  le  nombre  des  lignes  de  dis- 
continuité analogues  à  L  dans  le  rectangle  ABCD,  pourvu  que  la 
fonction  f(^x,  y)  reste  bornée. 

Cela  étant,  considérons  maintenant  un  contour  qui  n'est  ren- 
contré qu'en  deux  points  par  une  parallèle  kOy.  On  peut  toujours 
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le  supposer  formé  par  deux  segments  de  droites  AA',  BB',  appar- 
tenant à  deux  parallèles  .r  ^  o,  x  =  b  à  Taxe  Oy{a  ■<  b),  et  deux 
arcs  de  courbe  A»2,B,  A'7?i2B',  représentés  par  les  deux  équations 
j'i^r  a,  (x),  y  2=  ^2(^)7  ^2=^),  les  fonctions 'Ji  et  oô  étant  continues 
.entre  a  et  b.  Il  peut  d'ailleurs  se  faire  f)ue  les  points  A  et  A'  se 
confondent,  ainsi  que  B  et  B';  c'est  ce  qui  aura  lieu,  par  exemple, 
si  le  contour  est  une  courbe  fermée  analogue  à  une  ellipse.  Soit 
f{x,y)  une  fonction  continue  dans  le  champ  R  limité  par  ce  con- 
tour et  sur  le  contour  lui-même.  Pour  calculer  l'intégrale  double, 
imaginons  deux  parallèles  j- ^  Vo,  ,r  =  Y  à  l'axe  Ox,  telles  que  le 
champ  R  soit  tout  entier  entre  ces  deux  parallèles,  et  soit  T  le 
rectangle  limité   par  les   quatre  droites  .r  =  «,  x^b,  y^y,,, 


Les  courbes  A7?!,B,  A'm2B'  décomposent  le  rectangle  T  en 
trois  domaines,  le  domaine  R,  le  domaine  R'  au-dessous  de  Am,  B, 
et  le  domaine  R''  au-dessus  de  A'wioB'.  Soit  Y^x,  y)  une  fonction 
auxiliaire  définie  de  la  manière  suivante  dansT:  i''¥(x,y)^f{x^y) 
dans  R  et  sur  le  contour  de  Pi;  2°  F(a",  r)  ^=  o  dans  R'  et  R'.  Il  est 
évident  qu'on  a 


•'    -^  R;  •       •' Ti 

e  (6)  est  applicable  à  la  fonction  F(^, 
isconlinuité  A/?«,B  et  A'/^i^B',  et  l'on  a 

i   j     V(x,y)dxdy=j     dx  j      y(x,y)dy. 


.Mais  la  formule  (6)  est  applicable  à  la  fonction  F(^,  Y)  qui  admet 
les  lignes  de  discontinuité  Ani,B  et  A'/^i^B',  et  l'on  a 
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D'atilre  part,  d'après  la  dtfinilion  même  de  la  fonction  F(x,  r), 


f    F(x,y)dy=  f"  f,  .r.  r)  dy 


et,  par  conséquent, 

(7) 


f  f   /(^■,r)"'-'-'0'=   f    dx  f"f(x,y)dy. 

"-'     '    (1!)  i'„  <'',, 

La  première  intégration  doit  encore  être  effectuée  en  regardant  x 
comme  constant,  mais  les  limites  y,  et  y^  sont  elles-mêmes  des 
fonctions  de  x,  et  non  des  constantes. 

Exemple.  —  Soit  à  calculer  l'intégrale  double  de  la  fonclion  —  à  l'in- 

a 
térieur  d'un  quart  de  cercle  limité  par  les  axes  et  la  circonférence 

Les  limites  pour  x  sont  o  et  R,  et,  x  restant  constant,  y  peut  varier  de  o 
à  v^H- — ■'-•  L'intégrale  a  donc  pour  expres«ion 

I      C  ^y   I  r      ^   r     .1/1,      ,.-    ,  r     .r    R-— .7-2) 

''■  j„       '^'•''=./  -^r^y-V"'  ''■^=j^^  — 7^ — -''■''' 

cette  intégrale  s'obtient  aisément  e(  a  pour  valeur  —  - 

Lorsque  le  champ  d'intégration  est  limité  par  un  contour  de 
forme  quelconque,  on  le  décomposera  en  plusieurs  parties,  de 
façon  que  le  contour  de  chacune  d'elles  ne  soit  rencontré  qu'en 
deux  points  par  une  parallèle  à  l'axe  Oy.  On  pourrait  aussi  le 
décomposer  en  parties  telles  que  le  conlour  de  chacune  d'elles  ne 
soit  rencontré  qu'en  deux  points  par  une  parallèle  à  Ox,  et  com- 
mencer par  une  intégration  relative  à  la  variable  x.  Prenons,  par 
exemple,  une  courbe  fermée  convexe  comprise  à  l'intérieur  du 
rectangle  x  =  a,  x  =^  b,  y  =  c,  y  ^  d,  dont  les  côtés  passent  par 
les  quatre  points  A,  B,  C,  D  pour  lesquels  x  ou  y  est  minimum 
ou  maximum.  Soient  (')jK(  =  «i  (^),  JK2=  '^^{oc)  les  équations  des 
deux  arcs  de   courbe  ACB,  ADB;  soient  de  même  Xi=^  <^i{y), 


Le  lecteur  est  prié  de  fiiire  la  lii 
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X2=J/2(jk)  les  équations  des  deux  nrcs  de  courbe  CA.D,  CBD  ; 
'i,(x)  el  <s.,{^)  î'Ont  continues  entre  a  et  b,  àt{y)  et  'lî{y)  sont 
continues  lorsque  y  varie  de  c  à  d.  On  peut  calculer  l'intégrale 
double  d'une  fonction  /(x,  y),  continue  ;"i  l'intérieur  de  ce  con- 
tour, de  deux  façons  différentes  et,  eu  égalant  les  deux  expressions 
obtenues,  il  vient 


8)  y    djc  f'f(.7:,y)dy=  f    dy  f   'f(.T,y)dx; 


on  voit  que  les  limites  sont  tout  à  fait  différentes  dans  les  deux 
intégrales.  Tout  contour  convexe  fournit  une  formule  de  cette 
nature.  Par  exemple,  si  l'on  prend  pour  champ  d'intégration  le 
triangle  limité  par  les  droites  v  ^  o,  x  =  «,  y=^x,  on  parvient 
à  une  formule  donnée  par  Lt^jeune-Uiriclilet. 


f    dx  f    f(.r,y)dy=  f    dyf    f,:r, 


y)d.T 


li5.  Analogies  avecles  intégrales  simples. —  L'intégrale  /    f(t} 


dt. 


considérée  comme  fonction  de  .r,  a  pour  dérivée  f{x).  Il  existe  un  théo- 
rème analogue  pour  les  intégrales  doubles.  Soit  f(x,  y)  une  fonction  con- 
tinue à  l'intérieur  d'un  rectangle  limité  par  les  droites  x^a,  x  =  A., 
y  :z=  b,  _)'  =  B  (a  <;  .\,  i  <  B).  L'intégrale  double  de  f(x,  y),  étendue  à 
l'aire  du  rectangle  limité  par  les  droites  x—a,  x  =  X,  y  =  b.  y  =  y, 
(a<X<A,  6<Y.<B),  est  une  fonction  des  coordonnées  X,  Y  ilu 
sommet  variable,  qu'on  peut  écrire 


F(X,Y)=  /      dx         /{x,y)dy. 


Soit  'i>(x)  =    /     f(x,  y)dy\   une  première  dillérentiation  par  rapport 
à  X  nous  donne 

^=<I>(X)=y   f{\.y)dy, 

et,  en  dilTéreiuiant  de  nouveau  par  rapport  à  ^  ,  il  vient 

'^>  ^=-^^-^'^>- 

La  fonction  la  plus  générale  ii{\,  Y)  satisfaisant  à  la  relation   précé- 
dente (9)  s'obtiendra    facilement  en  ajoutant  à  F(X,  Y)  une  fonction  z 
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dont  la  dérivée  seconde 

"'  ,1  •-    h 


_(.o) 


ç(X)  el  'i'(V)  étant  deux  fonctions  arbitraires.  On  peut  disposer  de  ces 
deux  fonctions  arbitraires  de  façon  que,  pour  \  =  o,  (((X.  \  i  se  réduise 
à  une  fonction  donnée  V(Y)  el,  pour  Y  =  &,  à  une  autre  fonction 
donnée  U(X);  ces  deux  fonctions  étant  liées  nécessairement  par  la  rela- 
tion U(fi)  =  V(6).  En  faisant  successivement  X  =  a,  Y'  =  6  dans  la  rela- 
tion précédente,  on  a  les  deux  conditions 

V(Y)  =  ç(fl)-+-.HY).         U(X)  =  ©(X^  +  'i-Cè); 
on  en  lire 

4,(Y)  =  Vi:Y)-o(«),         4/(6)  =  V(6)-a>(«), 
<p(X)  =  U(X)  — V(6)-+-<s(a), 

et  la  formule  (lo)  devient 

(.i;       M(X,Y)=  f    dx  f   f(.T,y)djr-^V(\)-i-\{Y)-\(b). 
•-\,  '■'h 

Réciproquement ,  si,  par  un  moyen  quelconque,  on  a  obtenu  une  fonc- 
tion ;/(X,  Y)  vérifiant  la  relation  (g),  on  trouve,  par  un  calcul  tout  pareil 
au  précédent,  qu'on  a,  pour  valeur  de  l'intégrale  double, 

(i2)      f    dx  f    f(x,y)dy  =■  ii(\,\)  —  u(\,b)  —  u{a,Y)-\-u{a,b). 

Plaçons-nous  maintenant  dans  une  hypothèse  un  peu  différente,  en  rem- 
plaçant les  deux  côtés  du  rectangle  par  un  arc  de  courbe  tel  que  AB 
{Jig.  21),  où  l'ordonnée  va  constamment  en  diminuant  lorsque  l'abscisse 
augmente. 

Soit /(ar,  y)  une  fonction  continue  à  l'intérieur  du  rectangle  ACBD; 
M  étant  un  point  quelconque  de  ce  rectangle,  les  parallèles  aux  axes 
menées  par  M  rencontrent  l'arc  AB  en  deux  points  P  et  Q  respectivement, 
et  l'intégrale  double 


F(X,Y)=  f  f       f(x,y)dxdy, 


étendue  à  l'aire  du  triangle  mixtiligne  PMQ,  est  une  fonction  continue 
dans  ce  rectangle.  En  écrivant  cette  intégrale  double  sous  la  forme  (7),  on 
en  déduirait  aisément  qu'elle  satisfait  aussi  à  la  relation  (9).  On  peut 
encore  le  voir  directement  comme  il  suit.  Donnons  à  X  et  à  Y  des  accrois- 
sements Il  et  /  ;  on  passe  ainsi  du  point  M  au  point  voisin  M'. 
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Désignons   par  (i),   (•'.),   (3),  (i  )   les   intégrales   doubles   étendues   a\ix 
domaines  désignés  par  les  mêmes  chiffres  sur  la  figure.  On  a 

F(X -H  A,  Y -H  Â-)  =  (i) -.- (2) -T- (  3  ) -4-(4  ), 
l-,X-^h,  Y)  =  (i)-i-(3),         F(3-.  Y- A-)  =  (i)V(i), 


iil- 
/i/.  ' 


et.  par  suite, 

F(X^/<.  Y  — /.)  — F(X,  \  ^Aj  —  ¥(\^ii,  Y)-f-  l'iX,  Y) 
AI 

(*-  F 
le  rapport  ilans  le  premier  membre  a  pour  limite  — r.         lorsque  /(  et  /; 

tendent  vers  zéro  (n"  22).  D'autre  part,  si  l'on  applique  la  formule  de  la 
moyenne  à  l'intégrale  double  (4),  il  vient  (  4)  = /'A'/(X -^  0/;,  Y-^6'A'). 
En  faisant  tendre  h  et  k  vers  zéro,  on  obtient  précisément  la  formule  (g;. 

Fig.  51. 


L'intégrale  F(X,  Y)  de  l'équation  (g)  est  nulle  tout  le  long  de  AB.  Il  en 
est  de  même  de  ses  deu\  dérivées  partielles  du  premier  ordre;  on  voit  en 
effet  immédiatement  sur  la  figure  que,  si  le  point  M  est  sur  .\B,  à  un  accrois- 
sement A  de  X  correspond  un  accroissement  infiniment  petit  du  second 
ordre  de  F(X,  Y). 

La  formule  (12)  est  analogue  à  la  formule  fondamentale  (  8  )  (voir  a"  78). 

La  formule  suivante  offre  aussi  une  certaine  analogie  avec  la  formule 
d'intégration  par  parties. 

Soit  A  une  région  finie  du  plan,  limitée  par  une  ou  plusieurs  courbes 
de  forme  quelconque.  Une  fonction  /{Jr,  y),  continue  dans  X,  varie  entre 
un  minimum  l'o  et  un  maximum  V.  Imaginons  qu'on  ait  tracé  les  courbes 
de  niveau  f{x,y)  =  v.oii  v  est  compris  entre  lo  et  V,  et  supposons  qu'on 
puisse  trouver  l'aire  de  la  portion  de  A  pour  laquelle  f{x,  y)  est  compris 
entre  Co  et  v.  Cette  aire  est  une  fonction  F(f  )  qui  croît  avec  v,  et  l'aire 
comprise    entre    deux    courbes    de   niveau   infiniment   voisines   est   égale 
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à  F(t--i-Aij)  —  F(i)  =  Ac  F'(i' -(- 0  At>).  Si  l'on  décompose  cette  aire  en 
parties  infiniment  petites  par  des  lignes  joignant  les  deux  courbes  de 
niveau  voisines,  on  peut  prendre  dans  chacune  de  ces  parties  un  point  (^,  iq), 
tel  qu'on  ait  f{\,  y))  =  1^  +  0  Ac,  et  la  somme  des  éléments  de  l'intégrale 
double    /     /  fdxdy,  provenant  de  cette  région,  a  pour  expression 

(l'^e  Ar)F'(f -l-6if)ii'. 
L'intégrale  double  est  donc  égale  à  la  limite  de 

Ifc  +  O  Ac)  F'Cc^e  Ap)  At-, 
c'est-à-dire  à  l'intégrale  simple 

f    vF'{v}di-=XF{\}—  f    T(i-)di'. 

Cette  méthode  est  surtbut  commode  lorsque  le  champ  d'intégration  est 
limité  par  deux  courbes  de  niveau 

Soit,  par  exemple,  à  évaluer  l'intégrale  double    /     /  / 1  -^  .c- -t- y-  d.r  dy 

étendue  à  l'intérieur  du  cercle  x--i-y-=  i  Si  nous  posons  v  =  y  i  -i-  .r^-i-_y-, 
le  champ  d'intégration  est  limité  par  les  deux  courbes  de  niveau  p  =  i, 
V  =  y/Ç,  et  la  fonction  F(i'),  qui  est  l'aire  d'un  cercle  de  rayon  \/v- —  i, 
est  égale  à  7:(i- —  i).  L'intégrale  double  est  donc  égale  à 


r 


!c/l^=   ^(2/2  —  l)        ('). 


La  formule  précédente  s'étend  aisément  aux  intégrales  doubles 

/  //( •'■' r) ?(■>-'' y) dr dy, 

en  désignant  par  F(  ^')  l'intégiale  double    /     /  œ(  J.  y)  dx  dy,  étendue  à  la 
portion  du  champ  d'intégration  limitée  par  la  courbe  de  niveau  i-  —  f(x,y). 

123.  Formtile  de  Green.  —  Si  la  fonction /(x,  j^-)  est  la  dérivée 
partielle,  par  ra|)port  à  x  ou  à  y,  d'une  fonction  connue,  une  des 
inlégralious  s'efl'eclue  immédialenienl  et   l'on  est  ramené  à  une 

(')  On  trouvera  de  nombreuses  applications  de  cette  méthode  dans  un  Mémoire 
de  M.  Catalan  (Journal  de  Lioaville,  i"  série,  t.  IV,  p.  233). 
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seiilo  f|iiadrature.  Celte  rcmarcjiu;  l>icii  simple  conduit  à  une  for- 
mule imporlante,  appelée  Jorniiilc  ili'  Gicen  . 

Gonsidf'rons    d'abord     une     inléj;iale     douhle      /    /  — dx  dy, 

étendue  à  la  portion  du  plan,  limilt'-e  par  un  contour  C  tel  que 
celui  d(,'  la  (igure  20,  composé  de  deux,  segments  de  droites  Â.A',  BB' 
parallèles  à  O  »•  et  de  deux  arcs  Am,B,  X'm^M'.  Une  paral- 
lèle à  Oy  comprise  entre  AA'  et  BB'  rencontre  les  arcs  A««iB 
et  \.'m,\i'  en  deux  points  m,  et  ni-,  d'ordonnées  y,  el  y^.  L'inté- 
oia!e  double  a  ])Our  expression,  en  inléyranl  d'abord  par  rapport 

Mais  les  deux  intégrales    /      P(.r,  je,  )  c/x,    /     P(.r,  y-j)  r/o;  sont 

précisément  des  intégrales  curvilignes  prises  respectivement  le 
long  des  arcs  Aoti  B  et  A'moB'.  Comme  les  intégrales  curvilignes 

/     P</.r,   /    V  dx  sont  nulles,  nous  pouvons  éciire  la  formule  pré- 
cédente 

(i3) 


.ff^^'-^'^^-fj'-' 


l'intégrale  curviligne  étant  prise  le  long  du  contour  C  dans  le  sens 
direct,  si  les  axes  ont  la  disposition  de  la  figure.  Pour  étendre  la 
formule  à  une  aire  limitée  par  un  contour  de  forme  quelconque, 
on  procède  comme  plus  haut  (n"  96)  en  partageant  celte  aire  en 
plusieurs  autres  par  des  transversales,  de  façon  que  le  contour  de 
chacune  des  aires  jjartielles  satisfasse  à  la  condition  précédente,  et 
appli(juant  la  formule  à  chacune  d'elles.  On  établit  de  même  la 
Ibrmule 


('4) 


l'intégrale  curviligne  étant  toujours  prise  dans  le  même  sens.  En 
retranchant  les  égaillés  (i3)  et  (i4  ).  'I  \ient 


(i5) 


x,''"'"""--/ns-ï)"-'- 
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l'intégrale  double  étant  étendue  à  l'aire  limitée  par  C.  C'est  la 
formule  de  (îreen,  qui  a  d'importantes  applications.  En  posant 
Q^=  X,  P  =  —  y,  on  retrouve  la  formule  obtenue  plus  haut  (n^OÔ) 
qui  exprime  l'aire  d'une  courbe  fermée  par  une  intégrale  curvi- 
ligne. 

En  désignant  par  a',  P'  les  angles  de  la  normale  intérieure  avec  les  axes 
(voir  n"  96),  on  peut  encore  écrire  la  formule  de  Grcen,  en  remplaçant  Q 
par  —  Q, 

(i5')  /    I   (-j^  ^—\  dT  dy -T-  I  (P  cos'^' -h  Q^cosoi')ds  =  o. 

Cette  formule  est  indépendante  de  la  disposition  des  axes  Ox,  Oy.  La 
formule  fi5)  s'applique  aussi,  quelle  que  soit  cette  disposition,  pourvu 
qu'on  définisse  le  sens  direct  de  parcours  d'un  contour  fermé  comme  plus 
haut  (note  de  la  page  -ni). 

Remarque.  — ■  Remplaçons  P  par  un  produit  de  deux  facteurs  hc 
dans  la  formule  (i3);  il  vient 

//"  ^ '^■^  ""^  ^.  f  S" ?  ''^"  '^^'  "  ~/t: ,  ""  '^•^' 
et  par  suite 

/     /  Il  —  dx  dv  = —  /     iiidr —   /     /  c  —  d.r  dr. 

J  J     ày       ^        ./,c,  J  J    ^y 

On  trouverait  de  même 

/  j  "  £  '^^  '^y  =X,  ""  '^y  -ff"  Z  ^•'^  ''y- 

L'analogie  avec  la  formule  d'intégration  par  parties  est  évidente. 


II.  —  CHANGEMENTS  DE  VARIABLES.  —  VOLUMES. 
AIRE  D'UNE  SURFACE  COURBE. 

Pour  évaluer  une  intégrale  double,  nous  avons  supposé  ju.sqii  ici 
qu'on  décomposait  le  champ  d'intégration  en  rectangles  infîni- 
nient  petits  par  des  parallèles  aux  axes  de  coordonnées.  Nous 
allons  maintenant  supposer  qu'on  décompose  le  champ  d'intégra- 
tion par  deux  familles  de  courbes  absolument  quelconques. 
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124.  Formule  préliminaire.  —  Solenl  u  et  v  les  coordoarn'cs 
iTiin  point  par  rapport  à  un  svstrnic  d'axes  rectangulaires  dans  un 
plan.  T  et  y  les  coordonnées  (riin  antre  point  par  rapporl  à  un 
antre  système  d'axes  rectangulaires  de  iniMue  disposition  (pie  les 
premiers,  dans  le  même  plan  on  dans  un  plan  diU'érent.  Les  for- 
mules 

(ifi)  x=/(u,v),         r  =  tp((/,i') 

définissent  une  certaine  correspondance  entre  les  points  de  ces 
deux  pians.  Nous  supposerons  :  i°  rpie  ces  fonctions  /{n-,  t'), 
a(M,  (')  sont  continues  et  admettent  des  dérivées  partielles  con- 
tinues, lorsque  le  point  («,  ç)  décrit  une  portion  A|  du  plan 
(m,  v)  limitée  par  un  contc^ur  C,  ;  2"  que  les  formules  (16)  font 
correspondre  à  la  portion  A,  du  plan  ( //,  v)  une  portion  A  du 
plan  (j%  1'),  limitée  par  un  contour  C,  et  ([ii  il  y  a  correspondance 
iinivoquc  entre  les  points  des  deux  aires  et  des  deux  contours,  de 
façon   qu'à   un   point  de   A  ne   correspond    qu'un   point   de    Ai; 

3"  que  le  déterminant  fonctionnel  A  ^  ,,  /  '  \  ne  chanae  pas  de 
'  D('<,  c)  °     ' 

signe  à  l'intérieur  de  G,  (il  peut  d'ailleurs  s'annuler  en  certains 
points  de  A,  ). 

Il  peut  encore  se  présenter  deux  cas.  Lorsque  le  point  (m,  c) 
décrit  le  contour  C,  dans  le  sens  direct,  le  point  {x.  y)  décrit  le 
contour  G  en  marchant  toujours  dans  le  même  sens,  qui  peut  être 
le  sens  direct  ou  le  sens  inverse.  Nous  dirons,  suivant  les  cas,  que 
la  correspondance  est  directe  ou  inverse. 

Gela  posé,  l'aire  Q  de  la  portion  A  du  plan  a  pour  expression 

0=  /'  rdy. 

"-'(  c.  i 

l'intégrale  étant  prise  le  long  du  contour  C  dans  le  sens  direct.  Si 
l'on  emploie  le  changement  de  variables  défini  par  les  formules  (16), 
on  a  encore 

Q.  =±  f    f(ii,v)do(tt, 


O, 


la  nouvelle  intégrale  étant  prise  le  long  de  G,  dans  le  sens  direct; 
on  doit  prendre  le  signe  -\-  ou  le  signe  — -,  suivant  cpie  la  corres- 
|)ondance  est  dh-ecte  ou  inverse.  Appliquons  à  celte  nouvelle  inté- 
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erale  la  formule  de  Green,  en  posant  u  =  x,   ('=;')■,   l'=/"-ii 
o  1  -  '    Ou 

Q  =_/'—;-?  ce  (lui  nous  donne  {^voir  plus  loin  Exercice  13.  p.  355) 


el  il  vient 

(■7) 


D((/,  (') 


fjUa,.ul,iu..)=Jf^^^^^^dacl., 


ou  encore,   en  ;ippli(|uanl  à  l'intégrale  double  le  théorème  de  la 
moyenne, 


(•:') 


(?,  ■i\)  étant  les  coordonnées  d'un  point  intérieur  à  G,,  et  Q|  l'aire 
de  la  portion  A,  dû  plan  (»,  i).  On  voit  d'abord  qu'on  doit 
prendre  le  signe  +  ou  le  signe  —  devant  le  second  membre, 
suivant  que  A  est  lui-même  positif  ou  négatif.  Par  suite,  la  corres- 
pondance est  direcle  ou  im^erse,  suivant  que  \  est  positif  ou 
négatif  (cf  Exercicea  13  et  1-4,  p.  iGi). 

La  formule  (17')  établit  une  analogie  de  plus  entre  les  détermi- 
nants fonctionnels  et  les  dérivées.  Imaginons,  en  effet,  que  la  por- 
tion Al  du  plan  diminue  indéfiniment  dans  tous  les  sens,  tous  les 
points  tendant  vers  un  point  déterminé  (u,  v).  Il  en  sera  de  même 
de  A,  et  le  rapport  des  aires  Q,  Q,  a  pour  limite  la  valeur  absolue 
du  déterminant  A  ;  de  même  que  la  dérivée  est  la  limite  du  rapport 
de  deux  éléments  linéaires,  A  est  la  limite  du  rapport  de  deux  élé- 
ments superficiels.  La  formule  (17')  est,  à  ce  point  de  vue-là, 
l'analogue  de  la  formule  des  accroissements  finis. 

Remarques.  —  Les  hypothèses  que  nous  avons  faites  sur  la  correspon- 
dance entre  A  et  A]  ne  sont  pas  toutes  indépendantes.  Ainsi,  pour  que  la 
correspondance  soit  univoque,  il  est  nécessaire  que  A  ne  change  pas  de 
signe  dans  la  portion  Ai  du  plan  (u,  v).  Supposons,  en  efl'et,  que  A  soit  nul 
tout  le  long  d'une  courbe  ^i,  séparant  la  région  de  Ai  où  A  est  positif  de 
la  région  où  A  est  négatif.  Prenons  un  petit  arc  /«l'/i  de  71  et  une  région 
très  petite  de  Ai  renfermant  l'arc  m,/ii;  elle  se  décompose  en  deux 
régions  «i  et  a',  ayant  ni^rii  pour  ligne  de  séparation  (Jig.  22). 

Lorsque  le  point  («,  v)  décrit  l'aire  «1,  où  A  est  positif,  le  point  (a?,  y) 
décrit  une  aire  a,  de  contour  ninpm,  et  les  deux  contours  mtnip,m,, 
mnpin  sont  parcourus  en  même  temps  dans  le  sens  direct.  Lorsque  le 
point  (m,  v)  décrit  l'aire  a\,  où  A  est  négatif,  le  point  {x,  y)  décrit  une 
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aire  a',  dont  le  conloiir  ninqr  doit  être  décrit  dans  le  sens  inverse, 
lorsque  n^myg^n^  est  décrit  dans  le  sens  direct.  Cette  aire  a'  doit  donc 
recouvrir  en  partie  l'aire  précédente  a:  à  tout  point  {x,y)  de  la  partie 
commune  nrrn  cori  espondent  deux  points  ((/,  v)  de  part  et  d'autre  de  la 
ligne  «il  «|. 

Posons,  par  exemple.   X  =  x.  V  =  _^K-  ;   on  a  A  =  'iy.  Si  le  point  (  .r,  y) 


décrit  une  aire  fermée  renfermant  un  segment  ab  de  l'axe  des  x.  on  voit 
sans  peine  que  le  point  (X,  Y)  décrit  deux  aires  situées  au-dessus  de  l'axe 
des  X,  et  terminées  l'une  et  l'autre  à  un  même  segment  AB  de  cet  axe. 
Une  feuille  de  papier  repliée  sur  elle-même  suivant  une  ligne  droite  tra- 
cée dans  cette  feuille  donne  une  idée  nette  de  la  surface  décrite  par  le 
point  (X,  Y). 

Jl  ne  suffit  pas  que  A  conserve  le  même  signe  dans  Ai  pour  que  la  cor- 
respondance soit  univoque.  Prenons  par  exemple  X  =  x-  —  y-,  Y  ^ixy, 
le  jacobien  ^  ^=  \{x--~- y-)  est  toujours  positif.  Or,  les  formules  précé- 
dentes peuvent  s'écrire,  en  désignant  par  (r,  0),  (R,  lo)  les  coordonnées 
polaires  des  deux  points  {x,y),  (X,  Y)  respectivement,  K  =  /-.  lo  =  26. 
Cela  posé,  faisons  varier  r  de  a  à  b(a<ib)  et  6  de  o  à  7: -i- x  (  a  étant 

compris  entre  o  et  —  )•  Le  point  (R,  <o)  décrit  la  couronne  circulaire  com- 
prise entre  les  deux  cercles  de  r33'ons  a-  et  b-.  Mais  à  toute  valeur  de 
l'angle  10  comprise  entre  o  et  aa  correspondent  deux  valeurs  de  G,  l'une  6j 
comprise  entre  o  et  a,  l'autre  entre  t  et  tt-i-  a.  On  peut  encore  se  repré- 
senter l'aire  décrite  par  le  point  (X,  Y)  au  moyen  d'une  couronne  circu- 
laire en  papier  qui  se  recouvrirait  partiellement. 


125.  Changement  de  variables  :  première  méthode.  —  Conser- 
vons le>  hv|)Ollièses  faites  plus  haut  sur  les  régions  A  et  A,,  et 
les  formules  (16),  et  soit  F{x,  y)  une  fonction  continue  dans  la 
région  A.  Décomposons  la  région  .\,  en  régions  plus  petites  a,, 
0L.2,  ....  7.„  dune  façon  arbitraire;  il  y  correspond  une  division  de 
la  région  A  en  régions  plus  petites  a,,  a-,,  ...,  a„.  Soient  10/ et  a-, 
les  aires  des  deux  régions  correspondantes  «,  et  a,  ;  on  a,  d'après 
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la  formule  (i  -'), 

1  D(/.?)  I 


D(m,-,  IV) 


(/,.  r,  étant  les  coordonnées  diin  point  de  la  région  a,.  A  ce 
point  {iii,  Vi)  correspond  un  point  Xi^/{ui,  Çj),  yi=  '^(tij.  r,) 
de  la  région  «,-.  En  posant  <!>(«,  i')^F[f{u,  c),  »(«,  i')],  nous 
pouvons  donc  écrire 


en  passant  à  la  limite,  nous  obtenons  l'égalité 

(.8)     f  f   ¥{x.,y)dxdy=  f  f    Ff/(«,  i-),  ç(«,  ^0]  |§{^  |  «?« 


dv. 


Donc,  pour  effectuer  un  changement  de  variables  dans  une 
intégrale  double,  on  doit  remplacer  x  et  y  par  leurs  valeurs 
en  fonction  des  nouxelles  variables  «,  c,  et  le  produit  dx  dy 
par  \\\  dudv.  Quant  au  nou^  eau  cbamp  dinlégralion.  nous  avons 
expliqué  comment  on  le  détermine. 

Pour  trouver  entre  quelles  limites  doivent  être  eirecluées  les 
intégrations  qui  dojjnent  la  valeur  de  la  nouvelle  intégrale  double, 
il  est  en  général  inutile  de  tracer  le  contour  C|  du  nouveau  champ 
d'intégration  A|.  Considérons,  en  effet,  u  et  i>  comme  un  système 
de  coordonnées  curvilignes;  lorsque,  dans  les  formules  (i6),  on 
attribue  à  lune  des  variables  u,  v  une  valeur  constante,  et  qu'on 
fait  varier  l'autre,  on  obtient  deux  familles  de  courbes  u  =  const., 
V  =  const.  D'après  les  hypothèses  faites  sur  les  formules  (i6),  par 
chaque  point  de  la  région  A  il  passe  une  courbe  et  une  seule  de 
chacune  des  deux  familles.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'une 
courbe  c  =  const.  rencontre  le  contour  C  en  deux  points  seule- 
ment M,,  Ma  correspondant  aux  valeurs  u^,  Un  de  u(u,<i  «2)  et 
que  toutes  les  courbes  (v)  rencontrant  le  contour  C  sont  comprises 
entre  les  deux  courbes  t'^w,  v^bia<^b){fig.  28).  Alors,  si  l'on 
intègre  d'abord  par  rapport  à  u,  v  restant  constant,  on  doit  faire 
varier  u  de  m,  à  «2  (t/,  et  u^  sont  en  général  des  fonctions  de  c)  et 
intéiîTer  ensuite  le  résultat  entre  les  limites  a  et  b. 
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L'iutégrale  double  clierchée  a  donc  pour  expression 
I      ch    I       F{/{u,v),'^(u,i' )]\\\diidf. 

Un  cliangement  de  variables  revient  au  fond  à  décorn|joser  le 
champ  d" intégrât! on  en  régions  infînimenl  petites  par  les  deux 
systèmes  de  courbes  (u)  et  (v).  Soit  co  l'aire  du  quadrilatère  cnr- 
\iligne  limité  par  les  courbes   (u),  (u  -{-  du),  (v),  {(^ -{- di>),  où 


du  el  dv  sont  positifs;  à  ce  quadrih.lère  correspond,  sur  le  plan 
{u,  r),  un  rectangle  de  côtés  du  et  dv.  Ou  a  donc,  d'après  la  for- 
mule (17'),  w=|i(ç,  ■f^)\dudp,  ;  étantxompris  entre  «el  u+du, 
y,  entre  c  et  v-i-dv.  L'expression  (A(«,  v)\dudi'  s'appelle  Vélé- 
inenl  d'aire  dans  le  système  de  coordonnées  (m,  v).  La  valeur 
exacte  de  w  est  co  =  j|  A(a,  (')|4-s  |  dudv,  e  étant  infiniment  petit 
en  même  temps  que  du  et  dv.  Mais,  quand  on  cherche  la  limite 
de  la  somme  SF(.r,  y)^,';  on  peut  négliger  s;  en  effet,  A(m,  v) 
étant  une  fonction  continue,  on  peut  supposer  les  courbes  («) 
el  {v)  assez  rapprochées  pour  que  ions  les  e  soient  moindres  en 
valeur  absolue  que  tout  nombre  positif  donné  et,  par  conséquent, 
pour  (pie  la  somme  ^F{x,  y)tdudv  soit  elle-même  plus  petite 
en  valeur  absolue  que  tout  nombre  positif. 

126.  Exemples  :  \"  Coordonnées  polaires. —  Supposons  qu'on 
passe  des  coordonnées   rectangulaires  aux  coordonnées   polaires. 
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On  a  x:^pcosw,  _j^=psin(0,  et  l'on  oblienl  tous  les  points  du 
plan  en  faisant  varier  p  de  zéro  à  +  ce,  et  to  de  zéro  à  au.  On 
trouve  A=p,  de  sorte  que  l'élément  d'aire  est  pdtiidp,  comme  la 
Géométrie  le  montre  sans  peine.  Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse 
d'évaluer  uae  intégrale  double  dan.s  la  portion  du  plan  limité  par 
un  arc  ABqui  n'est  renconiré  qu'en  un  point  par  une  demi-dioile 
issue  de  l'origine,  et  par  les  deux  droites  OA,  OB  faisant  avec  Ox 
des  angles  w,,  co,.  Soit  R  =  cj(to)  l'équation  de  l'arc  AB;  to  étant 
compris  entie  to,  et  Wn,  p  peut  \ariei-  de  zéro  à  R,  et  l'intégrale 
double  de/'(a7,  t)  a  pour  valeur 


/        dhi  j      _/"(  p  cosoj,  p  sin(jû)p  f/p. 


Si  l'arc  AB  forme,  une  courbe  fermée  comprenant  l'origine  à 
son  intérieur,  on  prendra  w,=o,  0)2=27:.  Tout  clianip  d'intégra- 
tion peut  être  décomposé  en  plusieurs  régions  telles  que  la  précé- 
dente. Supposons,  par  exemple,  que  le  conlour  C  soit  une  1  ourbe 
fermée  convexe  laissant  l'origine  à  l'extérieur.  Soieni  OA  el  OB 
les  langentes  menées  par  l'origine  à  ce  conlour,  R,=y',  (w), 
R2=ya(w)  les  équations  des  deux  arcs  de  courbe  AISB,  AMB. 
Pour  une  -valeur  donnée  de  to,  comprise  entre  to,  et  too,  P  peut 
varier  de  R,  à  Ro,  et  l'on  a  pour  valeur  de  l'intégrale  doulilc 


j        dio  j       _/(  p  coso),  p  siino)p  c?p. 


2°    Coordonnées  eUiplirjues    —  Considéions   une  famille   de   coniques 
honîiofocales 

(.9) 


où  X  désigne  un  paramètre  arbitraiie.  Par  tout  point  du  plan  passenl  deux 
coniques  de  celte  espèce,  une  ellipse  et  une  liyperbole,  car  l'équation  (19) 
a,  quels  que  soient  x  et  y,  une  racihe  \  supçrieiue  à  c^,  et  une  racine 
positive  \j.,  inférieure  à  c-.  De  la  relation  (19)  et  de  la  relation  analogue, 
où  X  est  remplacé  par  [j^,  on  lire 


(20) 


v/(X-c^)(c'^— |x)  (o^|ji£c2SX); 


pour   éviter  toute  ambiguïté,  nous  ne  considérons  que  la  région  du  plan 
.des  xy  située  dans  l'angle  xOy.  Cette  région  correspond,  point  par  poinl. 
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(l'une   façon   uiiivoque,   à   la  région  du   plan  (  ).,   aj  limilce  par  les  droites 
>,  =  c2,  IX  =  o,  ;jt  =  r2. 

Lorsque   le   point  ().,  ;a  )  décrit  le  eontiiur  de  celte  région  dans  le  sens 

.yi  ■ .1.1         I 


Ol   — >■  F  >■  J^ 


indiqué  par  les  llèches,  les  formules  ( -^o  i  montrent  que  le  point  (a-,  y) 
décrit  les  deu\  axes  Ot,  Oy  dans  le  sens  indiqué  par  les  fléchas.  F.a  cor- 
respondance est  donc  inverse;  c'est  ce  qu'on  vérifie  en  calculant  A, 

Dix.  )  1  1  >.  —  'ji 


DO.,  a) 


v''-;^"— ^-v)"-'— : 


127.  Changement  de  variables  :  deuxième  méthode.  —  Nous 
allons  établir  la  formule  générale  (  18)  par  une  autre  métliode,  qui 
sappuie  uniquement  sur  la  façon  même  dont  on  calcule  une  inté- 
grale double.  Nous  conserxons,  bien  entendu,  les  hypothèses 
laites  au  déi)ut  sur  la  correspondance  entre  les  points  des  deux 
régions  A,  A,.  (!)bservons  d'abord  cpie,  si  la  formule  est  vraie 
pour  deux  transformations  particulières, 


.r  =  /(  a.  i-  (. 
^  =  3(  «,!.•), 


./i(«', '-'), 


elle  est  vraie  pour  la  transformation  obtenue  en  les  etlectuanl  suc- 
cessivement: cela  résulte  de  la  propriété  connue  des  déterminants 
fonctionnels  (n"  ou) 


D(u',v')        Ddi.i')    l)(u',ç') 

De  même,  si  la  formule  est  vraie  pour  plusieurs  régions  distinctes 

V.  B,  C,   ..  .,    L,  auxquelles  correspondent  des  régions  A,,  B,, 

C|.  . .  .,  L( ,  elle  est  vraie  aussi  pour  la  région  A  -t-  B  -f-  C  -|-. .  .-|-  L. 

Lnfin.  la  formule  est  vraie  si  le  changement  de  variables  se  réduit  à 

<"...  I.  >, 
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une  iransformalion  de  coordonnées 

./•  =  .To-T-  .r'cosa  — _)''sina,        y  ^  y „ -+-  a-' s\n  v.  -^  y'  cos  n  ; 
on  a  A  =  I ,  et  les  deux  intégrales  sonl  égales 

/     /    F  I  T.  y)  dr  dy 

'     "-'ai 

=    /     /     F  (.To-T- .r'cosa — y'i\\\%,ya  +  x'i'\n:i-\-y'coi3.)dx'dy', 

•-■       ^'(A'i 

d'après  la  délmilion  même  des  iiilégrales  doubles. 

Cela  posé,  nous  allons  d'abord  démontrer  la   formule  pour  la 
transformation  particulière 


(7.0 


x  =  o(x',y'),         y=y, 


qui  fait  correspondre  à  la  région  A  une  région  A'  comprise  entre 
les  mêmes  parallèles  à  0.r,  j' =j'o7  J'=jKi-  Nous  supposons  qu'à 
tout  point  de  A  ne  correspond  qu'un  point  de  A.'  et  inversement. 
Si  une  parallèle  à  Ox  ne  rencontre  le  contour  C  de  A  qu'en  deux 
points,  il  en  sera  de  même  du  contour  C  de  A'.  Aux  deux  points  ;»o 

Fig.  aô. 


tt  «?  I  d'ordonnée  v  du  contour  C  correspondent  deux  points  m'^ 

et  //(',  du  contour  C.  Mais  il   peut   se  présenter  deux  cas  suivant 

que  la  correspondance  est  directe  ou  inverse.  Pour  distinguer  les 
1  -do  .   .^  ^  ,     , 

deux  cas,  remarquons  que,  si  -r^,  est  positii,  x  croit  avec  x  ,   les 

points  /»Q  et  nt^,  /»^  et  in\  sont  disposés  comme  la  figure  25  l'in- 
ilique,  et  la  correspondance  est  directe.  Au  contraire,  si  y-,  était 
négatif,  la  correspondance  serait  inverse. 

Prenons  le   [)remier  cas,   et  soient  a;o,  Xi ,  X'J,,  .r',  les  ;ibscisses 
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des  points  mo,  m,,  w'„,  m[.  On  a,  en  appliquant  la  formule  du 
changement  de  variable  dans  une  intégrale  simple, 

/"''  /"'i  do  . 

/        F (.V.  r}djr  =   j        F[oi.T',y'),y]—^,dx', 

y  el y'  étant  considérés  comme  constants,  et,  par  suite. 

Mais  le  jacoljien  se  réduit  ici  à  -—-.  cl  la  formule  précédente  peut 
s'écrire 

j    f  F(x,  y)  dx  dy  =   f   f   F  ['f  (.r,  y  ),  y']  \\\  dx' dy' . 
La  formule  se  démontre  de  la  mèiue  façon  si  — ^  est  néealif  et 

r)x  ° 

s'étend  évidemment  à  une  région  limitée  par  un  contour  de  forme 
quelconcpie. 

On  établira  tout  pareillement  qu'en  posant 

(22)  X  =:  x' ,         y  ^ ')j{x',  y'), 
on  a  la  formule 

/     /     Fyx, y)dxdy  =    j    j     F  [x\  'hix',  y')]\\\  dx' dy', 

le  nou\eau  cliamp  d'intégration  A'  correspondant  point  par  point 
à  la  région  A. 

Considérons    maintenant    les    formules    générales    de    transfor- 
mation 

(23)  a-=/(r,,„v,).        r  =./i<>i'ri). 

et,  pour  |)lus  de  clarté,  désignons  par  (x,y),  (X(,  ri)les  coor- 
données de  deux  points  correspondants  m,  M,,  par  rapport  à  un 
même  système  d'axes.  Soient  A,  A|  les  régions  correspondantes 
limitées  par  les  contours  C,  C,.  Si,  aux  deux  points  ni,  M,,  on 
associe  un  point  m'  de  coordonnées  .r'^  .r,,  j^=  y,  ce  point /w' 
décrit  une  région  auxiliaire  A',  et  nous  supposerons  d'abord  (pi'elle 
correspond  point  par  point  à  chacune  des  régions  A,  X,.  Entre  les 
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six   coordonnées  x,  y,  ^,,  j-j,  x\  y\    on  a  les   quatre  relations 

on  en  lire  d'abord 

(i/,)  x'=a-i.         J-'=/i(a-,,7i); 

ce  qui  définit  une  transformation  de  la  forme  (22)  De  la  rela- 
tion y'  =/,  {x',  y,  )  on  tire  ensuite  j',  =;  -  [x',  y')  et,  par  suite, 

(25)  ^  =  /(^',j)'i)  =  ?(^',i''),      y=y- 

La  transformation  considérée  ( '.^3)  résulte  donc  des  deux  transfor- 
mations particulières  (24)  et  (20),  auxquelles  s'applique  la  for- 
mule géuérale.  Elle  s'applique  donc  aussi  à  la  transformation  (aS) 
elle-même. 

Remarque.  —  Nous  avons  supposé  que  la  région  décrite  par  le 
point  m'  correspondait  point  par  point  à  chacune  des  aires  A,  A,. 
On  peut  toujours  supposer  qu'il  en  est  ainsi.  Eu  effet,  considérons 
les  courbes  de  la  région  A,  qui  correspondent  aux  droites  de  A 
parallèles  à  Ox.  Si  ces  courbes  ne  sont  rencontrées  qu'en  un  |ioint 
par  une  parallèle  à  Oy,  il  est  clair  qu'à  un  point  m  de  A  ne  corres- 
pondra qu'un  point  m'  de  A'.  11  suffira  donc  de  partager  l'aire  A, 
en  régionsassez  petites  pour  que,  dans  chacune  d'elles,  la  condition 
soit  satisfaite.  Si  ces  courbes  étaient  des  parallèles  à  Oy,  on  com- 
mencerait par  effectuer  sur  (x,,  y,)  une  transformation  de  coor- 
données. 

128.  Volumes.  —  De  même  que  la  notion  inluitise  de  l'aire 
d'une  courbe  plane  conduit  à  la  notion  analytique  d'intégrale 
définie  (n"**  b9  à  71),  de  même  l'expression  analytique  que  nous 
avons  prise  pour  définition  d'une  intégrale  douijle  pourrait  se 
déduire  de  la  notion  intuitive  du  volume  limité  par  un  cylindre, 
un  plan  perpendiculaire  aux  génératrices  et  une  portion  de  surface  ■ 
quelconque.  Laissant  de  côlé  cette  extension  bien  (acile  du  raison-  f 
nement  employé  plus  haut  (n"  70),  nous  allons  inversement 
donner  une  définition  purement  analytique  du  volume  limité  par 
une  surface  fermée.  Soit  2  une  surface  fermée,  qui  décompose 
l'espace  en  deux  domaines  distincts,  un  domaine  intérieur  D, 
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cl  iiii  (liim;iirie  exlérieur  D';  deux  points  d'un  même  domaine 
|ieu\enl  lou|ours  être  joinis  par  une  ligne  polygonale  qui  ne  Ira- 
\eise  pas  la  urface  S,  tandis  que  toute  ligne  polygonale  joignant 
deux  points  de  deux  domaines  différents  a  au  moins  un  point 
commun  avec  !i!. 

l'our  définir  le  volume  d  un  pareil  domaine,  nous  snnroiis  exac- 
tement la  même  marche  cjue  ponr  définir  l'aire  d'une  courbe  plane. 
Appelons  domaine  polyédral  tout  domaine  borné  dont  la  fron- 
tière est  constituée  par  un  nombre  fini  de  domaines  polygonaux 
plans^  qu'on  a[)pelle  sei  faces.  Tout  domaine  polyédral  peut  s'ob- 
lenir  par  la  réunion  d'un  nombre  (ini  de  polyèdres  convexes,  et  son 
volume  a  été  défini  en  Géométrie  élémenlalre.  Cela  posé,  soient  P 
et  p  deux  domaines  polyédraux,  le  |)remiercontenant  D,  le  second 
contenu  dans  D,  V,,  et  V^  leurs  volumes  respectifs.  On  a  tou- 
jour  Vp>\y,,  et  par  suite  les  nombres  V,,  ont  une  borne  infé- 
rieure V,  tandis  que  les  nombres  V^  ont  une  borne  supérieure  V; 
de  plus,  on  a  V'_;\  .  Lorsque  \ '=:^  ,  on  dit  que  le  domaine  D  a 
un  volume  déterminé,  et  l'on  prend  le  nombre  V  pour  mesure  de 
ce  volume.  Les  propositions  suivantes  se  démontrent  comme  dans 
le  cas  des  aires  planes  (n"'  80  et  81  )  :  • 

Pour  que  le  domaine  D  ait  un  volume,  il  faut  et  il  suffit 
que,  quel  que  soit  le  nombre  positif  t,  on  puisse  trouver  deux 
domaines  polyédraux  P  et  p,  V un  contenant  D,  Vautre  con- 
tenu dans  D,  tels  que  la  différence  Vp —  \ p  soit  inférieure  à  t. 

Si  un  domaine  D  peut  se  décomposer  en  plusieurs  domaines 
l)i,  Do,  ...,  D,;,  dont  les  volumes  sont  respectivement  V,, 
\  o.  .  .  .,  \'„,  le  domaine  D  admet  un  volume 

V  =  \\-^\ .,+  ... +\„. 

Si  Von  divise  V espace  en  cubes  de  côté  p  au  moyen  de  plans 
parallèles  à  trois  plans  rectangulaires  et  équidistants,  la  somme 
des  volumes  des  cubes  intérieurs  à  D  a  pour  limite  levolumeV, 
lorsque  le  côté  p  tend  vers  zéro,  tandis  que  la  somme  des 
volumes  des  cubes  qui  ont  un  ou  plusieurs  points  communs 
avec  la  frontière  de  D  tend  vers  zéro. 

Prenons  d'abord  un  domaine  D  limité  par  un  cylindre  dont  la 
section  droite  est  une  courbe  plane  fermée  C  sans  point  double. 
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par  un  plan  Q  perpendiculaire  aux  géiiéralrices  du  cylindre  et  par 
une  portion  de  surface  S,  intérieure  au  cylindre,  que  toute  paral- 
lèle aux  génératrices  du  cylindre  rencontre  en  un  point  et  en  un 
seul.  Ayant  pris  le  plan  Q  pour  plan  des  xy,  'me  parallèle  aux 
génératrices  du  cylindre  pour  axe  des  5,  soit  z-^f{x,y)  l'équa- 
tion de  la  surface  S  ;/(a^,j')  est  une  fonction  conlinue  à  l'intérieur 
du  domaine  plan  d  intérieur  à  la  courbe  C,  section  droite  du 
cylindre  par  le  plan  z  =  o.  Nous  supposerons  de  plus  que  l'on  a 
f{x,y)^o.  Cela  étant,  efl'ecluons  un  carrelage  du  plan  des  xy 
au  moyen  de  parallèles  aux  axes  équidislantes  de  p,  puis  formons 
deux  domaines  polyédraux  P  et  p  de  la  façon  suivante.  Sur  chaque 
carré  mixte  du  plan  des  xy  plaçons  un  prisme  droit  ayant  pour 
base  ce  carré  et  pour  hauteur  la  borne  supérieure  M  de  f{x,y)  ; 
sur  chaque  carré  intérieur  à  C  plaçons  de  même  un  prisme  droit 
ayant  pour  base  ce  carré  et  pour  hauteur  la  borne  supérieure  Mj 
àef{x^y)  dans  le  carre.  11  est  clair  que  cet  ensemble  de  prismes 
forme  un  domaine  polyédral  P  qui  contient  D.  Sur  chaque  carré 
intérieur  plaçons  de  même  un  prisme  droit  ayant  pour  base  ce 
carré  et  pour  hauteur  la  borne  inférieure  /«/de  /{x,y)  dans  le 
même  carré.  L'ensemble  de.ces  nouveaux  prismes  forme  un  domaine 
polyédral/?  contenu  dans  D.  l^a  dill'érenceVp  —  V/;des  volumes  de 
ces  deux  domaines  polyédraux  esl  inférieure  à  Mr,  -1-  Aw,  yj  étant 
la  somme  des  aires  des  carrés  mixtes,  A  l'aire  du  domaine  rf,  co  la 
borne  supérieure  de  l'oscillation  de  f{x,  y)  dans  un  carré  de 
côté  p.  Or,  on  peut  prendre  p  assez  petit  pour  que  chacun  des  pro- 
duits My|,  Afo  soit  inférieur  à  tout  iiombre  donné  s.  Le  domaine  D 
a  donc  un  volume  déterminé. 

Ce  volume  est  égal  à  l'intégrale  double 

V=  f  ff{x,y)dxdy, 

car,  quel  que  soit  p,  le  volume  Vp  esl  supérieur  à  celle  intégrale 
double,  tandis  que  le  volume  V^  lui  esl  inférieur. 

Un  domaine  limité  par  une  surface  fermée  qui  n'est  rencontrée 
qu'en  deux  points  par  une  parallèle  à  Os  peut  être  considéré 
comme  la  différence  entre  deux  domaines  tels  que  le  précédent. 
Le  volume  sera  donc  égal  à  la  dift'érence  de  deux  intégrales  doubles. 
Enfin,  tout  domaine  limité  par  une  surface  fermée  quelconque,  qui 
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nest  rencontrée  qu'en  un  nombre  fini  de  points  par  une  parallèle 
à  O;,  se  décompose  en  un  certain  nombre  de  domaines  dont  la 
frontière  n'est  rencontrée  qu'en  deux  points  par  une  parallèle  à  Or. 
Le  volume  de  ce  domaine  s'exprimera  donc  par  une  somme  algé- 
brique d'intégrales  doubles. 

129.  Calcul  des  volumes.  —  Considérons,  comme  tout  à  l'heure, 
une  portion  de  l'espace  limitée  par  une  surface  S  située  au-dessus 
du  plan  xOy.  ce  plan  lui-même  el  un  cylindre  ayant  ses  généra- 
trices parallèles  à  O;;  nous  supposerons  que  la  section  par  le 
plan  ;  =  o  est  un  contour  tel  que  celui  de  la  figure  20,  formé  de 
deux  parallèles  à  l'axe  O^^et  de  deux  arcs  de  courbe  A»i,  B,  A'waB'. 
Si  3  ^f(^x,  y)  est  l'équation  de  la  surface  S,  le  volume  ainsi  limité 
a  pour  expression 

V=y    d.v   f   '/(T.jndj: 

Mais  l'intégrale    /     /(^,  y)  dy  représente  l'aire  -A>  de  la  section 

faite  dans  ce  volume  par  un  plan  parallèle  au  plan  des  yz,  et  la 
formule  précédente  peut  s'écrire 

(26;  ^~   I     •-^' d^- 

Or.  un  volume  limité  d'une  fa<;on  quelconque  est  égal  à  la  somme 
algébrique  d'un  certain  nombre  de  volumes  limités  comme  le  pré- 
cédent. Par  exemple,  pour  évaluer  le  volume  limité  par  une  surface 
fermée  convexe,  on  peut  circonscrire  à  cette  surface  un  cylindre 
avant  ses  génératrices  parallèles  à  Oz,  et  l'on  aura  à  calculer  la 
différence  de  deux  volumes  tels  que  le  premier.  La  formule  (26) 
s'applique  donc  à  tout  volume  compris  entre  deux  plans  paral- 
lèles x^a.  X  =  b(a<ib),  et  une  surface  de  forme  quelconque, 
'X  désignant  l'aire  de  la  section  faite  dans  ce  volume  par  un  plan 
parallèle  aux  premiers.  Supposons  l'intervalle  (a,  b)  décomposé 
en  intervalles  plus  petits  par  des  nombres  croissants  a,  x^,  x^,  ..., 
x„_,,  b,  et  soient  -A-o.  ~^i W-  •••  les  aires  des  sections  corres- 

pondant  aux  plans  x^=a,  j7  =  .r,, L  intégrale  définie    I     -X  dx 
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est  la  limite  de  la  somme 

tlsoC-ri  —  O)  -H  -.l)l(>2—  -^1  t  —.  .  .-h  -Xi-iiXi  —  .r,-  ,  I     -'..., 

dont  la  signification  géomélriqtie  est  évidente,  car-l.,_i  ûr, — ^.r,_,), 
par  exemple,  représente  le  volume  dune  tranche  cylindrique  ayant 
pour  base  la  section  faite  par  le  plan  .r  =  Xi_, ,  et  pour  hauteur  la 
distance  des  deux  plans  voisins.  Le  volume  cherché  est  donc  la 
limite  d'une  somme  de  tranchés  ovliudriques  infiniment  minces, 
définies  comme  la  précédente;  ce  qui  est  hien  conforme  à  la  notion 
vulgaire  du  volume. 

Si  l'on  connaît  l'expression  de  l'aire  .1,  en  fonction  de  .r,  le 
volume  cherché  s'obtient  par  une  seule  quadrature.  Supposons, par 
exemple,  qu'on  veuille  avoir  le  volume  compris  entre  une  surface 
de  révolution  et  deux  jjlans  pei'pendiculaires  à  l'axe.  Cet  axe  étant 
pris  pour  axe  des  x,  soit  z-=/(x)  l'équation  de  la  méridienne 
dans  le  plan  des  xz;  la  section  par  un  plan  parallèle  au  plan 
des  j's  est  un  cercle  de  rayon  y(.r)  et  le  volume  clierché  a  pour 

expression  t:  /     [/\x)]'-dx. 

Cherchons  encore  le  volume  de  rellipsoïdc 

.r-         T-        ;:'- 

compris  entre  les  deux  plans  x  =^  Xo,  x^\.  La  section  par 
un  plan  parallèle   à    .r  =:  o   est    une    ellipse    doDl   les    demi-axes 

sont  égaux  à  bi/  i -,  ci/  i  —  "— ;  on  a  donc  pour  le  volume 

cherché 

V  =^/^\.c  (, -...  5)  </.  =  .6c  (X  -  ..- ^i^  j  . 

Pour  avoir  le  volume  total,  il  suffira  de  prendre  j"o  =  — «,  X  =a, 
ce  qui  donne  4~«^c. 


130.  Volume  limité  par  une  surface  réglée.  —  Lorsque  l'aiie  JU  est 
une  fonction  enliéie  cl  du  second  degré  de  .r,  le  volume  s'exprime  très 
simplement  au  moyen  des  aires  B,  B',  b  des  deux  sections  extrêmes  et  de 
la  section  moyenne,  et  de  la  distance  h  des  deux  sections  extrêmes.  Si  l'on 
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pienil  le  plan  de  la  section  moyenne  pour  plan  dcsyz,  on  a 
^  —    I        (  l-^'  +  2  ni  .r  ■+-  Il  t  (f.r  =  >  l  — — i-  >  na  ; 

d'aiiUe  part,  on  a 

/i  =  ia.         h  =  11.         \',  =  la- -^ -inid  ~i-  II,         B'=/a' — inia-\-n, 

et  l'on  en  tire  n  =  /j.  n  =  -  ,  ■i,/a-=  B  -+-  lî' —  ib,  ce  qui  conduit  à  la  foi- 

■2 
m  u  I  e 

(57)  \  =  'l[u  +  \r-^^ù\. 

Cette  foiinulo  sapplii|ue  en  particulier  au  volume  limite  par  deux  plans 
parallèles  et  une  surface  réglée  quelconque.  Soient,  en  effet,  r  =  n.r  -\- p , 
z  —  bx  -\-  (/  1(!S  équations  d'une  droite  mobile  où  a,  b,  p,  q  sont  des  fonc- 
tions continues  d'un  paramètre  variahle,  qui  reviennent  à  leurs  valeurs 
initiales  lorsque  t  croit  de  ^o  à  T.  Celte  droite  décrit  une  surface  réglée,  et 
l'aire  de  la  section  faite  dans  cette  surface  par  un  plan  parallèle  au 
plan  .(.'  =  o  a  pour  expression  i  n°  9()  ,) 


Ja  =    /      {ax -\- p'){b' T-^q'  \ 


dl. 


a,  b',  /)',  q'  étant  les  dérivées  de  a,  b,  p.  q  par  rapport  à  l\  ces  dérivées 
peuvent  être  discontinues  pour  un  nombre  fini  de  valeurs  de  t  entre  t^ 
et  T,ce  qui  arrivera  si  la  surface  réglée  se  compose  de  plusieurs  morceaux 
de  surfaces  distinctes.  Nous  pouvon-î  encore  écrire 

,i!l,  =  .r'-   /      aU  dt  ■\- X  j      (<iq' -hpb')  dt  -i-  j     pq'dt, 

et  les  intégrales  qui  figurent  dans  le  second  membre  sont  évidemment  indé- 
pendantes de  X.  La  formule  (27)  est  donc  applicable  au  volume  cherché; 
on  peut  remarquer  qu'elle  donne  la  plupart  des  volumes  que  l'on  calcule 
en  Géométrie  élémentaire. 

131.  Aire  d'une  surface  cotirbe. —  Une  surface  est  définie  ana- 
ljLi(|uement  comme  il  srrit.  Soient  y"(«,  r),  œ(«,  ('),  'i  (,  «,  1')  trois 
fonclions  continues  des  deux  variables  i/,  r,  lors(|iie  le  point  de 
coordonnées  («,  i)  reste  dans  un  domaine  R  du  plan,  limité 
par  un  contour  l'eriiK'  !..  l^e  lieu  des  points  de  l'espace  dont 
les  coordonnées  rectangulaires  sont  .T^f[ii,v},  }-^'^[i(,v), 
;  =  •]>(«,  ('),   lorsque   le  point  (it,  r)  di'crit  la  région  R,  est  une 
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surface  S,  et  la  courbe  F.  c|ui  correspond  à  la  courbe  L  du 
plan  («,  ('),  est  le  contour  de  celle  surface.  JNous  dirons  que  la 
surface  S  est  régulière  lorsqu'on  peut  choisir  les  paramèlres  u 
et  t'  de  façon  à  satisfaire  aux  conditions  suivantes  :  i°  la  sur- 
face S  et  la  région  R  du  plan  («,  v)  se  correspondent  point  par 
point  d'une  façon  univoque  ainsi  que  les  contours  F  et  L; 
2°  les  fonctions  /,  cp,  i  admettent  des  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  continues  dans  R  et  sur  L;  3°  les  trois  jacobiens 

V)(.r,v)       Df)',  s)      D(s,  .r)  .  , 

f-- — -^>    -^r-f r>    rr-^ ne    S  annulent   en    même   temps    pour 

aucun  point  de  R  ou  de  L.  ^'ous  ne  considérerons  dabord  que 
des  surfaces  régulières  ou  se  composant  d'un  nombre  Jîni  de  por- 
tions de  surfaces  régulières. 

En  un  point  M  d'une  surface  régulière,  correspondant  au 
point  (?<,  (•)  de  R.  cetfe  surface  admet  un  plan  tangent  qui  a  pour 
équation  (n"  64) 

A(X  — ./-)-!-  B(Y— _K)H-C(Z  — ^)  =  o, 
où 

^  Djy.z)  __  D(z,x)  _  \y(x,y) . 

0(«,  (•)'  D((^  (•)'  D(«,  V)' 

les  cosinus  directeurs  de  la  normale  ont  pour  ex|)ressions 


y/A2  +  B2  -H  C2  '  y  A2  -^  B5  -^  C^  '  y'  A^  _  B^  -+-  C^ 

le  signe  étant  le  même  dans  les  trois  formules.  Ce  double  signe 
correspond  aux  deux  directions  opposées  que  l'on  peut  prendre 
sur  la  normale.  Si,  par  exemple,  on  veut  avoir  les  cosinus  de  la 
direction  qui  lait  un  angle  aigu  avec  O;,  on  prendra  le  signe 
de  C. 

Si  l'on  remplace  u  et  r  par  des  fonctions  d  un  paramètre  t,  le 
point  (x.y^z)  décrit  sur  S  une  courbe,  et  le  carré  de  l'élément 
linéaire  de  celte  courte,  obtenu  en  élevant  au  carrelés  expressions 
de  dx,  dy,  dz,  et  les  ajoutant,  est  donné  |iar  la  formule 

(  28  )  ds-^  =  Erfu2_,_  2  F  du  dv-^G  dv-^, 

où  l'on  a  posé 

àii  dv  \àv  / 


E  =  S(^)',  F  =  S^^,  G=S/^V 


II.    —    CHANGEMENTS    DK    VAniABI.KS 


le  sitjiie  s  iudiqiianl  (|ii  il  iaul  rcniplaci'r  r  par  y,  puis  par  ;,  et 
faire  la  somme.  Ces  fraetiDiis  K,  F,  G  jouent  un  n'ile  important 
dans  1  élude  des  suilaces  ;  si  f,  -i,  'l  sont,  des  fonctions  réelles, 
comme  nous  le  sujiposons,  il  est  clair  que  K.  d,  liG  —  F^  sont 
positifs. 

Les  coefiicients  A,  l>,  C  tlt'jieudenl  non  seulement  du  point 
considéré  sur  la  surface,  mais  aussi  des  axes  de  coordonnées, 
tandis  que  E,  F,  G  ne  dépendent  pas  du  choix  des  axes  de  coor- 
données, mais  seulement  de  la  surface  S  et  des  variables  a  et  r  que 
l'on  a  prises.  Cela  est  évident,  d'après  la  signification  géométrique 
de  ces  coefficients;  la  vérilication  est  d'ailleurs  immédiate  au 
moyen  des  formules  de  Iraiisforinations  de  coordonnées.  Mais  ces 
si\  fonctions  sont  liées  par  une  relation  importante 

A'--+-  B^+(;i=  EG  —  FS 

fpie  l'on  déduit  de  l'idenlllé  de  Lagrange 

(  a/y  —  ba' )--^  {  hc' —  cb'  i^+  (ca  —  ac'  )- 
=  («-+  è'^+  C-)  (a'-+  b'--k-  c'2)  —  ( aa' ^ bb' -\-  ce'  i- 

1  .  ;  '    I'       I  ôr     dr  II: 

en   y  remplaçant   (/,  o,  c,  a  ,  u  ,  c    par  — .  -;— ,  •  ■  •  >  —  respective- 

J  l         •  '        ■  '         ■  '  (lu      ou  01'  ' 

ment. 

Nous  établirons  encore  une  formule  préliminaire.  Soient  /•  une 
portion  de  R  limitée  par  un  contour  fermé  c,  m  un  point  intérieur 
à  /■,  s  la  portion  de  S  qui  correspond  à  /•,  y  le  contour  de  5  et  1\I  le 
point  de  s  qui  correspond  à  m.  Supposons  la  région  /•  assez  petite 
pour  qu'une  parallèle  à  la  normale  en  M  ne  puisse  rencontrer  s  en 
plus  d'un  point.  Celte  surface  s  se  projette  orthogonalemenl  sur 
le  plan  tangent  en  M  suivant  une  portion  de  plan  s' ,  limitée  par 
une  courbe  fermée  y',  projection  de  y.  Soient  to  l'aire  de  7"  et 
3-  l'aire  de  s';  nous  allons  d'abord  chercher  une  expression  du 
rapport  -  [cf.  n"  124-).  Pour  cela,  imaginons  qu'on  ait  choisi  le 
point  M  pour  origine  des  coordonnées,  pour  axe  des  z  la  normale 
en  M  et  pour  axes  des  x  et  des  y  deux  droites  rectangulaires  quel- 
conques du  plan  langent  issues  de  M.  Si  «„)  ''o  sont  les  coor- 
données du  point  m  dans  le  plan  (^^,  v),  le  plan  tangent  à  l'origine 
étant  le  plan  5  =  o,  on  a  Ao^  Bo  =  o,  et  par  suite  C^  :=  EqGo  —  F', 
eu  désignant  par  l'indice  zéro  la  valeur  d'une  fonction  de  u  et 
de   c  pour   ;/  =  Hq,  i'  ^  t'o. 


rllAl'ITRIC    M.    —    I.NTKGRALES    DOIBLES. 


L'aire  o-  est  l'aire  en\elof)|)ée  par  la  courbe  --'  décrite  par  le 
point  (a.-,  r)  dans  le  plan  3  =  0  lorsque  le  point  (h,  i')  décrit  le  con- 
tour c;  on  a  donc  (n"  124)  a- =  w  |  C  (  ?/',  (')!,  «'et  v' étant  les  coor- 
données d'un  point  ni'  intérieur  à  c.  Les  deux  fondions  |  C(f<,  r)  | 
et  y''EG  —  F-  sont  égales,  on  vient  de  l'observer,  pour  «=  u^, 
i':=  çj„;  ces  fonctions  étant  continues,  si  la  région  /•  est  très  petite, 
leur  différence  est  aussi  très  petite  pour  a  =  »',  c  =  i ',  et  l'on  a 


VJ ,  F'.  G'  élant  les  valeurs  tle  XL.  F,  G  pour  les  coordonnées  «',  c' 
d'un  point  de  ;■,  et  s  élant  inliniment  petit  en  même  temps  que  les 
dimensions  de  celle  région  /•. 

Ce  nombre  s  tend  uniformément  veis  zéro  en  même  temps  que  la  plus 
grande  dimension  de  la  région  r.  Nous  avons  en  elïet 

\'^    .     p'-)  I  \'-î_i_  R'2         ) 

/A'2+B-^+C'^      ^,.,      „,,      „,.,      <Hsin^O, 


H  étant  la  valeur  maximum  de  v/ËG  —  F^,  et  0  l'angle  des  normales  aux 
deux  points  («0.  ^o)  et  («',  v' )  de  S.  Il  suffitdonc  de  montrer  que  l'angle 
aigu  6  des  normales  en  deux  points  voisins  M,  M' de  S  tend  uniformément 
vers  zéro  avec  la  dislance  MM'.    Or    on  a,   quel  que  soit  le  système  d'axes, 


in^O 


(AB'— BA')i+  (BC— CB')2-^(CA'— AC')^- 
(A2-4-  H2-(-02)(A'2-}-  B'2+C'2) 


et  le  second  membre  est  une  fonction  continue  des  quatre  variables  11.  v, 
II.  p',  qui  est  nul  pour  (/'=  u.  ('=  v.  Il  tend  donc  uniformément  vers  zéro 
en  même  temps  que  (a  —  ii)--^  {v'  —  v)-  (n"'  8,  12  1. 

Cela  posé,  imaginons  qu'on  décompose  la  région  R  du  plan  (m,  v) 
en  n  portions  /•,,  r.>,  ...,  /„,  la  région  /-,  étant  limitée  par  une 
courbe  fermée  c,,  et  prenons  un  point  ([uelconque  /«,(;//,  r,)  à 
l'intérieur  de  r/.  A  cette  région  /•,  et  à  la  courbe  c,  correspondent 
sur  S  une  portion  de  surface  Si  ol  son  contour  y,-.  Soit  M,  le  point 
de  s,- qui  correspond  au  point  /H,-;  nous  supposerons  qu'on  a  pris 
toutes  les  régions  /•/  assez  petites  pour  qu'une  parallèle  à  la  nor- 
male au  point  M,- ne  puisse  rencontrer  s/  en  plus  d'un  point  ('). 

(')  Ce  point  peut  être  démoiUré  1  igoureusenienl  (  Hiilieliii  de  la  Société 
matliématique,  t.  XXXVIII,  igio,  p.  ijg).  On  évite   toute  difficulté  en  appelant 

aire  de  la  projection  de  s,  la  valeur  absolue  de  l'intégrale  /  y  dûs  prise  le  long 

de  •;,  (cf.  n-  97). 


niIANGEMKNTS    DK    VARIABLES. 


La  surface  5,  se  projette  sur  le  plan  langent  en  ]M,  suivant  une 
portion  de  surface  plane  d'aire  g-;.  Lorsque  le  nombre  n  augmente 
indéfiniment,  de  façon  que  les  régions  ri  tendent  vers  zéro  dans 
toutes  leurs  dimensions,  la  somme  de  ces  aires  planes 


tend  vers  une  limite  qui  est,  par  définition,  V aire  de  la  surface  S. 
Nous  avons  en  effet,  d'après  ce  qu'on  vient  d'établir, 


w,  étant  l'aire  de  /•/,  »,,  ij  les  coordonnées  d'un  point  de  /•,,  n  un 

infiniment  petit.  La  somme  Su,!,  tend  vers  zéro,  [)uisque   s,  tend 

uniformément  vers  zéio,  et  par  suite  12  a   pour  limite  l'intégrale 

double 

(  29  )  ^X,  =  f  f  j/liG  —  F-  du  di'. 

Telle  est  l'expression  de  l'aire  de  la  surface  S  ('). 


132.  Élément  de  surface.  —  L'expression  \/EG  —  F'-dudi'  est 
l'élément  d'aire  de  la  surface  S  dans  le  système  de  cooi'don- 
nées  (h,  v).  L'aire  de  la  petite  portion  de  surface  comprise  entre 
les  courbes  (w),  (u-hdu),  (v),  (v -^- dv)  a  pour  valeur  exacte 
(y/EG  —  F- + -.}  dadi-,  t  étant  infiniment  petit  en  même  temps 
que  du  et  f/c,  et  l'on  voit  comme  plus  haut  qu'on  peut  négliger  le 
terme  zdudv.  Quelques  considérations  de  Géométiie  infinitési- 
male permettent  de  retrouver  aisément  la  valeur  de  l'élément  d'aire. 
En  effet,  si  nous  assimilons  la  portion  de  surface  considérée  à  un 
parallélogramme  situé  dans   le   plan  langent  à   S  au  point  («,  (■), 


(')  Celle  délinilion  revienl,  au  fond,  i  remplacer  un  morceau  infiniment  petil 
tle  la  surface  S  par  un  morceau  infiaimcnl  pelit  du  plan  tangent  en  un  point  tie 
ce  morceau-  Il  semblerait  plus  naturel  d'adopter  une  définition  analogue  à  celle 
de  la  longueur  d'un  arc  de  courbe,  c'est-à-dire  de  définir  l'aiie  de  S  comme  la 
limite  de  l'aire  d'une  surface  polyédrale  inscrite  dont  le  nombre  des  faces  aug- 
mente indéfiniment,  la  longueur  maximum  des  arêtes  tendant  vers  zéro.  On  doit 
à  M.Schwarz  un  exemple  simple  qui  met  bien  en  évidence  un  fait  d'apparence 
paradoxale  :  l'aire  de  celte  surface  polyédrale  ne  tend  pas  vers  une  limile  si  l'on 
n'ajoule  pas  quelque  autre  condition  {voir  l'Exercice  12  de  la  page  354). 
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l'aire  sera  égale  au  produit  des  longueurs  des  deux  cùlés  par  le 
sinus  de  l'angle  des  deux  courbes  (u)  et  (v).  Si  l'on  confond  de 
même  l'accroissement  de  l'arc  avec  îa  difTérenlielle  ds,  les  lon- 
gueurs des  côtés  seront,  d'après  la  formule  (28),  \/Kdii,  \/Gdv, 
en  supposant  du  et  (/c  positifs.  Quant  à  l'angle  a  des  deux  courbes, 
les  paramètres  directeurs  des  tangentes  à  ces  courbes  sont  respec- 
â.r    dy     àz  àx     ây     dz  , 

tivemcnl — >  "h  '  v"   <"'   —.-;-)—;  on  a  donc 


v/K£)\/K£: 


F 

v/êg' 


et,  par  suite,  sina : 


v/liG 


v/EG 


En  faisant  le  |)rodiiit,  on  retrouve 


bien  l'expression  de  l'élément  d'aire.  On  peut  remarquer,  sur  la 
formule  qui  donne  cosa,  (|ue  le  coefficient  F  est  nul  lorsque  les 
deux  familles  de  courbes  (u)  et  (»-•)  forment  un  réseau  orthogonal, 
et  dans  ce  cas  seulement. 

Lorsque  la  surface  S  se  réduit  à  un  plan,  on  retrouve  la  valeur 
obtenue  plus  haut  (n"  124).  En  effet,  si  l'on  suppose  d>  («,  c)  =  o, 
on  a 


\diij         \<)iij   '  an   di-  ^  au  -v  '  \dK' }         \0v  ) 

et  la  règle  pour  former  le  carré  d'un  déterminant  donne 


àx 

Ôll 

d.r 

''.y 

Oy 

du 

di- 

E     F 
F     G 


EG  — Fî; 


y/E(j  —  h  -  se  réduit  donc  à  |  A 1. 

Exemples.  —  1°  Soit  à  trouver  l'aire  d'une  portion  de  surface 
représenlée    jiar   l'équation  z  ■=  f  [x^  y).,    qui   se    projette   sur  le 

plan  xOy  suivant   une  région  R  où   la  fonction   ((x^y)  et   ses 

,,  .    .  àf  àf  .  „ 

dérivées  p  ^  y"  et  y  =  -j—  sont  continues.  Eu  prenant  x  et  y  pour 

variables  indépendantes,   on  a    E^  1  +/'-',    ¥  =  pq,    G  =  1  -\-q-. 


11.    —    CHANGEMENTS    DE    VARIABLES. 

:t  l'aire  cherchée  est  re]ircsenlée  par  l'inléçrale  double 

(Ix  dy 


(3o)  -V 


=//-,7^?^..,o.=./;/;iî^ 


y  désignanl  langle  aigu  que  fait  avec  O:;  la  normale  à  la  surface. 
2"  Soit  à  calculer  l'aire  d'une  portion  de  surlace  de  révolution 
comprise  entre  deux  parallèles.  Prenons  pour  axe  des  z  Taxe  de 
la  surface,  et  soit  ;  ^ /"(.r')  l'équation  de  la  niéi-idienne  dans  le 
plan  des  xz.  Les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  sont 

x=pcri5(o.  _|- =  p  siii  (.j,  ;  = /"i  p  ). 

en  prenant  pour  variables  indépendantes  les  coordonnées  polaires  p 
et  (■)  de  la  projection  sur  le  |)lan  jcOy.  On  a  ici 

ds'-  =  </s2  [,  _y  2  (ç,  ,]  —  z'-dtr,'-, 
li  =  i-+-/'2|p),         F  =  o,         G  =  f. 

Pour  obtenir  la  porlian  de  surface  com[)rise  entre  les  deux 
parallèles  de  rayons  p,  et,  pj(î|-<p2K  il  faut  évidemment  faire 
varier  i  de  p,  à  p.,  et  w  de  zéro  à  2-.  On  a  donc,  pour  l'aire 
cherchée. 

A,  =   f    dp   I        p  v^-/^ipkAo  =  -2-   f"?  ^/r^fHç,)dp, 

et  Ion  a  une  seule  cpiadrature  à  ell'ecluer.  Eu  désignant  par  5  l'arc 
de  la  méridienne,  on  a 

ds'-  =  dz-^-^dz''  =  rf?'-[>  +/'-(?)]. 

cl  la  formule  précédente  peut  s'écrire 

.1,=  f'i-pds. 

L'inlerprétation  géométrique  est  imuiédiale;  2 -p  ds  est  la  sur- 
face latérale  d'un  tronc  de  cône  dont  le  côté  serait  ds  et  dont  la 
circonférence  moyenne  aurait  pour  rayon  p.  En  assimilant  l'aire 
comprise  entre  deux  parallèles  infiniment  voisins  à  l'aire  laté- 
rale d'un  tronc  de  cône,  on  retrouve  précisément  la  formule  qui 
donne  -t.  Par  exemple,  l'aire  de  la  calotte  d'un  parabolo'ide  de 
révolution,   engendré   par  la   rolalion  de  la    parabole   x-=^p:-, 
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comprise  entre  le  sommet  et  le  parallèle  de  rayon  /•.  a  pour  valeur 


>-=^\(   Jv'?'+/'^'^^=^["-^- 


-P'\ 


133  Problème  de  Vivian!.- Sur  un  rayon  OA  d'une  sphère  de  rayon  R 
comme  diamètre  décrivons  un  cercle  C,  et  proposons-nous  de  trouver  le 
volume  de  la  portion  de  sphère  intérieure  au  cylindre  de  révolution  ayant 
pour  section  droite  le  cercle  C.  Le  centre  de  la  sphère  étant  pr>s  pour  on- 
line, le  quart  du  volume  cherché  est  égal  à  l'intégrale  double 


4       J  J 


étendue  au  demi-cercle  décrit  sur  OA  comme  diamètre.  Si  nj,us  passons 
au^  coordonnées  polaires  p.  w,  l'angle  to  pourra  varier  de  o  à  ^  et  p  de  o 
à  Rcos<o,  et  l'on  a  eneore 


\^    I        du>    f  ?  V^P^?  d?  =-    I       r.  [i  R'  -?'}'\o 


dm 


ï  =  i('<'"- 


Pi'sin-'to)  dw  = 


W  1- 


l-ï) 


Si  l'on  retranche  de  la  sphère  la  portion  intérieure   au   cylindre  considéré 
Fig.   26. 


et   au   cylindre   symétrique    par    rapport   k   0:,  le  volume   de   la  portion 
restante  est  égal  à 

4,R,_'^/Z_Î,    =li^R3. 


L'aire  «2  de  la  surface  de   la  sphère  intérieure   au   cylindre   précédent   est 


m.    —    EXTENSION    DE    LA    NOTION    d'inTÉGBALE    DOIDLE.  33" 

donnée  de  même  par  la  formule 

0  =  4   f  I  v'i-//'--  </■-  dr  dy  ; 

remplaçons  ;>  et  </  par  leurs  valeurs —  4  01,  —  ^.    et   passons   aux    coor- 
données polaiies.  H  vient 

0=4/ ^/.  r""^'"-|=  =-;/%>  (/TF37^)r-%/o>, 


ou  encore 


O  =  ;  R-  y      ('  I  —  sin eu  )  f/(o  =  4  R5  (  -  —  I  j  . 

Si  l'on  retranche  de  la  surface   lolale    de   la   sphère    la    portion   intérieure 
aux  deux  cylindres,  l'aire  de  la  partie  restante  est  égale  à 

4-R-^-8H2  {\-\)  =8R-'. 

m.   -  EXTENSION  DE  LA  NOTION  D'INTÉGRALE  DOIULE. 
INTÉGfi  \LES  DE  SIRFACE. 

13i.  Intégrales  doubles  dans  un  champ  illimité. —  Soit  f(x,  y) 
une  fonction  bornée  etintégrable  dans  toute  portion  du  plan  exté- 
rieure à  une  courbe  fermée  T.  L'intégrale  double  f  ff{x,y)dx  dy, 
étendue  au  domaine  compris  entre  V  et  une  autre  courbe  fermée  C 
extérieure  à  F,  a  une  valeur  finie.  Si  celte  intégrale  tend  vers  une 
limite  lorsque  la  courbe  C  s'éloigne  indéfiniment  dans  tous  les 
sens,  celte  limite  est  par  définition  l'intégrale  double  de  f{x.  y) 
étendue  à  la  région  du  plan  extérieure  à  T.  Nous  disons  qu'une 
courbe  variable  C  s'éloigne  indéfiniment  dans  tous  les  sens  si,  à 
partir  d'un  certain  moment,  cette  courbe  reste  à  l'extérieur  d'un 
cercle  de  rayon  R  arbitraire,  décrit  d'un  point  fixe  pour  centre. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  cette  limite  existe 
est  la  suivante  :  soient  C,  C  deux  courbes  fermées  quelconques 
enveloppant  la  courbe  T,  et  o(C,  C)  la  différence  des  deux 
intégrales  doubles  étendues  aux  deux  domaines  limités  par  les 
courbes  (F,  C)  et  ( T,  C)  respectivement.  Il  faut  et  il  suffit  que 
la  dijférence  o  (C,  C)  tende  vers  zéro,  lorsque  les  deux  courbes 
G.,  I. 
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C  et  C  S  éloignent  indéfiniment  dans  tous  les  sens,  indépen- 
daniinenl  V une  de  l'autre. 

Il  est  évident  que  celte  condition  est  nécessaire.  Elle  est  aussi 
suffisante.  Considérons,  en  effet,  une  suite  de  courbes  fermées 
C,,Cn,  ...,  C„,  ...  entourant  F,  s'enveloppant  mutuellement  et 
s'éloignant  indéfiniment  lorsque  n  croît  indéfiniment.  La  diffé- 
rence 3(C,„,  C„)  tendant  vers  zéro  lorsque  les  deux  noniijres 
m  et  n  augmentent  indéfiniment,  l'intégrale  double  étendue  au 
domaine  compris  entre  F  et  C„  tend  vers  une  limite  I  (n"  o). 
Prenons  maintenant  une  autre  courbe  fermée  C,  de  forme  quel- 
conque, qui  s'éloigne  indéfiniment  dans  tons  les  sens.  Puisque, 
par  hypothèse,  la  différence  S(G',  C„  )  Icnd  vers  zéro,  l'intégrale 
double  étendue  au  domaine  compris  entre  F  et  C  tend  aussi 
vers  I. 

Nous  avons  supposé,  pour  fixer  les  idées,  que  le  domaine  d'in- 
tégration était  illimité  dans  tous  les  sens,  mais  il  est  clair  que  cette 
hypothèse  n'a  rien  d'indispensable.  On  peut,  par  exemple,  consi- 
dérer un  champ  d'intégration  limité  par  deux  droites  fixes,  et  une 
courbe  variable  qui  s'éloigne  indéfiniment  dans  l'angle  formé  par 
ces  deux  droites.  Les  raisonnements  qui  précèdent  s'appliquent 
sans  modification. 

Exemple.  —  Soity^.r,  }')  une  fonction  qui,  à  l'extérieur  d'un  cercle  de 
rayon  a  décrit  de  l'origine  comme  centre,  est  de  la  forme 


f{^,y) 


le  numérateur  ^(3c,y)  restant  compris  entre  deux  nombres  positifs  m  et  M. 
L'intégrale  double  étendue  à  la  couronne  circulaire  comprise  entre  deux 
cercles  de  rayon  /■  et  R,  décrits  de  l'origine  pour  centre,  a  pour  expression 


f^uf^^âi^i 


s  10,  p  sin  ùj)  p  rfp 


elle  est  donc  comprise  entre  les  deux  intégrales 

iT.m   /      — —,  ,  2 -  i\l   /         ,     .'  • 

.,'.     p'-°'"'  J,.     P'-^'' 

Pour  que  cette  intégrale  tende  vers  zéro  lorsque  /■  et  R  augmentent 
indéfiniment,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ail  «>!.  L'intégrale  double, 
étendue  au  domaine  compris  entre  deux   courbes  fermées    quelconques, 


III.    —    EXTENSION    DE    l.\    NOTION    DINTÉGRALE   DOIBLE.  SSg 

lendia  alors  vers  zéro  lorsque  ces  deux  courbes  s'éloignent  indéfiniment, 
car  ce  domaine  est  compris  dans  une  couronne  circulaire  telle  que  la  pré- 
cédeiilp.  L'intégrale  double  de  /"(.r,  y),  étendue  à  la  région  du  plan  exté- 
rieure au  cercle  de  rayon  a.  a  donc  une  valeur  finie  si  l'on  a  ï  >  i,  et 
<lans  ce  cas  seulement. 

De  la  condition  nécessaire  et  siifllsante  obtenue  plus  liant,  il 
résulte  aussitôt   que   l'intégrale  double  /    1  J\x,  y)  dx  dy  a   une 

limite  toutes  les  fois  que  l'intégrale  /  /  |/(x,  y)  \  dx  dy  en  a  une. 

Mais  ici  se  présente  une  distinction  importante.  Lorsque  la  fonc- 
tion f[x,y)  conserve  un  signe  constant,  si,  par  exemple 
elle  est  positive,  pour  reconnaître  si  l'intégrale  a  une  li- 
mite, il  suffit  de  considérer  une  suite  de  courbes  fermées  C,, 
Cj,  ...,  C„,  ...  s'enveloppaut  mutuellement,  de  telle  façon 
que  Cn  s'éloigne  indéfiniment  lorsque  n  croît  indéfiniment.  Si 
l'intégrale  double  I„  ^  /  j /(x,  y)  dx  dy,  étendue  à  la  région  R„ 
comprise  entre  T  et  C„,  tend  vers  une  limite  I,  lorsque  /i  croît 
indéfiniment,  l'intégrale  I',  étendue  à  la  région  R'  compris  entre  F 
et  une  courbe  fermée  C  de  forme  quelconque  qui  s'éloigne  indé- 
finiment dans  tous  les  sens,  tend  vers  la  même  limite.  En  effet, 
lé  contour  C  est  compris  entre  deux  contours  Cm,  Cm+H,  qui 
s'éloignent  indéfiniment  en  même  temps  que  C.  On  a  donc 
!/«<  l'<C  Im+rt,  et  par  suite  1'  a  pour  limite  I. 

Si  la  fonction  /{x,  y)  n'a  pas  un  signe  constant,  l'intégrale 
double  étendue  à  un  domaine  quelconque  est  la  différence  de  deux 
intégrales  doubles  à  éléments  positifs 

/   f.f^J-,y)drdy  =  jjf,{T,y)dxdy—l    jf^iT,  y)  d.v  dy, 

tandis  que  l'on  a 

J    f\  /(  ^■y)\  d-r  dy  =  ff/,  (x,y)  dx  dy  +  j    lf,{x,y)dxdy; 

on  ,1  posé  /',  ^ /,  si  />  o.  et  /,  =  o,  si  /<  o,  et  de 
même  /jz^o,  si  />o,  et  /o  =  — /•  si  f<^o.  Cela  étant,  si 
l'intégrale  double  /    l\f{x,  y)\dx  dy  n'a  pas  de  limite,  l'une  au 

moins  des  intégrales  doubles  /    //,  dxdy,  j  j  fi  dx  dy  croit  indé- 
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iinimenl.  Si  les  deux  intégrales  augmentent  indéfiniment  l'une  et 
l'autre,  leur  dillerence  est  indéterminée.  On  démontre,  en  eflet, 
en  raisonnant  comme  pour  les  séries  semi-convergentes  (voir  plus 
loin,  n"  16o),  qu'il  est  possible  de  choisir  une  famille  de  courbes 

variables  telles  (|ue  la  limite  de  l'inlégrale  double  /    l f{x,  j)  il.r  dy 

soit  un  nombi-e  (|uelcon(|ue  donné  à  l'avance,  en  supposant  la 
fonction  y  bornée. 

\oici  un  exemple  dû  à  Caylej.  Soit  _/"(a?,  j')  =  sin(x- -|-j)'-)  ; 
SI  nous  intégrons  d'abord  à  l'intérieur  d'un  carré  de  côté  a ,  nous 
lionvons  pour  l'intégrale  double 

/     dx  I     s\n  (  jr- -\- y- )  dy 

"0  •-    0 

=    /      iin.T-dr  >i:    j      vosy-  df  -i-    I      cosa-- rf^  x    /      *in^- 


■ix. 


Lorsque  a  augmente  indéliniment,  les  intégrales  qui  figurent  au 
second  membre  ont  une  limile  (n"92).    On  démontre  que  cette 

limite  est  égale  à  -{/-■>  et    le   second   membre  a   pour  limite  -,• 

Au  contraire,  si  l'on  intégre  à  l'intérieur  dun  cercle  de  rayon  R, 
on  a  pour  l'intégrale  double 

/'2  ,ii 

/      fAo  /      3  sin  0- f/o  =— -  [cosp-]]J=  -  [ I  —  cosR-J. 
Ji,  ._/„  '  ^  4 

et  le  second  membre  est  indéterminé  lorsque  R  croit  indéfi- 
niment. 

i'Sli.   La  fonction  B(/),  7).  —  Soit 

/{x,  y)  =  4r-:!/'-ijr2''-i  e-'--y\ 

où  l'on  suppose  /)  >  o,  </  >  o;  cette  fonction  est  continue  et  positive  dans 
l'angle  xOy.  Si  nous  intégrons  d'abord  à  l'intérieur  du  carré  de  côté  o, 
formé  par  les  axes  et  les  droites  x  '=  a,  y  =  a,  ou  a  pour  valeur  de  l'inté- 
grale double 

/     ix-i'-^  €-■'- dx  ^  j     -ly-l-^  e-y'  dy\ 
chacune  des  intégrales  du  second  membre  a  une  limite  lorsque  a  augmente 
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iiKlélinlmpDl.  Eli  efl'et.  »i.  ilaiis  rintcgraie  qui  définit  la  fonction  \'{  p)(n"9i), 

Vt  p)  =   j  II'-'  r-'  Ht, 

on  |>05e  /  =  X-,  il  vient 
(3i)  Tip)=   I         Lr-r-' e-'- c/t. 

I>"intégrale  double  a  donc  pour  limite  le  pioduil  V</i')V{q). 

Intégrons  maintenant  à  l'intérieur  d'un  quart  de  cercle  limité  par  les 
axes  et  le  cercle  x--i-y^  =  R-;  nous  avons  pour  l'intégrale  double,  en  coor- 
donnée*  polaire*, 


ïcos-''-'  o  >in-'/   >  3  </-i. 


Lorsque  R  augmente  indéfiniment,  l'intégrale  double  a  donc  pour  limite 

r(/)  ^  (j  )  Bi p,  (j  ) 

en  posant 

(32)  B(p,tfi=l     îCos^/'-io  sin-ï-'^rf-i: 

"0 

en  écrivant  que  ces  deux  limites  sont  les  mêmes,  on  a  la  relation 

(33  )  T(p)  r(q)  =  r{p~q)B{p,q  ,. 

L'intégrale  B(p,tj)  est  l'intégrale  eulérienne  de  première  espèce  ;  on 
peut  encore  l'écrire,  en  posant  sin's  =  t. 

(34)  ^{p,q)=  I     t'l-'{i  —  t)P-' dt 


p,q)=  I     t'l-'{i  —  t)P-'  . 


l.a  formule  (33)  ramène  le  calcul   de  la  fonction   Bip.//)  à  celui  de  la 
fonction  T.  Si  l'on  y  fait,  par  exemple.  ^  =  ^  =  — ,  il  vient 

et  par  suite  1   (  -  )  =  /"•  La  formule  (3i)  donne  alors 

"-0  * 

D'une  façon   générale,   en   faisant   ç  =  i  —  />   et    supposant   p   compris 
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enlie  o  el  l,  on  o 

r(;.,r,:.-p)  =  B(/,.,-;,)=|'(i^)''-f^; 

on  verra  i>lus  lard  que  cette  intégrale  a  pour  valeur  -: • 

136.  Intégrales  de  fonctions  non  bornées.  —  On  définit  de  la 
même  façon  lintégrale  double  d'une  fonction  /{x,  y)  qui  devient 
infinie  en  un  point  ou  tout  le  long  d'une  ligne.  Pour  cela,  on  com- 
mence par  enlever  le  point  ou  la  ligne  du  champ  d'intégration  en 
les  entourant  d'un  contour  très  petit,  ou  très  voisin  de  la  ligne 
de  discontinuité,  el  l'on  fait  ensuite  diminuer  indéfiniment  le 
domaine  intérieur  à  cette  ligne.  Par  exemple,  lorsque,  dans  le 
voisinage  d'un  point  (a,  b),  la  {o\u:\\on  f[x.  y)  peut  s'écrire 

où  la  valeur  absolue  de  'i(a;,y)  est  comprise  entre  deux  nombres 
positifs  ni  et  M,  l'intégrale  double  de  f[x,y),  dans  une  région 
qui  ne  contient  pas  d'autre  discontinuité  que  le  point  («.  6),  a  une 
valeur  finie  pourvu  que  a  soit  inférieur  à  un,  et  dans  ce  cas  seule- 
ment. La  démonstration  est  toute  pareille  à  celle  qui  a  été  donnée 
tout  à  l'heure  (n"  134). 

Considérons  encore  une  foncliony(.r,  y)  satisfaisant  aux  condi- 
tions suivantes  :  i"  elle  est  continue  dans  le  domaine  A  défini 
par  les  conditions  a  ^  a;  <  6,  oSy  <^  gi^x),  «•(a:)  étant  une  fonction 
continue  positive  entre  «et  6;  i"  dans  le  voisinage  de  la  ligne 
y=^  g[x)^  elle  est  de  la  forme 


/(^,.v)  = 


[g(x)-yY 


■j.  étant  unexposant  positif,  etle  numérateur  restant  borné.  L  inté- 
grale double  étendue  au  domaine  S  limité  par  les  droites  .r  ^  r/, 
X  =  b  el  les  deux  courbes  y  :^  g[x)  —  s,  j'  =  o  (•*'  *  —  '''■  -  ^'  'i 
étant  deux  infiniment  petits  positifs,  a  pour  expression 


.r-/"i^^^ 


et  tend  vers  zéro   pourvu  que  y.  soit   inférieur  à  un.    L'intégrale 
double  de  f(x,y),  dans  le  domaine  A,  a  donc  une  \aleur  finie. 
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Quand  on  a  reconnu  que  l'iiilégrale  double  d  une  fonction  non 
bornée  dans  un  certain  domaine  a  une  valeur  déterminée,  on  peut, 
pour  le  calcul  de  cette  intégrale,  procéder  comme  dans  le  cas  d'une 
fonction  bornée!  Soit,  par  exemple,  à  calculer  l'intégrale  double 
de  la  fonction 

à  l'intérieur  du  triangle  T  limité  par  les  droites  y=o,  }-  =  x, 
x^a,  la  fonction  <li  étant  continue  dans  ce  domaine,  et  a  étant 
inférieur  à  un.  Celle  intégrale  est  la  limite  de  l'intégrale  double 

■  'h  •-  u 

lorsque  //   tend  \ers  zéro.  Mais  on  a 

Ç        fix,  y)  dy  =  ^   f(x,  y)  dy  -  -rjx.  h), 

y,(x,  A)  étant  un  inlîniment  petit  qui  tend  uniformément  vers 
zéro  avec  /;,  lorsque  x  est  dans  l'inlervalie  i  o,  a  i.  Par  suite,  nous 
pouvons  écrire 

l'=    /     dx  1    f(x,  y  tdy—  I      ■r^{xji)dx, 

et  I'  a  pour  limile  l'expression 

1=  /     dx  I     /(x,y)dy. 

On  trouverait  de  même  pour  I  l'expression 

'  =  /     dy  j    f(^,y)dx. 

La  formule  de  Diricliiet  fn"  121")  est  donc  encore  applicable. 

Bemarque.  —  Lorsque  l'inlégrale  double  d'une  fonction  non  bornée, 
qui  n'a  pas  constamment  le  même  signe  dans  un  domaine  R,  n'a  pas  de 
valeur  déterminée  dans  ce  domaine,  on  peut  avoir  une  indétermination 
toute  pareille  à  celle  qui  a  déjà  été  remarquée  dans  le  cas  d'un  champ  illi- 
mité. Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'on  ait  un  point  de  discontinuité. 
Si  l'on  isole  ce  point  au  moven  d'une  courbe  c,  l'intégrale  double  étendue 


CHAPITRE    VI.    —    INTEGRALES    DOIDLES. 


au  champ  qui  reste  peut  avoir  des  limites  tout  à  fait  diiïérentes,  suivant  la 
forme  de  la  courbe  c.  Prenons,  par  exemple, 


le  champ  d'intégration  étant  le  rectangle  R  limité  par  les  droites  .r  =  o, 
.r  =  a,  Y  =  o,  y  =  b,  a  et  b  étant  positifs.  Commençons  par  isoler  l'ori- 
gine en  retranchant  la  portion  intérieure  au  rectangle  limité  par  les  axes 
et  les  droites  x  =  s,  _^  =  e',  s  et  s'  étant  deux  nombres  positifs  très  petits. 
Le  champ  restant  R'  peut  être  décomposé  en  trois  rectangles  au  moyen 
des  droites  x  =  o,  x  =  z,  x  =  o,  y  =  o,  y  =  e',  y  =  b.  D'autre  part,  on  a 


f(x.  y)  =  - — —  (  Arc  tang  -  )  , 
o.r  oy  ',  '   .r  / 


ô.r  ùy 

et,  en  appliquant  la  formule  (12)  à  chacun  des  trois   rectangles  successi- 
vement, il  vient,  après  quelques  réductions  faciles, 

/    /    /(-'"^  y)  ^^-^  '^y  =  -^''c  lang Arc  lang  —  • 

On  voit  que  la  limite  de  cette  intégrale  double  varie  avec  la  limite  du  rap- 
port —  !  lorsque  s  et  e'  tendent  vers  zéro  (cf.  n"  99). 


137.    Équation  fonctionnelle   d'Abel.    —   L'étude  d'un  problème   de 
Mécanique  a  conduit  Abel  à  l'équation  suivante  : 

(35,  ,^,^^rfmM, 

•Jo      \/x—y 

où  'i(x)  est  une  fonction  donnée,  continue  dans  un  intervalle  (o,  «), 
a  étant  positif,  et  f{y)  la  fonction  à  déterminer.  Si  celle  fonction  est 
continue  pour  y  =  o,  il  est  clair  qu'on  doit  avoir  '^(o)  =  o.  C'est  ce  que 
nous  supposerons  tout  d'abord. 

Multiplions  les  deux  membres  de  l'équation  (35)  par  .  a  étant 

V  a  —  sr 
compris  dans  l'intervalle  (o,  a ),  et  intégrons  les  deux  membres  de  la  nou- 
velle égalité  entre  les  limites  o  et  a.  Il  vient 

''o(x)dr  __   r"-  ,^  r"        f(y)dy 


f  9(-)dx^  r  ^r    __ 


,1       v'a — .r       Ja  »  11      v'i'a  — x){x — y) 


ou.  en  appliquant  la  formule  de  Dirichlet    à    l'intégrale  double   du  second 
membre, 

d.r 

i/(  t.—  x){x  —  y) 


Jt)      va  — ^       ^u  ^'v     V'' 


m.    —    EXTENSION    DE    LA   NOTION    h'iNTKORAU-:    OOLItl.E.  34'> 

l.ii  |iieniitM'e  quadrature  s'efTectue  inimcdialement  en  [losant 

X  ^=  y  cos'-c  —  a  ■^in'^'j. 
el  il  re«le 

Les  deux  membres  de  la  formule  sont  nuls  pour  a  =  o.  il  suffira  donc 
d'exprimer  que  les  dérivées  sont  égales.  La  dérivée  du  second  membre 
est  -fioL):  la  dérivée  du  premier  membre,  qui  a  été  déjà  calculéein"  100), 
a  pour  expression 

«-  0  2  a  V''  ^  —  ■'" 

ou,  comme  on  le  véiilie  immédiatement. 

"0      V" — ^ 
Par  liypotlièse  Ç(  Oj  =  o;  il  reste  donc 


<37> 


Si  9'o)  n'est  pas  nul,  on  peut  écrire  l'équation  (  j3)  sous  la  forme  équi- 
valente in'  100) 

Jo  V-r—y 

Le  premier  membre  de  la  nouvelle  équation  s'annule  pour  .r  =  o,  el  il 
vient,  d'après  la  formule  07),  en  y  remplaçant  ■x  par  j-, 

'•  L  vy      -'0     \'y  —  -r  J 

l;î8.  Intégrales  de  surface.  —  Soient  S  une  surface  régulière,  F(M)  une 
foncliiin  qui  varie  d'une  manière  continue  avec  la  position  du  point  M  sur 
cette  surface.  Les  raisonnements  des  n"'  H8-H9  peuvent  être  repris  sans 
modification  en  remplaçant  les  portions  de  plan  par  des  portions  de  la 
surface  S.  Imaginons  qu'on  décompose  S  en  portions  plus  petites  s^, 
^2,  ....  s„.  d'aires  s,,  7.,,  .  .  .,  t„,  el  qu'on  prenne  à  volonté  un  point  M, 
dans  i,.  La  somme  i;F(M,)5/  tend  vers  une  limite  lorsque  le  nombre  n 
augmente  indéfiniment,  de  façon  que  les  dimensions  de  chaque  portion  de 
surface   tendent   vers  zéro.   Cette  limite   est   une   intégrale  de    surface 
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étendue  à   la  surface   S    et   se   représente  par  /    /    F  d"^-   Si  les  coordon- 

nées  X,  y,  z  d'un  point  de  S  sont  exprimées  en  fonction  de  deux  para- 
mètres H,  i',  de  façon  que  S  corresponde  point  par  point  à  un  domaine  D 
du  plan  (a,  V),  F(M)  est  une  fonction  continue  y(j(,  l'j  des  variables  u,  v 
dans  ce  domaine,  et  l'intégrale  de  surface  a  pour  expression,  avec  les 
notations  du  n°  131, 


^  ^ /(  «.  i' n/EG  -  F^ 


du  dv. 


Dans  beaucoup  de  questions,  où  interviennent  les  intégrales  de  surface, 
F(iVI)  est  une  fonction  linéaire  des  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la 
surface.  Nous  supposerons,  dans  ce  qui  va  suivre,  que  cette  surface  pré- 
sente deux  côtés  distincts,  que  si  l'on  peint,  par  exemple,  un  des  côtéï  en 
rouge,  l'autre  en  bleu,  il  est  impossible  de  passer  du  côté  rouge  au  côté 
bleu  par  un  chemin  situé  çur  la  surface  sans  franchir  une  des  courbes  qui 
limitent  cette  surface  (').  Regardons  la  surface  S  comme  une  surface 
matérielle  ayant  une  certaine  épaisseur,  et  soient  m.  m'  deux  points  infi- 
niment voisins,  pris  sur  deux  côtés  différents.  Menons  au  point  m  la  nor- 
male mn  suivant  la  direction  qui  ne  traverse  pas  la  surface;  on  dit,  pour 
abréger,  que  la  direction  ainsi  définie  sur  la  surface  correspond  à  ce  côté. 
La  direction  de  la  normale  à  l'autre  côté  de  la  surface  au  point  m'  sera 
opposée  à  la  première.  Par  exemple,  toute  surface  S  qui  ne  peut  être  ren- 
contrée en  plusieurs  points  par  une  parallèle  à  0^  a  évidemment  deux 
côtés;  les  directions  correspondantes  de  la  normale  font  respectivement  un 
angle  aigu  et  un  angle  obtus  avec  Os;  le  côté  supérieur  est  celui  pour 
lequel  la  normale  fait  un  angle  aigu  avec  Oz. 

Cela  posé,  soient  V(x,  y^  z),  Çl{x,  y,  z  ),  K\x,  y,  z)  trois  fonctions 
continues  sur  S;  et,  p,  y  'es  angles  que  fait  avec  les  axes  la  direction  de  la 
normale  correspondant  à  un  côté  déterminé  de  la  surface.  Les  intégrales 
de  surface  qui  interviennent  le  plus  souvent  dans  les  applications  sont  les 
intégrales  de  la  forme 

(Sg)  /     1    (!' cosï -(- C^  cosjî -)- R  cosy)  (^T  ; 

quand  on  change  le  côté  de  la  surface,  cosa,  cos[3,  cos^,  et  par  suite 
l'intégrale  elle-même,  changent  de  signe.  Supposons,  comme  tout  à  l'heure, 
que  les  coordonnées  d'un  point  de  S  soient  exprimées  en  fonction  de  deux 
paramétres    u,  v,    de    façon    que    S    corresponde   point    par    point    à    un 


(')  Il  est  très  facile  de  former  une  surface  ne  satisfaisant  pas  à  celle  condi- 
tion. Il  n'y  a  qu'à  déformer  une  feuille  de  papier  rectangulaire,  telle  que  ABCD, 
de  façon  à  coller  le  coté  BC  sur  le  c<Mé  AD,  le  point  C  venant  en  A  et  le  point  B 
en  D. 
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domaine  D  du  plan  ('«,  p);  on  a 


(  (O» 


D  I  )-.  -  I         D  I  ^.  X  )         D  I  ,r.  1' 1         ..|£r,  _pi 


D(«.  n         Dut.  .1         D.  «.  i-  . 
el  l'inlégrale  précédente  prend  la  forme 

où  l'on  doit  prendre  le  signe  -+-  ou  le  signe  —  suivant  le  ooté  de  la  surface 
auquel  Tintégrale  est  étendue. 

Si  la  surface  S  se  compose  de  plusieurs  morceaux  de  surfaces  régulières, 
ce  qui  a  lieu  par  exemple  s'il  v  a  sur  cette  surface  des  arêtes,  suivant  les- 
quelles se  croisent  deu\  nappes  de  surfaces  régulières  avec  des  plans 
tangents  distincts,  l'intégrale  de  surface  étendue  à  S  est  par  définition  la 
somme  des  intégrales  étendues  à  chaque  portion  de  surface  régulière.  Nous 
raisonnerons  toujours  en  supposant  que  S  forme  une  seule  surface  régulière, 
mais  les  propriétés  établies  plus  loin  s'appliquent  aussi  à  ce  cas  plus 
général,  comme  on  le  voit  aussitôt  en  appliquant  le  raisonnement  à  chaque 
portion  régulière,  et  ajoutant  les  formules  obtenues. 

On  est  conduit  à  des  intégrales  de  la  forme  (09),  quand  on  veut  généra- 
liser la  définition  des  intégrales  curvilignes,  en  remplaçant  une  ligne  par 
une  surface  et  une  intégrale  simple  par  une  intégrale  double.  Soit 

l'équation  d'une  surface  S,  limitée  par  un  contour  fermé  f,  la  fonc- 
tion o(.r,  >')  étant  continue  à  l'intérieur  du  domaine  A  du  plan  des  xv^ 
limité  par  la  courbe  fermée  C  projection  du  contour  T.  Soit  d'autre 
part  R I  .r,  1',  z)  une  fonction  continue  sur  cette  surface  S.  L'inlégrale 
double 

(il)  J  j    V.[x.y,-^{x.y')]djrdY 

est  évidemment  1  analogue  d'une  intégrale  curviligne,  et  Ion  pourrait 
prendre  cette  expression  pour  définition  d'une  intégrale  de  surface.  Mais 
cette  intégrale  se  ramène  immédiatement  à  une  intégrale  de  surface  de  la 
forme  déjà  considérée,  car  on  peut  l'écrire  (  n"  132» 


/     /    K{x,y.z\coi-;  dz. 


•■■  étant  l'angle  aigu  de  la  normale  à  S  avec  l'axe  0-;  elle  est  donc  iden- 
tique à  une  intégrale  de  surface  étendue  au  côté  supérieur  de  la  surface  S. 
La  même  intégrale  changée  de  signe  représenterait  de  même  une  intégrale 
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(le  surface  étendue  au  coté  inlVrieur  de  S.  En  particulier,  on  peut  dire  que 
l'intégrale  double  ordinaire  /  /  f  dx  dy  représente  une  intégrale  de  sur- 
face étendue  an  côté  supérieur  du  plan  des  xy. 

Cette  remarque  conduit  à  une  notation  abrégée  pour  l'intégrale  de  sur- 
face (39)  que  l'on  représente  aussi  par 

(  43  )  I    f  P  dy  dz  ^  q  dz  dx  -+-  R  dx  dy , 

en  ayant  soin  il  indiquer  le  côté  de  la  surlace  auquel  l'intégrale  est  étendue. 
Mais  cette  notation  est  moins  explicite  que  les  précédentes  (Sg)  et  (^1), 
auxquelles  il  faut  toujours  revenir  pour  le  calcul  effectif  de  l'intégrale. 

Remarque.  —  Soit  \'  le  vecteur  de  composantes  P,  Q,  R,  ayant  pour 
origine  un  point  Mix,y,z)  de  la  surface;  P  cosa -f- Q  cos^ -H  R  cosy 
représente  la  valeur  algébrique  de  la  projection  de  ce  vecteur  sur  la  direc- 
tion positive  de  la  normale  en  M.  L'élément  de  l'intégrale  double  (Sg)  est 
donc  égal,  au  signe  près,  au  volume  d'un  cylindre  ayant  pour  base  un 
élément  ds  de  S  et  pour  hauteur  la  projection  du  vecteur  \'  qui  a  pour 
origine  un  point  de  cet  élément  sur  la  normale  à  S  en  ce  point. 

13'J.  Formule  de  Stokes.  —  Etant  donné  un  système  d'axes  rectangu- 
laires Ox,  Oy,  Oz,  nous  conviendrons  d'appeler  sens  direct  de  rotation 
le  sens  de  rotation  de  O.v  vers  Oy  pour  un  observateur  placé  sur  Os,  les 
pieds  en  O  et  la  tête  sur  la  direction  O;.  Si,  par  exemple,  le  trièdre  a  la 
disposition  de  la  figure  27,  l'axe  Ox  étant  en  avant  du  plan  de  la  figure 
pris  pour  le  plan  yOs,  le  sens  direct  est  le  sens  de  rotation  de  droite  à 
gauche;  mais  le  résultat  que  nous  allons  établir  est  indépendant  de  la  dis- 
position des  axes. 

Soit  S  une  surface  régulière  à  deux  côtés  distincts,  limitée  par  une 
courbe  fermée  1".  Ce  contoui'  T  peut  être  décrit  dans  deux  sens  différents; 
à  chacun  d'eux  nous  ferons  correspondre  un  côté  de  S  d'après  la  convention 
suivante.  Soient  AB  un  petit  arc  de  V,  P  un  point  de  S  voisin  de  cet  arc; 
menons  en  P  la  direction  P/i  de  la  normale  telle  qu'un  observateur  ayant 
les  pieds  en  P  et  la  tête  sur  la  direction  Pn  voit  un  mobile  parcourant 
l'arc  AB  de  A  vers  B  se  mouvoir  dans  le  sens  direct  de  rotation. 

Au  sens  de  parcours  précédent  du  contour  T  nous  ferons  correspondre 
le  côté  de  la  surface  S  pour  lequel  la  direction  de  la  normale  est  Pn.  Si 
par  exemple  S  est  une  portion  de  surface  représentée  par  une  équation 
•3  =  ^  (:r,_^),  la  fonction  o(x.y)  étant  continue  dans  le  domaine  limité 
par  le  contour  fermé  C,  projection  du  contour  P  de  S  sur  le  plan  des  xy, 
lorsque  le  point  M  décrit  F  de  façon  que  sa  projection  m  décrive  C  dans 
le  sens  direct  (Ji.s;.  27),  le  côté  correspondant  de  la  surface  S  est  le  côté 
supérieur. 

Supposons  que  la  surface  S  corresponde  point  p;ir  point  à  un  domaine  D 
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liti  plan  (  «,  !■  )  limité  par  une  courbe  fermée  L.  Ces  variables  auxi- 
liaires u,  V  disparaissant  du  résultat,  nous  pouvons  supposer  que  le 
|ilan  (u-,v)  est  parallèle  au  plan  desay  et  que  les  axes  O  «,  Ov  ont  la  même 
disposition  que  les  axes  Ox,  Oy.  Lorsque  le  point  («,  v)  décrit  ce  contour  L 
dans  le  sens  direct  (n"  96,  note),  le  point  (a-,  y,  z)  décru  le  contour  F 

Fig.  2-. 


dans  un  certain  sens  que  nous  appellerons  le  sens  positif  ;  à  ce  sens  positif 
de  parcours  de  F  correspond  un  coté  déterminé  de  la  suiface,  que  nous 
appellerons  aussi  le  coté  positif.  Les  cosinus  directeurs  de  la  direction 
correspondante  de  la  normale  à  la  surface  sont  donnés  par  les  formules(4oj, 

où  l'on  prend  le  sig'ne  -^  devant  j/EG —  F-.  II  suffit,  pour  le  prouver,  de 

,         .  ■  Dix,  y) 

montrer  que  cos--  a  le  même  signe  que 


Considérons,  en  effet,  un 


D  (  H  ,    V) 

point  P  de  S  et  une  courbe  fermée  X  autour  de  ce  point  assez  petite  pour 
que  la  portion  s  de  S  intérieure  h.  X  ne  puisse  être  rencontrée  en  plus  d'un 
point  par  une  parallèle  à  O^:  cette  surface  s  se  projette  sur  le  plan  de?  xy 
suivant  un  petit  domaine  i',  limité  par  la  courbe  fermée  ).'  projection  de  À. 
A  cette  région  s  de  S  correspond  dans  le  plan  (u,  c)  un  petit  domaine  r 
limité  par  une  courbe  fermée  /.  Supposons  que  dans  ce  domaine   le  jaco- 

D(x   y) 
bien    --^ — ---'  soit  positif;  alors,  quand  le  point  (m,  c)  décrit  le  contour  / 

D  (m,  v)  ' 

dans  le  sens  direct,  le  point  (  x,  y,  o)  décrit  aussi  À'  dans  le  sens  direct,  et 
le  point  {x.y,  =  )  décrit  À  dans  le  sens  positif.  A  ce  sens  positif  de  parcours 
de  1  correspond  le  côté  positif  de  s  qui  est  évidemment,  d'après  la  remarque 
de  tout  à  l'heure,  le  coté  supérieur  de  i.  L'angle  •(  est  donc  aigu,  et  l'on 
verrait  de  même  que  cet  angle  est  obtus  en  tout  point  où  le  jacobien  =— — ^-^ 
est  négatif.  On  a  donc,  pour  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  au  côté 
positif  de  S,  les  formules 


(-14) 


,         D(y,z) 

cosaa7=  -^^-f^ au  rfi- 

D(h,  V) 


COS   jf/î 


,,         D,x.y) 
cosY«3  =  -p- 


D  iZ;x) 
Ii(u,  V) 

du  dv . 


du  dv , 


35o  CIIAPITRI-;  VI.  —  intéghalej;  doubles. 

Cela  posé,  soit   /   F  (,r,  •>•,  ;  j  rf.r   une   intégialc  curviligne  prise  le  long 
de  r  dans  le  sens  posilif:  on  peut  la  remplacer  par  l'intégrale  curviligne 

prise  le  long  de  L  dans  le  sens  direct.  En  appliquant  à  celle-ci  la  formule 
de  Green  (n"  123),  il  vient 

Jr  <'  -' i>, (  '*"  L   "'■  J      "''  L    t"'  J  ^ 

r  r  \dv  luz.x)      àv  t>{x,y)-\  ,    , 
=J  ./„,  [  dl  dTTTT)  -  ÔJ-  0(1777) J  ^"  ^'■- 

Cette  dernière  intégrale  double  est  identique,  d'après  les  formules  (44)i  à 
l'intégrale  de  surface 

r  r\'àP      ^     dP        ]   ,        r  ràP  ,    ,       oP  ,    , 

11]^  cos  8 ■ —  ces  •-     cf  7  =   I     /   —  az  dx dr  dy 

étendue  au  côté  positif  de  S.  En    permutant  circulairement  x,  y.  z.  on    a 
deux  formules  toutes  pareilles 

J  Q  (^,  r,  z  )dy=  f  f^  dx  dy-^dydz. 
f^K(x,r,z)dz=f£^dydz-'^dzdx; 
en  les  ajoutant  à  la  première,  on  obtient  la  formule  générale  de  Slokes 


(45) 


,    f  P  (x,  y,  :)dx  ^  (^(x.y,  z)dy^R  (x,  y,  :)dz 


le  sens  de  parcours  du  contour  F  et  le  côté  de  la  surface  auquel  l'intégrale 
est  étendue  se  correspondent  comme  on  l'a  exjjliqué. 

140.  Application  aux  volumes.  —  E)e  même  que  l'aire  dune  courbe 
plane  fermée  s  exprime  par  une  intégrale  curviligne  prise  le  long  de  celte 
courbe,  tout  volume  intérieur  à  une  surface  fermée  S  s'exprime  par  une 
intégrale  de  surface.  Considérons  d'abord  une  surface  fermée  S  qui  n'est 
rencontrée  qu'en  deux  points  par  une  parallèle  à  Oz.  Les  points  de  cette 
surface  se  projettent  sur  le  plan  des  xy  à  l'intérieur  d'un  domaine  A,  et 
tout  point  de  A  est  la  projection   de  deux  points  nii  et   m^  de   S.  Soient 
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^\=  fi>.-''<y}'  ^i=.f-i{^':y)  les  é(|uali(iii«  île?  il imi.\  nappes  S,  et  Sj  décrites 
par  les  points  ni^  cl  in«  respectiveineiU  ^ffC/a)-  l'C  volume  est  égal  à  la 
différence  des  deux  intégrales  doubles 

\=   f  f  M -r,  y  )  d.r  dy  -  f  I   ,/\(.r.y)  dx  dy . 

dont  l.i  piemière  représente  llutégiale  de  ~urf;ice  /  /  z  dx  dy  prise 
suivant  le  cùté  supérieur  de  So.  t:iii<lis  que  la  seconde  est  l'intégrale 
/  /  zd.rdy.  prise  suivant  le  côlé  supérieur  de  S,.  I^eur  différence  est 
donc  égale  à  l'intégrale  /     /  zd.rdy.  étendue  à  la  surface  S  tout  entière, 

suivant  le  côté  qui  correspond  à  la  direction  extérieure  de  la  normale.  Par 
raison  de  symétrie,  on  peut  prendre  pour  expression  du  volume  l'une  quel- 
conque des  intégrales  de  surface 

fj  z  d.r  dy,  f  f  .r  dy  dz.  f  f  z  dx  dy, 

chacune  d'elles  étant  prise  suivant  le  coté  extérieur,  et  la  formule  s'étend 
à  un  volume  limité  par  une  surface  quelconque  {cf.  n"  96,  Remarque). 


EXERCICES 


1.  En  un  point  quelconque  M  de  la  chainelte  définie  en  coordonnées  rec- 
tangulaires par  l'équation 

y=-\e    -^e     "J, 

on  mène  la  tangente  qu'on  prolonge  jusqu'à  son  point  de  rencontre  T  avec 
l'axe  Ox,  puis  on  fait  tourner  la  figure  autour  de  cet  axe.  Exprimer  la 
différence  des  aires  décrites  par  l'arc  de  chaînette  AM,  A  étant  le  sommet 
de  la  chaînette,  et  par  la  tangente  MT  :  i"  en  fonction  de  l'abscisse  du 
point  M:  ■>."  en  fonction  de  l'abscisse  du  point  T. 

I Licence  :  Paris,  i88o.] 

2.  Soient  Ox,  Oy,  Oz  trois  axes  rectangulaires.  Une  surface  réglée  est 
engendrée  de  la  manière  suivante  :  le  plan  z  OA  tourne  autour  de  O^;  la 
génératrice  D,  située  dans  le  plan,  fait  avec  O ^  un  angle  constant  dont  la 
tangente  est  X;  elle  intercepte  sur  OA  (située  dans  le  plan  xOy)  un  seg- 
ment OC  égal  à  XaO,  a  désignant  une  ligne  donnée  et  0  l'angle  des  deux 
plans  ^Oa-,  -OA. 
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1°  Calculer  le  volume  liniilc  par  la  surface   réglée   et   les  plans   xOy, 
z0.r,  zO\,  l'angle  6  des  deux  derniers  étant  moindre  que  ai:; 

■2°  Calculer  l'aire  de  la  portion  de   surface  limitée  par  les  plans   xOy, 
zOs:,  zO\. 

[Licence  :  Paris,  juillet  1882.] 

3.  Soient    O.r,    Oy.    Oz  trois  axes   rectangulaires.    Calculer  le  volume 
limité  par  la  surface  du  paraboloïde  elliptique  qui  a  pour  équation 


le  plan  des  Ty  et  la  surface  du  cvlindre  ô-.r'2-f-  a^y-^=  a''b^. 

[Licence  :  Paris.  1882.] 

4.  Les  axes  Ox  et    Oy  étant  rectangulaires  et  A  et  B  étant  deux  points 
de  l'axe  Oy,  calculer  l'intégrale  curviligne 

/[?(/)  e-'—  my  ]  dx  ^  l<f'(y)  e^—  m\  dy 

prise  le  long  d'un  chemin  quelconque  AMB,  allant  du  point  A  au  point  B, 
mais  limitant  avec  AB  une  aire  AiVIBA  de  grandeur  donnée  S;  m  désigne 
une  constante,  et  '^(y)  une  fonction  continue  ainsi  que  sa  dérivée   i^'(y). 

[Licence  :  îNancy,  1895.] 

5.  litablir  la  formule  V{p)Vi  q)  =  Vip  ^  tj)  B(/).  q)  en  évaluant  l'inté- 
grale double 


//•-' 


'  xl'-^  y'i  '  dx  dy 


étendue  à  l'angle  xOy,  au  moyen  du  changement  de  variables  x  h-  r  =  11, 
y  =  uv. 

0.  Trouver  l'aire  de  la  portion  d'un   ellipsoïde  ou  d'un  hyperboloïde  de 
révolution,  comprise  entre  deux  parallèles. 

*7.  Aire  d'un  ellipsoïde   à   trois  axes  inégaux.  —  La  moitié  de  l'aire 
totale  X  est  égale  à  l'intégrale  double 


/.-^ 


-  dx  dy. 


étendue  à  l'intérieur  de   l'ellipse   b- .r- ^  a- y^  =  a- 1/'- .   Parmi    les   moyens 
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employés  pour  ramener  cette  intégrale  double  à  des  intégrales  elliptiques, 
un   des    plus  simples,  dû  à   Catalan,  consiste   dans  la   transformation   du 

n"  122.  En  désignant  par  v  la  fonction  sous  le  signe  /   /  ,  et  faisant  varier  c 

de  1  à  H- oc,  on  trouve  que  l'intégrale  double  est  égale  à  la  limite,  pour  l 
infini,  de  la  diiïérence 

-xabijl'-—  i) /•' (fî_i)</i. 

TF^^ÏÏF^r'J  i/K-i) (•■■—£)' 

cette  expression  se  présente  sous  forme  indéterminée,  mais  on  peut  écrire 


Js/JEEMEER] 


('-S)(-S: 


dv 


.,  ■n/^"'-'*S)(''— S) 

et  l'expression  écrite  plus  liaut  a  pour  limite,  comme  on  le  voit  aisément, 

8*   L'aire  d'une  surface   définie  par  son  équation   en  coordonnées  po- 
laires p  =  F(0,  o)  s'exprime  par  l'intégrale  double  /   /  VsinS  dO  df,  o  étant 

la  distance  de  l'origine   au  plan   tangent   au   point  (6,9).  Interprétation 
géométrique. 

Application.  —  L'aire  de  la  surface  d'élasticité  de  Fresnel, 

(x'  -i- y-  -;-  -')-  =  a-x-  ■+-  b-y-  -t-  c-i-, 

podaire  d'un   ellipsoïde  par   rapport   à   son   centre,    est    égale  à   celle    de 

rellipsoïde  de  demi-axes  — ,  -;-,  —  ("William  Roberts, /oK/na/  de  Lion- 
el     o       c 

ville,  t.  XI,  1"  série,  p.  81). 
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9.  En  évaluant  de  deux  façons  différentes  linlégiale  double  de 

étendue  à  l'aire  du  triangle  formé  par  le?  droites  y  =  a^o,  _/  =  .r,  a?  =  X, 
démontrer  qu'on  a 

r^       r^  r^  (\  —  i-)"*" 

I     dx  j     (x—y)"f{y)dy^j      ^^-j-| f^y)dy. 

En  déduire  la  relation 

J    clx  j"    d:r...   f    /(  r  )  dx  =  ^,^]_^y    f    '-^  -r)"-'  f(r)  dy. 
Etablir  de  même  la  formule 

/      .r  dx  j     X  dx  ■  ■  .   f      X  dx  j      f(  x  )  dx 

2  .  4  .  O  .  ,  .  2  /(    ^f  , 

Cl  vérifier  ces  formules  au  moyen  de  la  différentiation  sous  le  signe   /  • 

10.  Calculer  l'intégrale  double 

/  /  ;r^.>'^([  —  X — y)'  dx  dy, 

étendue  à  l'aire  du  triangle  formé  par  les  droites 

X  =  o,        y  =  o,         x:  -i- y  —  i  =  o. 

11.  Calculer  l'intégrale  double 

/    /  x-y^  \   i  —  -r'  — y'  dx  dy, 

étendue  à  l'aire  de  la  portion  du  plan  définie  par  les  inégalités 
x^o,         yio,         x^^t-y^l\. 

12.  Exemple  de  Scluvarz  (note  de  la  page  '533).  —  Étant  donné  un 
cylindre  de  révolution  de  rayon  /•  et  de  hauteur  h,  partageons  la  hauteur 
en  m  parties  égales,  et  par  les  points  de  division  menons  des  plans  paral- 
lèles aux  plans  des  deu\  bases;  puis,  dans  les  sections  droites  ainsi  obtenues, 
inscrivons  des  polygones  réguliers  convexes  de  n  cotés,  de  façon  que  la 


fïénératrice  qui  passe  par  un  sommet  de  ces  polygones  passe  par  le  miliiii 
<le  l'arc  sous-lendu  par  un  côlé  dans  les  deux  polygones  voisins.  Les  som- 
mets de  CCS  polygones  sont  les  sommets  d'une  surface  polyédrale  inscrite 
composée  de  imn  triangles  isoscéles  égaux,  et  l'aire  de  cette  surface  pn- 
Ivédrale  est  égale  à 


.     -      /        /  .      -   \> 
(/(/•sin— 1/   4'''(i'i'i  — 


I,- 


La  limite  de  cette  expression,  lorsque  les  deux  nombres  ni  et  n  aug- 
mentent indéfiniment,  dépend  de  la  limite  du  rapport  • —  Cette  limite  n'est 

H- 

égale  à   iT.rh  que  si  ce  rapport  tend  vers  zéro. 

13*  Généralisation  de  la  formule  (17)  (n"  124).  —  La  démonstration 
de  cette  formule  semble  exiger  l'existence  de  la  dérivée  seconde  ç",i..  il 
est  possible  de  se  passer  de  cette  hypothèse.  En  effet,  la  formule  est  vraie 
pour  un  pol\nome  quelconque  P(«,c),  si  f(u,  c),  f'^,  /[,  sont  continues 
dans  le  domaine  Ai, 


(a) 


r  (ov  dP     \       r  r    D(/,  P) 

J  ç  \ôii  Ov        /        .'    c'  ,      JJ*  ".  ^') 


Or,  si  la  fonction  o  est  continue  dans  le  domaine  A,,  ainsi  que  les  déri- 
vées tp'„,  <f[.,  il  est  possible  de  trouver  un  polynôme  P(m,  •■')  tel  que  les 
différences  <p  —  P,  y'„ —  P'„,  o,, —  P[,  soient  moindres  en  valeur  absolue  que 
tout  nombre  positif  e  dans  A,  (  voir,  par  exemple,  le  Cours  d'Analyse 
de  M.  de  la  Vallée  Poussin).  On  peut  donc  choisir  P(«,  i^)  de  façon  que 
les  deux  membres  de  la  formule  (17)  diffèrent  d'aussi  peu  qu'on  le  veut 
des  deux  membres  <le  l'égalité  (a)  et,  par  conséquent,  ils  sont  égaux. 

H.  Transformations  ponctuelles  gui  consen-ent  les  aires.  —  Toute 
transformation  ponctuelle  définie  par  les   formules 


est  telle  que  1  on  ait 


d  U{.r,  Y)  dU(x,  Y)  _ 

1J(X.Y)__^ 

Dix,  y) 


et.  par  conséquent,  conserve  les  aiie«.  Pour  démontrer  la  réciproque,  un 
supposera  la  transformation  ponctuelle  définie  par  les  formules 

X=/(>,  Y),         ^ix,Y)-=y, 
ce  qui  donne 

D(X,  Y)  _>)f  _  d^ 
D(.r.  y)  ~  ûx  ■  t)Y' 
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I.  -  INTEGRALES  MULTIPLES.  —  CHANGEMENTS  DE  VAIUABLES. 

141.  Intégrales  triples.  —  On  définit  les  inlégiales  triples  en 
procédant  exactement  comme  pour  les  intégrales  doubles  (n°^  118- 
119).  Il  n'y  a  qu'à  remplacer  les  domaines  à  deux  dimensions  par 
des  domaines  à  trois  dimensions  et  l'aire  par  le  volume.  Soit 
F(x,  >',  3)  une  fonction  bornée  dans  un  domaine  borné  de  l'es- 
pace D.  Imaginons  ce  domaine  décomposé  d'une  façon  quelconque 
en  n  domaines  partiels  dt,  f/o,  . . .,  rf„,  de  volumes  Ci,  Cj,  ....  i,,, 
et  soient  M,,  7»,  les  bornes  supéiieure  et  inférieure  de  F  dans  d(. 
Les  deux  sommes 


s=Vm,.,,       ,,=V 


»ti''i 


tendent  respectivement  vers  deux  limites  I,  I'  lorsque  le  nombre  /( 
augmente  indéfiniment  de  façon  que  cliafiiie  domaine  partiel 
diminue  indéfiniment  dans  toutes  ses  dimensions,  et  l'on  a  l'^I. 
La  fonction  F(j;,  y.  z)  est  dite  intégrable  dans  le  domaine  IJ, 
si  l'on  a  1'  :=:  I,  et  la  limite  commune  des  sommes  S  et  s  est  l'inté- 
grale triple  de  F(.r,  y,  z)  étendue  au  domaine  D.  On  la  représente 
par  le  symbole 

1=  f  I    f  F(x,r,z)dxdr(iz, 
J  J  J,  Il 

et  le  domaine  D  est  le  champ  d'intégration.  Le  nombre  I  est  encore 
la  limite  de  la  somme 

(0  s'=2F($,-,r„-,r,).'„ 
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{h,  'Oi)  Ki)  étant  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du 
domaine  di  ou  de  sa  frontière. 

Toute  fonction  continue  est  intt'grable.  11  en  est  de  même  de 
toute  fonction  bornée  admettant  un  nombre  quelconque  de  points 
de  discontinuité,  pourvu  que  l'on  puisse  enfermer  tous  ces  points 
de  discontinuité  dans  un  domaine  dont  le  volume  soit  inférieur  à 
un  nombre  positif  quelcon(|ue.  C'est  ce  f|ui  arrive  par  exemple 
pour  une  fonction  bornée  F(j",  y,  z)  admettant  dans  le  domaine  D 
une  ou  plusieurs  surfaces  de  discontinuité. 

Les  intégrales  triples  se  présentent  dans  diverses  questions  de 
Mécanique,  en  particulier  quand  on  cherche  la  niasse  ou  ie  centre 
de  gravité  d'un  corps  solide.  Supposons  la  région  (D)  remplie 
d'une  substance  hétérogène  et  soit  ik(x,y,z)  la  densité  en  un 
point,  c'est-à-dire  la  limite  du  rapport  de  la  niasse  renfermée  dans 
une  sphère  de  rayon  infiniment  petit,  décrite  du  point  (x,  >■,  s) 
comme  centre^  au  volume  de  celte  sphère.  Si  [jii  et  u^  sont  les 
valeurs  maximum  et  minimum  de  'j.  dans  la  région  (di),  il  est  clair 
({lie  la  masse  renfermée  dans  cette  région  est  comprise  entre  ix,  c, 
et  '-i.nl',;  elle  est  donc  égale  à  ('([jn?,,  t,,,  Ç,),  le  point  (E,,  tj,,  tj,) 
étant  un  point  convenablement  choisi  de  (c?,).  La  masse  totale 
est  donc  égale  à  l'intégrale  triple/  /  l  ^dx  dy  dz,  prise  dans  la 
région  (D). 

142.  Procédés  de  calcul.  —  Considérons  d'abord  une  fonc- 
tion ¥{Xyy^z)  continue  dans  un  domaine  D,  limité  par  deux 
plans  5  =  3o,  ^  :=  Z,  parallèles  au  plan  .:  ^  o,  et  un  cylindre 
avant  ses  génératrices  parallèles  à  Os,  dont  la  section  par  le  plan 
des  xy  est  une  courbe  fermée  C,  limitant  un  domaine  plan  A. 
Su|)posons  ce  domaine  plan  A  décomposé  en  domaines  plus 
petits  «1,  «2)  ■••!  f'm  d'aires  to,,  Wo,  ...,  (o„,  et  considérons  les 
cylindres  ayant  leurs  génératrices  parallèles  à  Oz  et  pour  bases 
les  domaines  «,,  rto,  ...,  a,,-  Menons  ensuite  les  plans  ^  =  3/ 
(/=!,  2,  ...,  m  —  i),  .^1,  52,  ...,  ;,„_!  formant  une  suite  de 
nombres  croissants  compris  entre  z^  etZ.  Le  domaine  D  se  trouve 
ainsi  décomposé  en  petits  domaines  cylindriques.  Considérons  la 
nie  de  ces  petits  domaines  situés  dans  le  cylindre  qui  a  pour  base 
II'  domaine  plan  «/.  Soient  (^,,  7),)  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  ce  domaine  ;  la  porlion  de  la  somme  S',  provenant 
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de  cette  file  de  petits  domaines,  peut  s'écrire 

t,,  étant  un  nombre  quelconque  compris  entre  z^  et  3,,  v/^  un 
nombre  quelconque  compris  entre  r,  et  Sj,  et  ainsi  de  suite.  En 
choisissant  convenablement  ces  nombres  Ç,,,  Ç,2,  . . .,  le  coefficient 
de  10,  est  égal  à  '&(i,-,  /j,),  où  l'on  a  posé 


(2) 


*'■'".  r)=/   F(^.  .r. -)«'-î- 


La  somnie  S',  dont  nous  clierclions  la  limite,    est   donc  égale 
à  ^<I>(;,,  r,;)  to,  ;    sa    limite    est    l'intégrale    double    de    la    fonc- 
lion  <I>(,r.  y)  étendue  au  domaine  A,  et  l'on  a 
(3i        I    f    I      F(x,y,z)dxdvdz  =    l    j     ^(T.y)d.rdr 

=  d.rdy  i     V{x,y,z)dz. 

On  a  vu  plus  haut  comment  le  calcid  d'une  intégrale  double  se 
ramenait  lui-même  à  des  quadralui'es.  Par  exemple,  si  le  champ  D 
est  le  parallélépipède  formé  parles  six  plans  x^^Xg,  ^=  ^ijK  =J)'o) 
y  =  Y,  3=  z-D-i  ;  =  Z,  le  domaine  A  est  un  rectangle,  et  l'intégrale 
triple  a  pour  expression 


(i) 


f    d:r  f    dy  f'v{r,y,z)dz. 


Le  sens  de  ce  symbole  est  bien  clair.  On  eflectue  la  première 
intégration  en  regardant  x  et  )•  comme  constaDts;  le  résultat  est 
une  fonction  des  deux  variables  x  et  y,  que  l'on  intègre  ensuite 
entre  les  limites  yi,  et  Y,  en  regardant  x  comme  constant  et  y 
comme  variable.  Le  résultat  de  cette  seconde  intégration  ne 
dépend  plus  que  de  x,  et  on  l'intègre  de  nouveau  entre  les 
limites  a?o  et  X. 

Il  y  a  évidemment  autant  de  manières  d'eirectuer  le  calcul  qu'il 
y  a  de  permutations  de  trois  lettres,  c'esl-à-dire  six.  On  peut,  par 
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exemple,  écrire  l'intégrale  lri|)le 

f    d'  f    dx  j      V'{x,y,Z)dy=  j'    ^V{z)dz, 

en  désignant  par  ^'"(3)  l'intégrale  doublede  F[x,y,  z)  étendue  au 
rectangle  formé  par  les  droites  j!'  =  .ro,  a;  =  X,  ^^^  =_yoi  Y  ^^  • 
<  )n  serait  aussi  conduit  à  celte  expression  en  commençant  par 
décomposer  D  en  petits  parallélépipèdes  par  trois  séries  de  pians 
parallèles  aux  plans  de  coordonnées  et  en  ésaluant  la  portion  de  S' 
pro\enant  de  la  Iranclie  de  parallélépipèdes  comprise  entre  les 
deux  plans  voisins  z^  Zi_i,  z  =  zi;  en  |)renanl  convenablement 
les  points  (;,  Tj,  v),  celle  tianche  donne,  dans  S',  la  somme 

'r(z,_, )(-/--/  1), 

et  le  raisonnement  s'acliève  comme  plus  liant. 

La  formule  (3)  s'applique  encore  à  une  fonction  bornée  F(a?,_/,  3) 
admettant  dans  le  domaine  une  ou  plusieurs  surfaces  de  disconti- 
nuité. Supposons,  par  exemple,  que  la  fonction  F  soit  discontinue 
sur  certaines  portions  de  deux  surfaces  S|  et  Sj  représentées  par 
les  deux  é(piations 

(Si)  z=Oi{x,y), 

(Sî)  -  =  !f,  (>,_>•■;), 

C5,  et  csj  étant  deux  fonctions  continues  dans  le  domaine  A 
(3„  <  «(  <  '^2  <  Z).  Ces  deux  surfaces  S,  et  So  décomposent  D 
en  trois  régions  en  chacune  desquelles  la  fonction  F  est  continue. 
Pour  fixer  les  idées,  nous  supposerons  que  l'on  a  : 

1"  Entre  le  plan  3=  ^o  et  S,,  F^y,  {x,y,  z)  ; 

2"  Entre  S,  et  Sj,  F  =  fn(x,  )  ,  z)  ; 

3"  Entre  S2  et  le  plan  3  =  Z,  F  =  ft(x,  y,  z). 

Chacune  des  fonctions  y'i ,  y'2) /s  est  supposée  continue  dans  le 
domaine  correspondant.  La  formule  (3)  s'applique  encore  au  calcul 
de  Pinlégrale  triple,  pourvu  que  l'on  pose  (n°  7o) 

J    ¥{x,x.z)dz 

=f   'A(.T,j-,z)dz-^J'''f,(x,y,z)dz^  f    Mx,y,z)dz. 
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Celte  remarque  donne  immédiatement  le  moyen  de  calculer 
l'intégrale  triple  d'une  fonction  continue  F{x,y,z)  dans  un 
domaine  D  limité  par  un  cylindre  tel  que  le  précédent  et  deux 
portions  de  surfaces  -^i  ^  a,(^x,  y),  z^  =  f^i^j y),  ^i  et  Oj  étant 
continues  dans  le  domaine  plan  A.  11  n'y  a  pour  cela  qu'à  prendre 
deux  plans  auxiliaires  z  =  Zq,  z  z=Z  (zo  -<  <p(  <  tpa  <  Z),  et  une 
fonction  auxiliaire  5{x,  y,  z)  égale  à  F(x,  y,  z)  dans  le  domaine  D 
et  nulle  en  dehors  de  ce  domaine.  Le  raisonnement  du  n"  121  s'ap- 
plique sans  modification  et  l'intégrale  triple  de  F(x,y,  z)  dans  D 
a  pour  valeur 

/     /     dx  dy  I       F(x,  y,  ::)  dz. 

Si  le  contour  G  du  Romaine  A  est  formé  de  deux  segments 
de  droites  parallèles  à  Oy  el  de  deux  arcs  de  courbes  jv,  =  '|'i(x), 
y2  =  '•!'2{^)  (>}'i  <  Ao),  on  a  aussi 

(5)      f  f  f    ?{oc,y,z)dxdydz^  f    dx  f    ' dy  f   'v{x,y,z)dz. 

Les  limites  «,  et  Oo  de  la  première  intégration  dépendent  à  la 
fois  de  X  et  dey,  les  limites  'i*!  et  'Lo  dépendent  de  x  seulement, 
enfin  a  el  b  sont  des  constantes. 

Lorsque  le  champ  d'intégration  D  est  limité  par  une  surface 
fermée  2,  qui  n'est  rencontrée  qu'en  deux  points  par  une  parallèle 
à  l'un  des  axes  (comme  une  surface  convexe),  on  peut  efl'ectuer 
les  quadratures  dans  un  ordre  arbitraire,  mais  les  limites  sont 
en  général  tout  à  fait  dilférentes,  suivant  l'ordre  des  inté- 
grations. 

Exempte.  —  Soit  à  évaluer  l'intégrale  triple  j    1    1  z  dx  dy  ds,  élendae 

au  huitième  de  la  sptière  x^  -t- y^  -h  z-  =  R*,  compris  dans  le  iriédre  Oxyz. 
Si  l'on  intègre  d'abord  par  rapport  à  z,  puis  par  rapport  à  _^  et  enfin  par 
rapport  à  x.  les  limites  sont  les  suivantes  :  x  el  y  étant  donnes,  ;  peut 
varier  de  zéro  à  y^K^- — x-  —  y";  x  étant  donné,  y  peut  varier  de  zéro 
à  /R^--^,  et  .r  varie  de  zéro  à  R.  On  a  donc 


I  J    I  zdxdyc/z=  f     dx  I  dy  I  z  dz. 
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et  l'on  en  tire  successivement 

K' -■'-,= 

"-0  "' 

.   .  r'  ^ 

et  il  reste  à  calculer  l'intégrale  définie  -    /      (  R^  —  .r- )~  dx^  qui  <levient, 

en  posant  .r  =  R  coscç, 

rr 

-    j      R'  sin*œ  dts. 

L  intégrale  triple  a  donc  pour  valeur — — • 

Remarque.  —  Au  lieu  d'évaluer  d'abord  la  somme  des  élé- 
pients  provenant  d'une  file  de  domaines  cylindriques,  on  pourrait 
procéder  autrement.  Soit  D  un  domaine  borné,  compris  entre  les 
deux  plans  parallèles  ;^;:(|,  ;  =  Z;  décomposons-le  d'abord  en 
IrÀnches  par  des  plans  z  =  zi  (i  =  i ,  2,  . . .,  m  —  1  ),  z,,  z^,  . . ., 
-Sm-t  formant  une  suite  de  nombres  croissants  compris  entre  Zg 
et  Z.  Décomposons  ensuite  chaque  tranche  en  petits  domaines 
cylindriques;  on  voit  encore  que,  en  choisissant  convenablement 
les  points  E,  t,.  'C,  dans  chaque  domaine  partiel,  la  somme  des  élé- 
ments de  la  tranche  comprise  entre  les  deux  plans  z  =  r,,  z  =  5,_,, 
a  pour  expression 


A,_,    étant    le   domaine    plan    commun    au    domaine    D    et    au 
plan  z  =  s,_i .  Si  donc  on  pose 


W(z)^  I    f     F(x,  y,  z)dxdy, 

•-'      «^  i  A- 


Az  étant   le  domaine   plan  que  l'on   vient  de  définir,   l'intégrale 
triple  a  pour  expression 

Pour  évaluer  une  intégrale  triple  étendue  à  un  domaine  quel- 
conque D,  on  le  décomposera  en  une  somme  de  domaines  tels  que 
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les  précédenls,  par  exemple  en  domaines  tels  qu'une  droite  paral- 
lèle à  une  direclion  fixe  ne  rencontre  la  surface  limite  en  plus  de 
deux  points. 

143.  Formule  de  Green.  —  Il  existe  pour  les  intégrales  triples  une  for- 
mule toute  paieille  à  la  l'oniiule  (i5)  du  n"  153.  Considérons  d'abord  une 
surface  fermée  S  qui  n'est  rencontrée  qu'en  deux  points  par  une  parallèle  à 

l'axe  O 2,  et  une  fonction  R(x,  y,  3)  continue,  ainsi  que  --— .  à  l'intérieur  de 

celte  surface.  Tous  les  points  de  S  se  projettent  sur  le  plan  des  xy  suivant 
les  points  d'une  aire  A  limitée  par  un  contour  fermé  C.  A  tout  point  (x,j') 
delà  région  A  correspondent  deux  points  de  coordonnées  Zi=  <fi{T,  y) 
et  C.2  =  foi-f,  y)  de  la  surface  S.  Celte  surface  se  trouve  ainsi  décomposée 
en  deux  morceaux  Sj  et  S2  ;  nous  supposerons  ^i  <  32-  Cela  posé,  l'inté- 
grale triple 

-—dxdy  dz, 


m- 


étendue  à  l'intérieur  de  la  surface  fermée  S,  peut  s'obtenir  en  intégrant 
d'abord  par  rapport  à  z  entre  les  limites  s,  et  Zi  (n°  142).  Le  résultat  de 
cette  première  intégration  est  ï{{.t, y,  z^)  —  R(.r,^,  ^i),  et  l'on  doit  ensuite 
prendre  l'intégrale  double 

/y  [R(,r,  y,  z,)  -  K(x,  y,  z,)]  dxdy, 

dans  la  région  A.  Or  l'intégrale  double  /  /  K{x, y,  Zi)  dx dy  ne^X.  Aulrt 
chose  que  l'intégrale  de  surface  (  n°  138) 


//      ï^.{x,  y,  z)  dx  dy^ 
•-    (S.l 


prise  sur  le  côté  supérieur  de  la  surface  S-i.  De  même,  l'intégrale  double 
de  K{x,y,  Zx),  changée  de  signe,  est  l'intégrale  de  surface 

f  f     Rix,  y,  z)  dxdy, 

*-     «-  (  s,  1 

prise  suivant  le  côté  inférieur  de  Si.  En  ajoutant  les  deux  intégrales,  nous 
pouvons  donc  écrii'e 

r  r  /"  s  '^^  '^y  '^^=  f  .f.  '*  (■^'  ^'  -'  ^  '^•'^  '^y- 

l'intégrale  de  la  surface  étant  prise  suivant  le  côté  extérieur  de  S. 

Ce  résultat  s'applique  aussi  si  la  limite  totale  S  du  domaine  comprend, 
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outre  les  surfaces  S]  cl  Sj,  une  portion  de  surface  cylindrique  dont  les 

génératrices  sont  parallèles  à  Os,  car  l'intégrale  de  surface  /    /  -—dxdy, 

prise  le  long  de  celte  surface  cylindrique,  est  nulle. 

Cette  formule  s'étend,  comme  on  l'a  déjà  expliqué  plusieurs  fois,  à  un 
volume  linïité  par  une  surface  de  forme  quelconque,  et,  en  permutant  .r, 
>',  z,  on  en  déduit  deux  autres  formules  toute  pareilles, 

/'  f  f  1^  ,/x  dy  dz  ^  f  f  \'(x,  y,  z  )  dy  dz, 

En  les  ajoutant,  on  obtient  la  formule  générale  de  Green  pour  les  inté- 
tr.iles  triples 

=  /  /   P(  ■'">  y-  -)  dy  f'-  -•-  Q(-?',  j>%  -)  <i:  (1-^  +  Rf-?".  y,^)dx  dy, 

•      >^(Si 

les  intégrales  de  surfaces  étant  toujours  prises  suivant  le  côté  extérieur. 

Pour  retrouver  les  expressions  du  volume  obtenues  plus  haut,  il  suffit 
de   faire  P  =  .r,  O  =  R  =  o,  ou  Q  =^,  P  =  R  =  o,  ou  R  =  J,  P  =  Q  =  o. 

ili.  Rapport  de  deux  éléments  de  surface.  —  Pour  établir  la  formule 
du  cliarigemenl  de  variables  dans  une  inlégrale  triple,  on  peut  suivre  une 
niétliode  tout  à  fait  analogue  à  celles  des  n"'  124-125.  Nous  démontrerons 
d'abord  une  formule  préliminaire.  Soient 

(6)  .r  =/(.(•',  y,  s'),         y  =  u^{x',y,z'),         z  =^ 'h{x' ,  y  ,  z) 

des  formules  définissant  une  transformation  ponctuelle  dans  l'espace; 
x' ,  y' ,  z  sont  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  m'  par  rapport  à 
un  système  d'axes  rectangulaires  O' x' ,  O' y' ,  O'-',  et  x,  y,  z  sont  les  coor- 
données du  point  correspondant  m  par  rapporta  un  système  d'axes  rectan- 
gulaires Ox,  O  )-,  O;,  de  même  disposition  que  le  premier,  et  qui  peut 
être  confondu  avec  lui.  Nous  supposerons  :  i°  que  le  point  x,  y,  z  décrit 
un  domaine  borné  (E),  lorsque  le  point  x' ,  y' ,  z'  décrit  un  autre  domaine 
borné  (lî);  a"  que  les  points  de  ces  deux  domaines  se  correspondent  un 
à  un  d'une  façon  univoque;  3"  que  les  fonctions  f,  <f,  J/  sont  continues  et 
admettent  des   dérivées   partielles  continues   dans   (E');   et  que   le  jaco- 

D(,r,  r,    z) 
bien  =— — r^ — 7-  ne  s'annule  pas  dans  (  E'  ). 

D(x  ,y  ,z  )  "^ 

La  correspondance  entre  les  points  des  deux  domaines  peut  être  directe 
ou   inverse.   Soient  m't\,  ni't'^,  m't'^  trois  éléments  linéaires  formant  un 
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liièdre  dans  le  domaine  (E');  à  ces  éléments  linéaires  correspondent  dans 
le  domaine  (E)  trois  éléments  linéaires  //i/i,  nit^,  mts,  formant  aussi  un 
trièdre,  puisque  le  jacobien  des  fonctions  y,  œ,  '|,  n'est  pas  nul  au  point //i' 
(cf.  Exercice  13,  p.  lOi).  Si  ce  trièdre  mtt  t^  ti  a  la  même  disposition  que  le 
triédre  />i' t'^  t'^t'^.  on  dit  que  la  correspondance  définie  par  les  formules(6) 
est  directe  ;  elle  est  dite  inverse  dans  le  cas  contraire.  Cette  définition  peut 
être  remplacée  par  la  suivante.  Soient  S,  S'  deux  surfaces  correspondantes 
dans  les  domaines  E,  E',  ayant  deux  cotés  distincts,  et  r,  r'  les  courbes 
fermées  qui  les  limitent  respectivement.  Choisissons  sur  ces  contours 
deux  sens  de  parcours  se  correspondant  par  les  formules  (6)  ;  à  ce  sens  de 
})arcours  correspond  un  côté  déterminé  de  chaque  surface,  d'après  la  con- 
vention qui  a  été  faite  au  n"  139.  Si  ces  deux  côtés  des  surfaces  S,  S'  se 
correspondent  aussi  par  les  formules  (6),  la  correspondance  définie  par 
ces  formules  est  directe  ;  sinon  elle  est  inverse. 

Cela  posé,  considérons  sur  les  surfaces  S,  S'  deux  côtés  qui  se  corres- 
pondent dans  la  transformation  ponctuelle  considérée,  et  soient  (a,  p,  y), 
(a',  P',  y'  )  les  angles  que  font  avec  les  axes  les  directions  des  normales  à  ces 
côtés.  Supposons  les  coordonnées  des  points  des  deux  surfaces  S,  S'  expri- 
mées au  moyen  de  deux  paramétres  u  el  v  ;  on  a  expliqué  plus  haut 
ce  qu'il  fallait  entendre  par  sens  positif  sur  les  contours  F,  F',  et  côtés 
positifs  des  deux  surfaces.  Si  la  correspondance  est  directe,  au  côté  positif 
de  S  correspond  le  côté  positif  de  S',  et  d'après  les  formules  (44)  du  n"  139 
et  les  formules  analogues  relatives  à  la  surface  S',  on  a 

,         T)(x,y)   ,      ,  ,   ,  ,      D(jr',  y')    ,      , 

COSV  «0  =   -;r-7 '^-^  ClU  rfc,  COSV    rt(J    =  -^, ^^-~-  du  dv , 

'  D((/,t')  '  '  D(",i') 

(h  et  ds'  étant  les  éléments  d'aires  des  surfaces.  Si  la  correspondance  est 
inverse,  au  côté  positif  de  S  correspond  le  côté  négatif  de  S'  et  cosy'  doit 
cire  remplacé  par  — cos-j-'  dans  la  seconde  formule.  En  divisant  ces  deux 
formules  membre  à  membre,  il  vient 

C0S7  rfcr   _       h(x.y)  ,  D(x',y') 
^~'  cosY'rfo'  '^~    D(«,r)   •     l){u,v)  ' 

formule  où  l'on  doit  prendre  le  signe  +  ou  le  signe  —  suivant  que  la  cor- 
respondance est  directe  ou  inverse. 

On  peut  faire  disparaître  les  variables  auxiliaires  u,  c  de  cette  relation  ; 
on  a  en  effet 

D(x,y)   _    D(/,  y)    D(y,r')    ,     D(.A 'pj    D(y,^') 
i)(u,v)        D(x',y)    D{u,v)    '^  D{y,z')    D(k,  c) 

D(/,y)    ï)(z',x') 

D(z',x')    D{u,  v)  ' 

Y)(x'   y'} 
La  relation  obtenue  étant  homogène  par  rapport  aux  jacobiens  _  ,    — -,... 
>=        t^  t-f  j  D{u,v) 

si  on  les  remplace  par  les  quantités  proportionnelles  cosa',   cos^',  cosy', 
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»lle  devient 


(-')    co 


5y</t  =  —  •',      f   cosa  —  —-^L-!—cos?j  ■+-      ;■',      ,,  cosv  \dT  . 


On  a  deux  formules  analogues  pour  cosarfj,  coi^di,  el  ces  formules 
permettent  de  remplacer  toute  intégrale  de  surface  étendue  à  S  par  une 
intégrale  de  surface  sur  S'. 

143  Changements  de  variables.  Première  méthode.  —  Soient  D.  D' 
deux  domaines  correspondants  pris  respectivement  dans  les  domaines  (E), 
(E'),  et  limités  par  deux  surfaces  fermées  S,  S'.  INous  allons  d'abord 
chercher  une  expression  du  rapport  -^  des  volumes  de  ces  deux  domaines. 
Nous  avons  ' 


(8)  ^'=  r  -'/•'""'.'■=  f 


f/T, 


t/î  étant  l'élément  de  surface  de  S,  y  l'angle  que  fait  avec  Oz  la  direction 
de  la  normale  extérieure  au  domaine  (E).  Mais  la  formule  (7)  permet  de 
remplacer  l'intégrale  de  surface  (8)  par  une  intégrale  de  surface  étendue 
à  S'.  On  a  ainsi 

V==  /'  f    'lix^y^z', 

-^    "'(S-j 

[  ,   D(/,  o)  ^,  D^/,o)  ,  D(/,  9)  l    ,  , 

X     ces 2'  ^/]  ■  ;    -4-COS3'     ;■;    ■'   -T-  cosv'     /V     ,\  \d.-!\ 

a',  ^',  -/  étant  les  angles  que  fait  avec  les  axes  O' x\  O' y\  0'~'  la  normale 
extérieure  à  la  surface  S'  ;  on  doit  prendre  le  signe  -+-  ou  le  signe  —  devant 
l'intégrale  suivant  que  la  correspondance  est  directe  ou  inverse.  Cette 
nouvelle  intégrale  n'est  autre  que  l'intégrale  de  surface  {voii\  n"'  131,  132 
et  138) 

r  r   ,  D(/,  =)  ,  ,  ,  ,     ,  D(/,  (i)  ,  ,  ,  ,     ,   D(/,  9)   ,  ,  ,  , 

étendue  à  la  surface  S'  suivant  le  côté  extérieur. 

Appliquons  à  cette  dernière  intégrale  la  formule  générale  de  Green  ;  il 
\  ient 

En  développant  la  fonction  sous  le  signe  intégral,  on   a  deux  sortes  de 

,     à'-  f    ào  .  ..... 

termes:  les  uns,  tels  que  i — r^-—;—L.,  contiennent  une  dérivée  du  second 
Oj   dx  oz 
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ordre,  mais  ces  termes,  on  le  voit  aisémeiil.  se  tlotruisent  deux  à  deux. 
Quant  aux  termes  qui  ne  renferment  que  des  dérivées  de  premier  ordre, 
leur  somme  est 

d'^j     Pif,  f)  d^    L)(/,  a)         rt^     D  (  /,  f  )    _     !>(/,  <p,  ij.) 

ôP  D(y,z')        Oy   D{z',3-')        Oz'  D{x',  y')  "  \i{x' ,y\  :' )' 


On  a  donc  aussi 


et  enfin,  en  appliquant  le  théorème  de  la  mo3enne. 


(9)  V=: 


(Ç,  ï),  O  étant  les  coordonnées   d'un   point   du   domaine   (  E').  On  déduit 
d'abord  de  celte  formule   que   la   correspondance  est   directe  ou  imerse, 

D(  /",  te,  il) 
suivant  que  le  jacobien    _     '; — ',      ,     est  positif  ou   négatij  {cf.  Exer- 
cice 13,  p.  i6l),  puisque  V  et  V  sont  essentiellement   positifs,  et  l'on  peut 
encore  écrire  la  formule  (g) 

(9')  V  =  V'|Ç14?4i|. 

Cette  nouvelle  formule  (g')  est  entièrement  analogue  à  la  formule  (17)  du 
Chapitre  VI,  et  l'on  en  lire  la  même  série  de  conséquences.  En  pailicu- 
lier,  ou  en  déduit  immédiatement  la  formule  générale  du  changement  de 
variables  dans  les  intégrales  triples;  il  suffit  de  rcproduii  e  sans  modifi- 
cation la  méthode  du  n"  123.  Si  V{x,  y,  z)  est  une  fonction  intégrable  dans 
le  domaine  (E),  on  a 


(10)  f   i    f   ¥ix,y,z)dxdydz 

J     J     J^  E  I 

-LÏL 


li6.  Changements  de  variables.  Deuxième  méthode.  —  La 
formule  (10)  peut  encore  se  démontrer  de  la  façon  suivanle  : 
Remarquons  d'abord  que,  si  cette  formule  a  été  établie  pour  deux 
ou  plusieurs  cbançemenls  de  variables  particuliers,  elle  est  vraie 
aussi  pour  le  changement  de  variables  obtenu  en  les  eflecluant 
successivement,  d'après  les  propriétés  connues  du  déterminant 
fonctionnel  (n"  00).  Si  elle  s'applique  à  plusieurs  régions  de  l'es- 
pace, elle   s'applique  aussi  à  la  région  obtenue  en   les  ajoutant. 
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Cela  posé,  nous  démonlrerons,  comme  dans  le  cas  d'une  inlég:rale 
double,  que  la  formule  s'applique  à  loule  Iransforniation  où  l'on 
ne  change  qu'une  des  variables  indépeudantes,  par  exemple  à  une 
transformalion  de  la  forme 


(i>) 


■Mar',/,  3')- 


Nous  supposerons  que  les  deux  poinis  M(a',  j',  ;)  elM'{x'.,y',  z' ) 
sonl  rapportés  au  même  sj'slèrae  d'axes  et  qu'une  parallèle  à  O:- 
ne  rencontre  qu'en  deux  poinis  la  suiface  qui  limite  la  région  (E). 
Les  formules  (i  i)  font  correspondre  à  cette  surface  une  autre  sur- 
face limitant  la  région  (E'),  et  le  cylindre  circonscrit  à  ces  deux 
surfaces,  ayant  ses  génératrices  parallèles  à  O;,  est  coupé  par  le 


plan  ;  =  o  suivant  une  courbe  fermée  C.  Tout  point  ni  de  la  ré- 
gion A,  intérieure  au  contour  C,  est  la  projection  de  deux  points 
m,  et  m,  de  la  première  surface,  de  coordonnées  =1  et  ;■,-  et  de 
deux  poinis  m\,  m^  de  la  seconde  surface  de  coordonnées  z^.  z'„. 
Nous  choisissons  les  notations  de  façon  que  l'on  ait  z,  <  z^  et 
3, -«c^Sj.  Au  point  /n,,  les  formules  (ii)  font  correspondre  le 
point  m.\  ou  le  point  m,.  Pour  distinguer  les  deux  cas,  il  suffit  de 

11*  1       '^'^       o  •    ^^  •    •  c  /       I 

consulter  le  signe  de  -r^-  bi  — ^  est  positif,  s  ausrmeote  avec  ;  ;  les 
points  m,  et  mj  se  correspondent,  ainsi  que  les  deux  points  »j^ 

et  m„.   Au  contraire,  si  -^  est  négatif,  -  diminue  quand  z'  aug- 

oz  ^        '  ' 

mente;  //),  correspond  à  m',  et  m,  à  m^.  Dans  le  premier  cas,  on  a 
F(.r,  y,  Z)  dz  =J      V[x,y,  'h{x,  y,  z')]-^dz'; 
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dans  le  second  cas  on  a,  au  contraire, 

f'-Pi.^,  y,  z)dz  =  -  f  'V[.r,  y,  .|(r,  y,  ^')]^^dz'. 
Dans  les  deux  cas,  nous  pouvons  écrire 


(12)  J  \'ix,y,z)dz=  f   V[x,^,^(r,  j,-')]|^ 


dz'. 


Si    nous   prenons    maintenant    les    intégrales   doubles    des    deui 
membres  de  celte  égalité  dans  la  région  A,  l'intégrale  double 


/'  f   dxdy  f"'F(x,y,z)dz 


n'est  autre  cliosc  que  l'intégrale  triple  /  1    /  F{x,y,  z)  dx  dy  ds, 

prise  dans  la  |)orlion  (E)  de  l'espace.  De  même  l'intégrale  double 
du  second  memijre  de  (12)  est  égale  à  l'intégrale  triple  de 

I  à'h  I 
F[.r',y','\i(x',y,  3  )]  |  ^   . 

prise  dans  (li'),  comme  on  le  voit,  en  remplaçant  x  par  x'  et  y 
par  » '.  On  a  donc,  dans  ce  cas  particulier, 

j    f  f   F(x,y,z)dxdydz 

=  f  /'  C   F  [;»•■.  y\  '\  {x\  y,  -')]  I  ^  I  dx'  dy  dz'  ; 

•    •    1       1  .  •  D(^,  >',  s)  .  1    •     .   <*'!'     T       .•  1  \ 

or  ICI   le  déterminant  ,,  ,    ,  •^, — r  se  réduit  a -t-Ït-  La  formule  (10) 

V{x  ,  y  ,  z  )  az  ^      ' 

est  donc  établie  pour  les  changements  de  variables  de  la  forme  (11). 
La  formule  générale  (10)  s'applique  encore  aux  changements  de 
variables  définis  par  les  formules 

(i3)  x=f(x\y',z'),        y  =  'j>(x\  y',z'),         z  =  z', 

où  la  variable  z  ne  change  pas.  Nous  supposons  que  ces  formules 
font  correspondre  point  par  point  deux  régions  (E),  (E')  de 
l'espace,  et,  en  particulier,  que  les  sections  R,  R'  faites  dans  (E), 
(E')  par  un  même  plan  parallèle  au  plan  ^  =:  o  se  correspondent 
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point  par  point.  On  a  donc,  d'après  la  formula  du  cliangement  de 
\arial)les  dans  une  intégrale  douhle, 

(i4)  /     /      V(x,y,z,(lxc/_y 

-  (  f  piA^\  y,  -' ',  ?< ^'-  y,  -•):  -'j  I  o^;  ^^  |  ^^'  ^fy ■ 

les  deux  iiienibres  de  cette  égalité  dépendent  seulement  de  la 
variable  z  =  :' .  Si  l'on  intègre  de  nouveau  entre  les  limites  z-,  el:> 
entre  lesquelles  peut  varier  ;  dans  la  région  (E),  Tégalité  obtenue 
[)eul  s'écrire 

(i5)  f  f  f   FU;y,z)dxdyJz 

-fff^ji/(-'y--)^-H-\y,-')--'\\^l^,\'ir'dyd.-. 

Or,  on  a  ici-rr- — r-^ — r-  ^  r  ,    ,      ,  ■>  de  sorte  que  la  torniule  (lO) 
u {x  ,  y  .  z  \         u  (x  ,  y  )  ^  ^      ' 

s'applique  encore  aux  changements  de  variables  de  la  forme  (i3). 

Nous    allons    montrer    maintenant    que    tout    changement   de 

variables 

(i6)      x=f{xu  yi-Zi),         v  =  f(x,,_>i,  ;:,),         z  =  <i({x,.  y\,  Z\) 

jieut  s'obtenir  par  une  combinaison  des  précédent>.  l'osons,  en 
effet,  .?-'  =  j,|,  >''  =  •»-,,  c' =  c  :  la  dernlèie  équation  (i6)  peut 
s'écrire  ;'='i/(x',  y',  z,)  et  l'on  en  lire  Z{^  tz[x' ^  y' .  z').  Les 
forinides  (i6)  peuvent  alors  être  remplacées  par  le  svstèmedes  six 
équations 

('")   ^=f[x',y,-{-^-\y,^')].      y  =  -î[x, y\-{x',y\z)\,      z  —  z\ 

(i8)  x'=x,,        >-'=^i;         z'  ='ij(Xi,  yi,Zx)\ 

la  formule  générale  (lo^  s'applique,  on  vient  de  le  voir,  aux  trans- 
formations définies  par  les  formules  (i^)  et  (i8),  et  par  conséquent 
aussi  au  changement  de  \ariables  (i6). 

On  pourrait  encore,  comme  le  lecteur  le  prouvera  aisémeni, 
remplacer  la  transformation  générale  (i6)  par  une  suite  de  trois 
transformations  telles  que  (i  ij. 
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\-¥I.  Élément  de  volume.  —  Ecrivons  les  Conmiles  (G)  (ini 
tléfinissejil  Ir  cli;nn;('iiieiil  dv  vari;il)les,  en  leiiiplnciinl  x' ,  y\  z' 
par  H,  (',  (r, 

(19)  .r  —f(ii,i-,  u}.  y  =  -^{ii.  f,  iv),  z  ~  >l(  i(,v.  iv). 

Vai  niodiliiiiil  un  peu  rinterprétalion  atloplée  itiS(|u"ici.  regar- 
dons maintenant  ii,  c,  n-  comme  un  système  de  coordonnées  cur- 
vilignes. Les  surl'aies  (//),  par  exemple,  sont  les  surfaces  tlccriles 
par  le  point  1  ./•,  y,  :•)  lorsque  v  et  iv  varient,  arbitrairement,  it  con- 
servant une  \aleur  consianle,  et  les  surfaces  (c)  et  (it)  se  défi- 
nissent de  la  mèine  façon.  Si  par  chaque  point  d'une  régio^n  (E) 
de  l'espace  il  passe  une  surface  et  une  seule  de  chacune  de  ces 
familles,  elles  décomposent  cette  région  en  hexaèdres  à  laces 
courbes,  analogues  a^ix  parallélépipèdes  formés  |iar  les  plans 
parallèles  aux  trois  plans  coordonnés. 

Le  volume  du  petit  solide  compris  entre  les  surfaces  («},  (c),  (n'), 
{u  -\-  du),  [i'  -{-  dv),  («' -j- f/(v),  où  du,  dv,  d\r  sont  positifs,  a 
pour  expression,  d'après  la  formule  (9), 


£  étant  infiniment  petit  en  même  temps  que  du,  dt',  div.  On  peut 
négliger,  comme  on  l'a  déjà  explicpié  plusieurs  fois  (n°'  7o,  12o\ 
le  terme  z  du  di-  dw,  et  Ir  j>roduit 

( 20  )  d\  =  \  .'^^'"''^^  I  du  clv  dw 

s'appelle  Vrlément  de  volume  dans  le  svsiènie  de  coordonnées 
curvilignes  (?/,  c,  \v  ). 

Soit  rf.ç-  le  carré  de  l'élément  linéiiire  dans  le  même  système  de 
coordonnées:  on  déduit  des  formules  (19) 

''.»■  =  -—(:/«  H — ■— J\- ^-  -!— riir,  dv  =  —'-dii — ..., 

ou  dv  (hv  Ou 

et,  en  élevant  au  carré  cl  ajoutant,  il  vieni 

(■21)  ds'-=  H,  du-^-hH,  dv'-^Us  rfirî+  2F,  dv  d»- 

-1-  1  Fo  dw  du  -)-  2  F3  du  d\\ 


i:iiang!;mi;\t<  di;  \  vitt.nîi.E?. 
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en  posarU 

F,  =  S! 


H.>  = 


'fë)' 


i)r   O.r 


r,  =  s  ^  '-^ , 


le  signe  S  indique  touj.Mirs  qu'on  .l.iit  ivmplacer  x  par  y,  puis 
pat-  =,  e^fiiiie  la  somme.  I.a  formule  qui  donne  dV  se  déduil  1res 
aisémehl  de  la  formule  qui  doune  ds^- :  ou  trouve,  en  efTet,  en 
faisant  le  carré  du  d<'lerminant  par  la  rèi;l.'  Iiahiliu-IK'. 


,).r 

àv 

<)= 

du 

(iii 

Ou 

o.r 

liy 

,)c. 

(Jr 

(fv 

<h' 

— 

(lu- 

ày 

Ui 

F:> 

V 

F.1 

II. 

F 

F- 

F, 

II 

el  rélément.  .le  volume  est  égal  à  ^/.\l  dinh-  dw. 

Considéron-  eu  particulier  le  cas  très  important  où  les  surfaces 
coordonnées  (m),  (c),  („■)  forment  un  système  Iriple  orthogonal, 
c'est-a-dire  où  les  trois  surfaces  qui 'passent  par  un  point  quel- 
conque de  l"espac(;  >"y  coupent  deux  à  deux  à  angle  droit.  Les 
tangentes  aux  courbes  d'intersection  des  trois  surfaces  prises 
deux  à  deux  forment  alors  un  trièdre  trirectangle  :  il  faut  donc 
que  i"on  ait  F,  =  Fi=  F,  =  o,  et  ces  conditions  sont  suffisantes. 
Les  formules  qui  donnent  ds'  et  dY  prennent  alors  la  forme 
simple 

«■  *3)     .A-  ^  M,  chr--  IL  <A  -•--  II,  dwK         d\  =  v/ÏÏTïTTÎT;  du  dv  d»: 

Ou  peut  retrouver  facilement  ces  formules  par  quelques  consi- 
dérations de  géométrie  infinitésimale.  .Supposons  du.  dv,  dw  très 
petits,  et  assimilons  le  solide  élémentaire  défini  tout  à  Tlieure  à 
un  petit  parallélépipède  rectangle  à  faces  planes.  Les  arêtes  de  ce 
j>arallélépipède  sont  respectivement  s/Wldu,  v'ÏÏ^rfc,  ^W^dn-,  en 
négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur.  Nous  aurons 
les  formules  i  ^3)  eu  prenant  pour  élément  linéaire  el  pour  élé- 
ment de  volume  la  diagonale  et  le  volume  de  ce  solide  élénièn- 
tane.  L'aire  dune  des  faces  y/H,  H.,  f/«  rfc  représente  de  même 
I  élément  d'aire  de  la  surface  (  (v"). 
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Prenons  pour  exemple  les  coordonnées  polaires  dans  l'espace 

(24)  .r  =  p  sin  6  cos  o,         r  =  ?  sin  0  fin -i.         ;  =  pco60; 

p  représente  la  dislance  du  point  M(.r,j)',  z)  à  l'origine,  9  Tnngle 
que  fait  OM  avec  O;,  et  o  l'angle  que  fait  avec  0:r  la  trace  du 
demi-plan  MO;  sur  le  plan  5  =  0.  Pour  obtenir  tous  les  points 
de  l'espace,  il  suffit  de  faire  varier  0  de  o  à  +  ao,  9  de  o  à  tt,  et  es 
de  o  à  27t.  Des  formules  (24)  oh  déduit,  en  faisant  le  calcul, 

(25)  ds-=  rfp2-!-  p«û;62-t-  p'  sin^e  </tf2 
et,  par  suite. 

(26)  rfV  =  p2  sinOrfp  rfO(/o. 

On  retrouve  aisément  ces  formules  sans  aucun  calcul.  Les  trois 
familles  de  surfaces  (çj,  (9)j  (o)  sont  respectivement  des  sphères 
concentri(|ues  à  l'origine,  des  cônes  de  révolution  autour  de  Os 


ayant  l'origine  pour  sommet  et  des  plans  passant  par  O.;.  <^es  sur- 
faces forment  bien  un  système  triple  orthogonal,  et  les  dimen- 
sions du  solide  élémentaire  sont,  comme  on  le  voit  immédia- 
tement sur  la  figure,  dp,  pd^,  pslnHd'p;  ce  qui  conduit  aux 
formules  (20)  et  (26). 

Pour  calculer  au  moyen  des  variables  s,  9,  »  une  intégrale  triple 
étendue  à  la  région  limitée  par  une  surface  fermée  S  qui  n'est 
rencontrée  qu'en  un  point  par  une  demi-droite  issue  de  l'origine, 
et  qui  renferme  l'origine  à  l'intérieur,  ou  devra  faire  varier  p  de  o 
à  R,  si  R=/(Ô,  »)  est  l'équation  de  la  surface,  puis  8  de  o  à  -^ 
et  !p  de  o  à  27:.  Par  exemple,  le  volume  limité  par  cette  surface  est 
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rinlcgiiili'  triple 


la  première  intégration  s'elVecluc  iinniécliateiuoiU  et  il  reste 
\  =   /        do M. 


On  emploie  aussi  (|iielinier<)is  les  coordonnées  seini-|>olaires  /■, 
w,  3,  où  ./■  =  /■  (  i>s(.).  j'  r=  /sino).  Dans  ee  cas,  on  a 

t/s-  =  f/i-  +  r^-  d'o'  +  '/-■' 
et 

,A'  ^-  rdu>dr<lz. 

1  in.  Coordonnées  elliptiques.  —  Les  surfaces  n'|iri'se niées  par  l'équation 

où  X  est  un  |)aiaiiiétrL'  var.,»ljlo  et,  a  >  6  >  c  >  o,  lorMieiit  une  lamille  de 
qiiatlriqucs  lioinolocales.  Par  cliaquo  point  île  l'espace,  il  passe  trois  sur- 
f.ires  (le  cette  famille,  un  elli|>soï(le,  un  hyperboloïde  à  deux  nappes  et  un 
hvperboloïde  à  une  nappe,  car  l'équation  (27)  a  toujours  une  racine  )-i 
comprise  entre  l>  et  c,  une  racine  Xj  comprise  entre  a  et  6,  et  une  racine  X3 
supérieure  à  «  ;  ces  trois  racines  X|,  X»,  Xj  sont  appelées  coordonnées 
elliptiques  du  point  de  cooidonnées  rectangulaires  ',  y,  z.  Deux  surfaces 
i|uelconques  de  la  famille  sont  orthogonales,  car  si  l'on  remplace  X  par  X,, 
puis  par  X2,  dans  l'équation  (  ■.>,7).  et  qu'on  les  retranche  membre  à  membre, 
il  vient,  en  divisant  par  Xj  —  X^, 


(II  — (I  )[}.,_— a  t        {}.,  — b){\-i— 0}        (X,   -  c)(X2— c) 

relation  qui  démontre  l'orthogonalilé  des  deux  surfaces  f  X,)  et  (X.,). 

Pour  avoir  facilement  .',>-,  z  en  fonction  de  X,,  X.i,  Xj,  remarquons  que 
l'on  doit  avoir  identiquement 

(X  —  rt)(X  —  6)(X  —  cl  — .r-(X  —  ^)(X  —  c)  —  7'(X  —  ff)(X  —  c) 

—  ^'(X  — rO(X  — A)  =  (:x  — Xi)(X-  X2)(X  — Xj); 

en  faisant  successivement  X=a,  X  =  6,  X  =  c  dans  celte  identité,  on  en  lire 

(X;|— a)(a  —  Xi)(»  —  X.j) 

(a  —  b){a  —  c) 
:X.,-6)(Xo— ^)(6  — X,) 


(29)  {r-  = 


{a  —  b){b  —  c) 

(X,—  c)(X2—  (QtXi  — 
{a  —  c  )  (  /^  —  c  I 
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On  déduit  de  là,  en  pienimi  l.'s  dérivées  logaritliiniques, 

.r  /    dA,  c/X-i      ^      f/Xri     \ 

^    a  \Xi — «         Ai — ('         À.) — n/ 
_   y  /    dl,  </>.>  <V),,     , 

'"~    -.i',).,  — o         À.,  — c     '    1-—C/' 

en  faisant  la  somme  des  carrés,  les  termes  en  d'/.i  dl-2,  dlj  dA^,  (D^l  d'/.^ 
doivent  disparaître  d'après  la  relation  (98)  et  les  lelnlions  analogues.  Le 
coefficient  de  rfXj  est 

OU,  en  remplaçant  ,;',  1-,  :-  par  leurs  valeiiis  et  réduisant. 
\I   -  i        (Ki  — Al ')(>■?—  Ài)        ^ 

*     '  ~    -i    (  ).,  — r/)(>,|  —  6  l().,  — ri' 

«t  les  coefficients  Al-i  cl  Mj  de  c?>,.1  et  de  d'A^  s'en  dédiiiiont  pai  permutn- 
lion  circulaire.  L'élément  de  volume  est  alors  v- IVli  M2M3  û?À|  dA^  dï-}. 

149.  Intégrales  de  Dirichlet.  —  Soit  à  cali nier  l'intégrale  triple 

jri'r'J z''(i  —  X  —  y  —  .:  )'  d.r  dy  dz , 


IJI' 


prise  à  l'intérieur  du   tétraèdre  formé  par  les  quatre  plans  .1  =0,  j- =  o. 
.:  =  o,  .(■  -f- r  -t-  :  =  I .  Posons 

ar  -H  _>'  +  3  =  f ,  y  -^  c  =  çr,,  z  =  '--t^l, 

4,  '<),  i^  étant  trois  nouvelles  variables;  ces  formules  peuvent  encore  s'écrire 


l  =  x^ 


x^y- 


x-^y  -h. 


et  l'on  a  inversement  x  =  ^{i  —  'l),  J'  =  ;■>;(  i  —  ^1,  .:  =  çr,'.  Loi  sque  .r,  r, 
3  sont  positifs  et  que  la  somme  x  ^ y  -^  z  est  inférieure  à  un,  ^,  •>].  Ç  sont 
compris  entre  zéro  et  un.  Inversement,  lorsque  ^,  r,,  Z  sont  compris  entre 
«éro  et  un,  on  a  .r>  o,  jk  >  o,  .3  >  o,  .r  -f- j  -^x;  <  i.  Le  tétraèdre  précé- 
dent est  donc  remplacé  par  un  cube. 

Pour  calculer  le  déterminant  fonctionnel,  posons  X  =  ;,  Y  =  fv),  Z  =  Jr,', 
ce  qui  donne  a:=X  —  Y,  _>'  =  Y  —  Z,  3  =  Z:ona 

D(.r.  r.  -)  _   D(,r.  r,  z\     Di'X,  Y,  Z  1  _    ^^ 
D(f,  ■/),  Ç)   ~"  D(\,  Y,  Z)'    U($,  r„  r)    "  ''  '^' 

«t  l'intégrale  triple  ilevient,  par  ce  changement  de  variables. 

f  <^'-  f  '^''  f  V"^''^''^-(j  —  lyy/'^''+^(i  —  -rjpi'-(i—;y'dç 
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La  foiicliiin  snus  le   signe   /   est  le  piodiiit  d'iine  foriclioti  de  \  par  une 
f(iiielii)ii  di-  /,  et  une  fonclion  de  '.   L'inlégiale  Iriple  est  donc  le  produit 


•   u  •  fl  -'o 


i  —  lpdt, 


nu,  en  inlioiliii'nni  les  fonctions  V  \i-oir  foimnles  (TS)  et  (  j.l  i,  n»  133],' 

y i P -~ (/  -^  r  —  'i  )r ( s ^  \  I      !"( (/  -f-  /•  —  a  iTC/'-i- 1  )      r(/-  -  i )r(i/  -*- 1 1 . 

oit  siip|.iinianl  les  facteurs  communs,  il  reste,  poiii  \uleui  île  l'intécrale 
triple, 

r  I  /'  -^  I  1 1"  (  <7  —  I  )  r  (■  ;•  -t- 1  )  Pis  —  i  i 
V'  r^q  ^  r    -s—  i) 

l'iO.  Intégrales  multiples.  —  Les  expressions  puieineni  analytiques  que 
l'on  a  obtenues  pour  une  intégrale  double  et  une  intégrale  tiiple  per- 
mettent d'étendre  la  définition  aux  fonctions  d'un  nombre  quelconque  de 
variables  indépendantes.  Nous  nous  bornerons  à  indiquer  somnnairement 
la  marche  à  suivre. 

Soient  .>•,,  .r-^,  ....  a'„  un  système  de  '(  variables  indépemlantes.  Nous 
dirons,  pour  abréger,  qu'un  système  de  valeurs  ./',',  x",  ....  >J!  attribuées 
;i  ces  variables  représente  un  point  dans  l'esi'ace  à  n  dimensions.  Toute 

relation  l'^-rj,  r, Xn)  =  o,  dont  le  premier  membre  est  une  fonction 

continue,  représenteia  de  même  une  sniface;  si  F  est  du  premier  degré, 
nous  continuerons  à  dire  que  cette  équation  représente  un  plan.  Considé- 
rons l'ensemble  des  points  dont  les  coordonnées  vérifient  certaines  rela- 
tions d'inégalité ,  telles  que 

(3o  )  'i,'  'i-  J'i '/i  '  .  o        i  )'  =  1 .   ! L\: 

nous  dirons  que  cet  ensemble  de  points  forme  un  domaine  H  dans  l'espace 
à  n  dimensions.  Si,  pour  tous  les  points  de  ce  domaioe,  la  valeur  absolue 
de  l'une  quelconque  des  coordonnées  a^,- reste  inférieure  à  un  nombre  fixe, 
on  dira  que  D  est  tout  entier  à  distance  finie.  Si  les  inégalit.s  qui  définis- 
sent Il  ont  la  forme  suivante  : 

(3i)         ■'■';  =  •'î^ië-''"!,      x'ilx-2%jI,      ...,      x;;s.r„ia;,',, 

nous  appellerons  ce  domaine  un  prisinatoïde.  et  nous  dirons  que  les  n 
iiombies  i>ositifs  .r,'  —  x"  sont  les  dimensions  de  ce  prismato'ide.  Enfin 
nous  diions  qu'un  point  du  domaine  D  appartient  à  la  frontière  de  ce 
domaine,  si  l'une  au  moins  des  fonctions  'J^,  des  formules  i  3o)  est  nulle 
pour  les  coordonnées  de  ce  point. 

Cela  posé,  soient  D  un  domaine  fini  et /(./■,,  .îo,  ...,  j-„;  une  fonclion 
continue   dans   ce   domaine.    Imaginons    D   décomposé   en    domaines   plus 
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petits  au  moyen  de  plans  parallèles  aux  plans  .r,  =  o  (j  =  i,  2,  ...,  n). 
Prenons   l'un    quelconque   de   ccuv   des    prismatoïdes  déterminés  par  ces 

plans,  qui  sont  tout  entiers  intérieurs  à  D;  soient  Aarj,  A^-j Aar„  les 

dimensions  de  ce  [)rismatoïde,  et^i,  cji  ■  •  ■  i  '1  'es  coordonnées  d'un  point 
quelconque  appaitenant  au  prisniatoïde.  La  somme 

(3î)  S  =  S/(^,  ?,,  ...,  $„)Ar,  Ar,...A.;;,„ 

étendue  à  tous  les  prismatoïdes  qui  sont  tout  entiers  à  l'intérieur  du 
domaine  U,  tend  vers  une  limite  I  lorsque  le  nombre  de  ces  prismatoïdes 
augmente  indéHniment,  de  façon  que  toutes  leurs  dimensions  tendent  vers 
zéro  (').  On  appelle  celte  limite  l'intégrale  ni''"  de  /(a?i,  .rj,  ...,x„), 
prise  dans  le  domaine  0, 


I  =  /   /  ■•  •  / /(•'"i.  ^2.  •  •  •  1  ^n)  dXi  d.r,  . 


Le  calcul  d'une  intégrale"  «i''' se  ramène  encore  au  calcul  de  n  intégrales 
simples  successives.  Pour  établir  que  la  loi  est  générale,  il  suffit  de 
montrer  que,  si  elle  est  vraie  pour  une  intégrale  (n  — i )'''"',  elle  s'étend  à 
une  intégrale  n''"'.  Considérons  pour  cela  un  point  quelconque 

(.r,,  X.2.  . .  .;  J'„  ) 

de  D  ;  si  nous  faisons  abstraction  pour  un  moment  de  la  variable  3"„,  le 
point  {.Ti,  X2,  ...,.r„_i)  décrit  un  certain  domaine  D',  dans  l'espace 
à  (n  — i)  dimensions.  Nous  supposerons  que  le  domaine  D  satisfait  à  la 
condition  suivante  :  à  tout  point  (.rj,  3^2,  ...,  J^n  1)  intérieur  à  D'  cor- 
respondent seulement  deux  points  sur  la  frontière  de  D,  de  coordon- 
nées (Xi,  Xi,  ...,  .r„-y\  .rj,"  )  et  (x^,  .r.,,  ...,  .r„_i  ;  arj,"),  les  coordon- 
nées .r'„"  et  .ci,'  étant  des  fonctions  continues  des  (n  —  i)  variables  ./i, 
.Cj,  ...,  j:„_,  à  l'intérieur  de  D'.  Si  cette  condition  n'était  pas  satisfaite, 
on  partagerait  D  en  domaines  assez  j)etits  pour  vérifier  séparément  cette 
condition.  Cela  posé,  considérons  la  file  de  prismatoïdes  du  domaine  D. 
qui  correspondent  à  un  même  point  (.rj,  x^,  . . .,  x,,-])  '.  on  démontre  faci- 
lement qu'en  choisissant  convenablement  les  points  (f],  Çi,  ...,^„),  ces 
prismatoïdes  donnent  dans  S  une  somme  égale  à 


A.Ti  A.rj ...  A 


«i       f       fUu^i, 'V,)^'-,,-»- J. 


|e|    pouvant   être    rendu    moindre   que   tout   noinbie    positif  pourvu    que 


(')  Pour  n  =  ?.  ou  n  =  j,  la  limite  de  S  est  bien  égale  à  l'intégrale  double  ou 
à  l'intégrale  triple,  car  la  somme  des  aires  ou  des  volumes  des  domaines  négligé.-* 
tend  vers  zéro. 


I.    —   CHANGEMENTS    I>E    VARIABLES.  iyj 

t  Mile-^  les  quantités  Ar,  soient  assez  pelile>.  Si  nous  posons 

I  il)  't»!  .r,,  .r,. /■„_,  )  =  I         /{Tu  .r.,.   . .  .,  .T„)  dx„, 

nous  voyons  que  I  est  égal  à  la  limite  de  la  somm." 

S<I>(.r|.  .r,,  ....  T,,_i)  i.r,  Ar.  . .  .  A.r„_;, 
c'est-à-dire  à  l'intégrale  i  n  —  i  i^'' 

m')  '  =  /    /     /••      /l"-^i-^î r„_i  I  f/.r,  .  . .  rfr„_j 

dans  le  domaine  D'.  La  loi  étant  supposée  vraie  pour  une  intégrale  (n  —  i)'''', 
elle  est  donc  générale. 

On  pourrait  encore  opérer  autrement.  'Considérons  l'ensemble  des 
points  {■!,,  r,.  ...,  .r„_i  )  pour  lesquels  la  coordonnée  .r„  a  une  valeur 
donnée:  le  point  (.r,,  .rj,  ...,  x„.i)  décrit  dans  l'espace  à  (n  —  i)  dimen- 
sions un  domaine  o.  et  l'on  voit  sans  peine  que  l'intégrale  n'"''  I  est  aussi 
égale  à  l'expression 

■'!5)  I  =  /     \{x„)d.r„. 

0(x„)  étant  l'intégrale  I  n  —  i)''"'  /  /  /■■.  / /(/'i  ...  rfa-„_,  étendue  au 
domaine  o,  et  X,',,  \',  les  bornes  inférieure  et  supérieure  de  .r„  dans  le 
domaine  D.  Quelle  que  soit  la  façon  dont  on  opère,  les  limites  pour  les 
diverses  intégrations  que  l'on  a  à  effectuer  dépendent  de  la  nature  du 
domaine  D  et  varient  en  général  avec  l'ordre  des  intégrations.  Il  y  a 
exception  si  D  est  un  prismatoïde  défini  par  les  conditions 

ar"SxiSXi,  ....         xJ'-X/^X,,         .... 

L'intégrale  multiple  a.  dans  ce  cas,  ]iour  expression 


/'^r,£ '</„...£ 


fdx„, 


et  l'on  peut  intervertir  d'une  façon  quelconque  l'ordre  des  intégrations, 
sans  changer  les  limites  correspondant  à  chaque  variable. 

La  formule  du  changement  de  variables  s'étend  aussi  aux  intégrales  «p'". 
.Soient 
(36)  .r,=  9,fx',,  3-5.  ...,  .»•;,>         (t  =  I,  2,  . . .,  Ti) 

des  formules  de  transformation,  faisant  correspondre  point  par  point  à  un 
domaine  D',  décrit  par  le  point  (x\,  t',,  . . .,  x„),  un  domaine  D  décrit  par 
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le  point  (.î'i,  .ro,  .  .    ,  .»•/,)•  *''•  •' 

(:j;)'       /"  f...    f   V(.r,.x,.   ...,.r„W/j-,. 


'       I  D(\r', ,   .  . ..  3-'„  )  I 

La  démonsi  ration  est  toute  seniblahle  aux  précédente?.  .le  me  bornerai  à 
indiquer,  dans  ses  grandes  lignes,  la  marclie  à  suivre  : 

1"  Si  la  formule  (17)  est  vraie  pour  deux  transformations,  elle  est  vraie 
pour  celle  que  l'on  obtient  en  les  elTeetuant  suceessivement ; 

a"  Tout  changement  de  variables  s'obtient  par  la  combinaison  de  deux 
eliangements  tels  que  les  suivants  : 

r38)  .ri  =  ,7',.  .r2  =  Xj,  ....  ,r,._|  =  .j  „_, .  .r„=  (i„(  .i-', ,  ,Cj,  . .  . ,  a.''„), 
fSg)     a-,  = 'i/,(:t',,  .  .  .,  a-;,  1,        ...,      .t„_,  = 'l/n-^x', ,  . . . ,  .r^,  >,      a?„=ar'„. 

3°  La  formule  (37)  s  applique  au  changement  de  variables  de  la 
forme  (38),  comme  il  résulte  de  la  forme  (34)  sous  laquelle  on  peut 
mettre  une  intégrale  «''"''.  Elle  s'applique  aussi  au  changement  de 
variables  (39),  d'après  la  seconde  forme  (35)  de  l'intégrale  multiple, 
si  l'on  admet  que  la  formule  est  établie  pour  les  intégrales  multiples 
d'ordre  n  —  i.  On  démontrera  donc  de  proche  en  proche  que  la  formule 
est  générale. 

Supposons,  pour  douEier  un  exemple,  que  l'un  veuille  calculer  l'intégrale 
définie 

1=     /       /     ...     /   J'*  '  a;?:  .  .  .   /■  J"  (  I  —  Xi X.2  —  ... —  X„\''^  dj'i  fl.C'>.  ..clXn. 

où  »!,  a2,  ....  «;,,  B  sont  des  nombres  [losilifs.  dans  le  domaine  D  défini 
par  les  inégalités 

o'^x^,  oî.r2,  ....  0'-X„.  Xi^  Xi^- .  .  .-^  Xn'^\. 

Le  changement  de  variables  donné  par  les  formules 

a:,-l-a-2  +  ...-^.r„=  f,,  .Fo-t-.  .  .  ^  3-,,  =  ;,  ;,.  J-„  =  ^1  ^2  .  •  •  Çn 

remplace  D  par  un  <lomaiue  D'  défini  par  les  inégalités 

ol^i^i.         0::?2Si,  ...,         o£f„li, 

et  l'on  a  de  plus,  comme  le  prouve  un  calcul  facile  (n°  li9  1, 

D^ri,  ■>•■. ■•?•„)  __  ,„    ,,„_.,         j 

0(t„;, \„)    "''       -    " "'• 

La  fonction  à  intégrer  prend  la  forme 


II.    —    INTÉGRATION    DKS    DIl-iKRKXTIi: I.I.KS    TOTAI.K.*.  3;g 

Cl  l'iinégialc  cherchée  sexpilmc  encore  au  miomti  (ie  la  lonclioii  V 

rïotr-!-!  ilïxo-f-  II...  V<'y.„~  1  il'i  ;i  ^  T  I 


1  I  a 


II.    -   INTÉGRATION    DKS   1 HI  lÉliKNTIKl.LKS  TOTALES. 

loi.   Méthode  générale. —  Soienl  l\.2-, .)),  Q  U",  r)  deux  lunc- 
tioiis  des  deux  variahles  iiidépeiidaules  ./•  et  y;  l'ex|iressinii 

I'    ,/.,■__    ()   ,/y 

ne>l    pas,  en   général,   la   dlirércnlielle    lolale  d'une    l'onelioii   iles 
deux  variables  .r.r.  i''n  efl'el,  réquation 

(4  II  ,/,/  =  1-  f/.r  -i-  ()  f/j- 

est,  eonmic  l'on  saiu  éqnivulenle  à  (]eu\  é(|naiions  distinelcs 

difirrentions  la  première  par  rapport  à   >-,  la  seconde  par  rapport 
à  x:  nous  voyons  que  'i(x,y)  doit  satisfaire  aux  deux  reJalions 

Ojt  ,ir  dy        '  ôyOj-  ~  Âr 

Pour  qu'il  existe  une  fonclion  ii  (x,r)  répondant  à  la  (p.eslion.  il 
tant  donc  que  l'on  ait  identiquement 


(43) 


4r  ~  ^•' 


Cette  condition  nécessaire  est  aussi  suffisante.  En  effet,  il  existe 
une  infinité  de  fonctions  u{x,y)  dont  la  dérivée  partielle  par  rap- 
port à  a?estégaleàP(T,j');  toutes  ces  fonctions  sont  compris,  s 
dans  la  formule 

.r»  étant  une  constante  choisie  à  volonté,  et  y  une  fonclion  arhi- 
traire  de;  la  variable  r.  Pour  que  celte  /onction  u{x,y)  vérifie 
réquation  (4i),  il  faut  et  il  suffit  que  sa  dérivée  partielle  par  rap- 
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port  à  y  soit  égale  à  Q  (x,  y),  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

Mais  on  a,  d'après  la  condition  d'intégrabilité  (43), 

f'  ^dr=    r'^./.r=Q(x,7)-Q(a:,„7), 

et  la  relation  précédente  se  réduil  à 

^  =  Q(xo.7). 

Le  second  membre  ne  dépend  que  de  j;  il  v  a  donc  une  mfimlè 
de  fonctions  de  y  qui  satisfont  à  celte  relation.  Elles  sont  com- 
prises dans  la  rormule 

\  =  ^   q(.xo,  y)  dx  ^  C, 

y„  étant  une  valeur  particulière  de  r,  et  C  une  constante  arbitraire. 
Il  existe  donc  une  infinité  de  fonctions  uix,y)  satisfaisant  à 
l'équation  (4i);  elles  son!  données  par  la  formule 

(44)  ii=f    V{.r,y)(/x-^  f    q{xo,x)dy-^C 

et  ne  ditl'èrent  l'une  de  l'autre  que  par  la  valeur  de  la  coustanle 
additive  C. 

Soit,  par  exemple, 

^  ■>  -  i>,x  ^         ^-^  ^  y-'»^ . 

,r  =  —  y-  '  ^         J:*-t-  r-  ' 

la  condition  (43)   est  vérifiée,  et  l'on  a,  en  posant  a\=  o,  )  »=  ', 

Jo     -r'-t-y-         ..'i     y 

En  erfectuant  les  intégrations  indiquées,  il  vient 

i,=  -  [\os(.ri  ^  y'-  )]J  +  m  (  arc  tang  ^  )    —  log^  -f-  G, 

OU,  en  réduisant, 

u  =  ilog(x--l-^')  ■+-  m  arc  tang-  -(-  ''.. 


II.    —    INTEGRATION    DES    DIFFERENTIELLES   TOTALIiS.  JM 

[.a  iiK'lhode  pr('cé(lenle  s'élend  au  cas  d'un  nombre  cjnelconque 
de  variables  indépendantes.  Nous  développerons  encore  les  calculs 
pour  trois  variables.  Soient  P,  Q,  R  trois  fonctions  de  x,  y.  :; 
l'é(piation  aux  dilTérentielles  totales 

(  /,•■)  )  du  =  P  dj-  -^  Q  dy  +  H  dz 

est  écjuivalente  à  trois  équations  distinctes 

(16)  ^=P,         '-^=0,         î^  =  li. 

^  '    '  Or  Oy         '  iJz 


0-u 


En  calculant    de    deux   façons  dilTérentes    les    dérivées 

ax  Oy 
à^u         d^u  I  .•       .  .      •  i-.-  I  11- 

— —  ,  - — — ,  on  obtient  trois  conditions  poiirfiiie  le  problème  soit 
03-  dz     dy  Oz  i  i  i 

possible  : 

(*P  _  dO  ,)\>  _  ,yp.  jQ  _  ,)H 

^■''^  ây  ~  'dx'  liz  ~  ~dx'  ~dz   ~  dy' 

Supposons-les  satisfaites.  D'après  la  première,  il  existe  une  iiifî- 
nilé  de  fonctions  u  {x,y,  z)  dont  les  dérivées  partielles  par  rapport 
À  X  et  y  sont  respectivement  P  et  Q;  elles  sont  comprises  dans  la 
formule 

it=l      ['(x,  y,  z}dx -h  I      O(.ro,  y,  z)dy -hZ, 

Z  désignant  une  fonction  arbitraire  de  ;.  Pour  (lue  la  dérivée  — 
"  '  dz 

soit  égale  à  U,  il  faut,  de  plus,  que  Ion  ait 

I         dz  .  '  c*;  "  tiz 

condition  qui  se  réduit,  en  tenant  compte  des  relations  (47),  à 

dZ 

y^{.r,j.  zj—  H{x^.y,z)-+-  R(x„.y,  z)  —  R(.ro,/o,  ^)+  ^77  =  *''"'''  i''  ~) 


Ou  en  conclut  qu'il  existe  une  infinité  de  fonctions  u  {x,y,  z) 
satisfaisant  à  l'équation  (45);  elles  sont  représentées  par  la  for- 
mule 

(.',8)     «  =  /"    P(x^,y,  :)dz^  f    (i(x„y,  z)dy^  f    R(a:o,ro,  z)dz-^V., 
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.r„,  ;■„,  ^0  étant  trois  valeurs  numériques  choisies  à  volonté,  et  ('. 
une  constante  arbitraire.  ' 

152.    Étude    de   l'intégrale^  Pdu-hQdy.    —   La    (|uesli(ii. 

précédente  peut  être  traitée  à  un  autre  point  de  vue  qui  peruieit 
une  étude  plus  approfondie  et  conduit  à  des  résultats  nouveaux. 
Soient  l'(.i-,  ))  et  (^  (.r,j')  deux  fonctions  continues,  et  admet- 
tant des  dérivées  partielles  du  premier  ordre  continues,  dans  une 
région  A  limitée  par  un  seul  contour  fermé  C;  il  peut  d'ailleurs 
arriver  que  cette  région  A  embrasse  tout  le  plan,  ce  qui  revient  à 
supposer  le  contour  C  rejeté  à  l'inlini.  L'intégrale  curviligne 


/ 


l'f/.r-i-Q(/r, 


prise  le  long  d'un  clicmiu  L  situé  tout  entier  dans  A,  dépend  en 
vénérai  du  chemin  d'intégration;  nous  allons  d'abord  chercher  à 
quelles  conditions  cette  intégrale  ne  dépend  (pie  des  coor- 
données (.To,  ro),  [XuV,)  des  extrémités  de  cette  ligne.  Soient  M 
et  N  deux  points  quelconques  de  la  région  A,  et  L,  L' deux  chemins 
joignant  ces  deux  points,  sans  se  croiser  entre  les  extrémités;  ils 
forment,  par  leur  réunion,  un  contour  fermé.  Pour  que  les  inlé- 
grales  curvilignes  prises  le  long  de  L  et  de  L'  soient  égales,  il  faut 
évidemment  et  il  suffit  que  l'intégrale  prise  le  long  du  contour 
fermé  que  forment  ces  deux  lignes,  en  marchant  toujours  dans 
le  même  sens,  soit  nulle.  La  question  proposée  est  donc  équi- 
\alente  à  celle-ci  :  Que  faiil-il  pour  que  l'intégrale  cuni- 
II  gn  e 

j  l'rfx-t-O  dy, 

prise  le  long  d'un  contour  fermé  quelconque  situé  dans  A.  soit 
n  u  Ile  '.' 

La  ri'ponse  se  déduit  immédiateinenl  de  la  formule  de  Green, 


(i9) 


/•    rd.r+qdj-=ff(§^-'^)d.,-dy. 


où  C- est  un  loiituur  fermé  quelion(pie  situé  dans  V,  et  où  l  inté- 
grale double  est  étendue  à  l'intérieur  de  C.  Il  est  clair  que  si  les 
dérivées  des  fonctions  P  et  Q  satisfont  à   la  relation  (43)  l'inlé- 
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i;rale    curviligne    du    premier    membre  est    toujours   uulle.    Celle 

,.  .  "    ,  .         ,.       „■         •  01'        oQ     '.  •  I        • 

rondiliou  est  nécessaire,  hn  ellcl,  si  ^ ^  n'est  pas  idealique- 

Oj-        Ox  ^  ^ 

nient,  nul  dan.--  la  r(''i;ion  V.  comme  cest  une  fonction  continue, 
on  pourra  toujours  trouver  une  région  a  assez  petite  pour  que  le 
signe  soit  constant  dans  a\  il  est  clair  (jue  l'intégrale  curviligne 
prise  le  long  du  contour  de  a  ne  pourra  être  nulle,  d'après  la  for- 
mule (49). 

Si  la  coiuHlion  i^-^-t  est  vériliée  identi(|uement.  deux  che- 
mins L,  L',  ayant  les  mêmes  extrémités  M.  \  et  ne  se  croisant  pas 
entre  ces  extrémités,  donnent  la  même  valeur  pour  l'intégrale  cur\  i- 
lignc.  Il  en  est  encore  de  même  sils  se  coupent  un  nombre  quel- 
con(]ue  de  fois  entre  M  et  N,  car  il  suffit  de  les  comparer  à  un 
troisième  chemin  L",  ne  rencontrant  aucun  des  deux  premiers, 
sauf  aux  points  M  et  N. 

Cela  posé,  supposons  que  l'une  des  extrémités  de  la  ligTie  diuté- 
gration  soit  un  point  fixe  (a-'o-^'o),  la  >econde  extrémité  {x,  y) 
étant  un  point  variable  de  \.;  rintégr.dc 


=  ^         P</./- 


(5o)  F(  .r.  J»'»  =   /  P  </.'■  —  Q  ily. 

prise  suivant  un  chemin  de  lornic  arbitraire,  ne  dépend  que  des 
coordonnées  (  x.y)  de  l'extrémité  variable.  Les  dérivées  partielles 
de  cette  foaclion  sont  précisément  V(s.  y)  et  Q(.'%  J').  On  a,  par 
exemple, 

V(x-^\r.yt^^¥{x,y)-T-  1  P{x,  y)d.r, 

car  on  peut  supposer  que  Ion  va  d'abord  du  point  {Xq,  y»)  au 
point  (.r,j'),  puis  du  point  ( x,y)  au  point  1  .r  +  \x,y)  en  restant 
-iir  la  parallèle  à  Ox  et,  le  long  de  celle  droite,  on  a  dy  =  o. 
\ppljquons  la  formule  de  la  moyenne:  nous  pouvons-écrire 

''^"--^"•^^'-'^<"''''  =  P...-.OA:r,r.  (o<0<,): 

en  faisant  tondre  A.r  vers  zéro,  il  vient  1'  ,^  ^  P,  et  l'on  verrait  de 
même  que  l'on  a  F^.=  (J.  L'intégrale  curviligne  F (ar,  J-)  vérifie 
ilonc  l'équation  aux  difl'érentielles  totales  (4'))  ^^  ^'*"*  obtient 
l'intégrale  générale  de  celte  équation  en  ajoutant  à  F(a?,  r)  une 
constante  arbitraire. 
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La  nouvelle  formule  est  plus  générale  que  la  formule  (44)) 
puisque  le  chemin  d'intégration  reste  indéterminé.  11  est,  du  reste, 
facile  d'en  déduire  la  formule  (44)-  Pour  éviter  toute  ambiguïté, 
désignons  par  (jjq,  j-'o),  (x,,y,)  les  coordonnées  des  deux  extré- 
mités, et  prenons  comme  cliemin  d'intégration  les  deux  droites 
X  ^  Xo,  y  =^yf  Le  long  de  la  première  on  a  :r  =  .ro,  dxr=o, 
et  >'  varie  de  yo  ky,  ;  le  long  de  la  seconde,  on  a.y  ^=  y^,  cJy  =  o, 
x  varie  de  Xq  à  X\.  L'intégrale  est  donc  égale  à 

c'est,  à  une  différence  de  notation  près,  la  formule  (44)- 

Mais  il  peut  être  plus  avantageux  de  prendre  un  autre  cliemiu 
d'intégration.  Siippo"Sons  qu'en  posant  x--=/{t),  y^o(<),  et 
faisant  varier  t  de  t„  à  <,,  le  point  (x^y)  décrive  un  arc  de  courbe 
joignant  le  point  (xo,  jKo)  a"  point  (x,,  y,  )  ;  on  a 

et  l'on  n'a  plus  qu'une  (piadrature  à  ell'ecluer.  Si  l'on  suit, 
par  exemple,  la  ligne  droite,  on  posera  x  =  Xg-i-  t  {x, — Xo), 
y  =_yo-f-  t  (  >',  — j'o  )  et  l'on  fera  varier  <  de  o  à  i . 

Inversement,  si  l'on  connaît  une  intégrale  particulière  ^(x,y) 
de  l'équation  (4')ï  on  en  déduira  l'intégrale  curviligne  par  la  for- 
mule 


/: 


V  (Ijt  H-  Q  ^  =  ^(ar,  y)  —  "^{^-n,  y,)), 

qui  est  l'analogue  de  la  formule  (8)  du  Cliapilrc  IV. 

153.  Périodes.  —  On  peut  étudier  des  cas  pins  étendus.  Obser- 
vons d'abord  (pie  la  formule  de  Green  s'applique  aussi  à  des  aires 
limitées  par  plusieurs  contours.  Considérons,  pour  fixer  les  idées, 
une  aire  A  limitée  par  un  contour  extérieur  G  et  deux  contours  G', 
G',  intérieurs  au  premier  {fig-  3o),  et  soient  P  et  Q  deux  fonc- 
tions continues,  ainsi  que  leurs  dérivées  du  premier  ordre,  dans 
cette  aire.  (On  doit  regarder  les  portions  du  plan  intérieures  aux 
contours  (7,  G'  comme  ne  faisant  pas  par       de  A;  on  ne  suppose 


M.    —    INTÉGRATION    DKS    DIFFÉRK.NTIR LLES    TOTALES.  !85 

rien  sur  les  fondions  P  et  Q  dans  ces  deux  régions.)  Joignons  les 
contours  C,  C'aii  contour  fermé  C  par  les  transversales  ab,  cd. 
-Nous  obtenons  ainsi  un  contour  fermé  abmcdndcpbaqa  ou  \\  qui 
peut  être  décrit  d'un  seul  trait.  Si  nous  appliquons  la  formule  de 
Green  à   Taire  limitée   par  ce  contour,  les  intégrales  curvilignes 


provenant  des  iraiisversales  ab  cl  cd  se  détruisent,  car  chacune 
d'elles  est  décrite  deux  fois  avec  des  sens  différenls.  et  il  reste 

./'■•'■'-'"--./■./■'S^l)"-": 

l'intégrale  curviligne  étant  prise  le  long  du  contour  total  de 
l'aire  A,  c'est-à-dire  le  long  des  trois  contours  C,  C.  C"  dans  le 
sens  indiqué  par  les  flèches,  de  façon  à  avoir  toujours  à  gauche 
l'aire  A. 

Si  les  fonctions  P  et  O  vérifient  la  relation  f!Q  ^  ^  dans  la 
région  A,  l'intégrale  double  est  nulle  et  nous  pouvons'' écrire  la 
relation  obtenue 

(5.)  f  ï^dx+Qdr=  f   Prfx  +  0./,--   C    Vd^^Ody 

en  convenant  maintenant  de  prendre  les  trois  intégrales  curvilignes 
dans  le  même  sens. 

Cela  posé,  reprenons  une  région  A  limitée  p.r  un  seul  con- 
tour C,  et  soient  P,  Q  deux  fonctions  continues,  ainsi  que  leurs 
dérivées,  vérifiant  la  relation  ^  =  g,  sauf  en  un  non.bre  fini  de 
points  où  l'une  au  moins  des  fonctions  P,  Q  est  disconiinue.  Nous 
supposerons,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  j  ail  dans  A  trois  points  a, 
6,c  de  discontinuité.  Entourons  cliacun  de  ces  points  d'une  circon- 
férence de  rayon  très  petit  et  joignons  ces  circonférences  au 
contour  C  par  une  coupure  {Jig.  3 ,  ).  L-intégraleyPrfx  +  Qrfj, 


G..  I. 
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prise  de|>uis  iiii  point  fixe  (a^^yj)  jusqu'à  un  poinl  variable  (.r,j^) 
sur  une  ligne  ne  franchissant  aucune  coupure,  a  une  valeur  unique 
en  chaque  jioiiit,  d'après  le  cas  déjà  étudié,  car  le  contour  C,  les 


coupures  et  les  petites  circonférences  forment  uue  seule  ligne 
pouvant  être  décrite  d"un  seul  trait  continu.  Nous  désignerons 
\mrF(x,y)  la  valeur  de  cette  intégrale  prise  suivant  le  chemin 
direct  allant  de  Mo(a7o,  yo)  en  M  (a:,  y). 

On  appelle  lacel  le  chemin  composé  de  la  ligne  droite  joignant 
le  point  Mo  à  un  point  a  infiniment  voisin  de  a,  de  la  petite  circon- 
férence de  rajon  aa'  et  de  centre  a.  et  de  la  droite  «'Mo.  L'inté- 
grale curviligne  /  P  dx  -+-  Q  dy,  prise  le  long  d'un  lacet,  se  réduit 
à  l'intégrale  cui'viligne  prise  le  long  de  la  circonférence.  Celte  der- 
nière intégrale  n'est  pas  nulle  en  général,  si  l'une  des  fonctions  P 
ou  Q  est  infinie  au  point  a,  mais  elle  est  indépendante  du  rajon 
de  la  petite  circonférence:  c'est  une  constante  ±  cl),  le  double 
signe  correspondant  au\^  deux  sens  de  parcours.  Nous  désignerons 
de  même,  par  ±\\U  et  ±  £,  la  valeur  de  l'intégrale  curviligne 
prise  le  long  d'un  lacet  décrit  autour  de  l'iiu  des  points  singuliers 
b  ou  c. 

Cela  posé,  tout  chemin  joignant  le  point  Mo  au  point  M  peut  se 
ramener  à  une  suite  de  lacets,  suivis  du  chemin  direct  allant  de  Mo 
en  M.  Par  exemple,  le  chemin  M^  mdef^l  peut  se  ramener  à  la 
suite  des  chemins  suivants  Mg  mdM„,  !MoO?eMo,  Mo^yMo.  Mj/M; 
le  chemin  M„/?ic/M|,  peut  à  son  tour  se  ramener  à  un  lacet  décrit 
autour  du  point  singulier  a,  et  de  même  pour  les  autres.  Enfin, 
Mo/M  est  équivalent  au  chemin  direct.  Il  s'ensuit  que,  quelque 
soit  le  chemin  d'intégration,  la  valeur  de  l'intégrale  curviligne  es 
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(  5)  I  l"  (  .7-,  1  I  =  F(.r,  _r  i  —  m  -l.  j-  n  \i!>  —  i>  3. 

///,  //,  p  (''laiil  trois  nomlires  eiillcrs,  posiulV  ou  négatifs,  absolii- 
iiienl  quelconques.  Les  quantilés  rA.,  i)!i,  S  sont  les  périodes  de 
l'intégrale  curviligne.  Celte  intégrale  est  donc  une  fonction  des 
variables  x,y,  qui  admet  une  inliuité  de  déterniinalions,  el  nous 
voyons  l'origine  de  ces  déterminations  multi|des. 


Remarque.  —  La  fonction  F(.r,  /j  est  une  fonction  bien  déter- 
minée dans  la  région  A.  ([uaud  on  a  tracé  les  coupures  a  a,  />|i,cy; 
mais  on  doit  remarquer  f|u"en  deux  points  infiniment  voisins 
tels  que  m,  m',  île  part  et  d'autre  d'une  coupure,  la  différence 
¥{in)  —  F(«(')  a  une  valeur  finie.  On  a,  eu  effet, 

,m  ,/„■  .Mj 

1  !•  qui  peut  s'écrire 

mais   /      est  infiniment  petit,  et  il  reste 

1*7  m  1  —  l-'i  /;;■  i  =  -t.. 


La  did'érence  ¥  {m)  —  F(w')  est  donc  constante  et  égale  à  A,  tout 
le  long  de  a»..  Il  en  est  de  même  |)0iir  les  autres  coupures. 

Exemple.  —  1.,'intégrale  curviligne 

I  x~  -^  y'^ 

•    11,0)  -^ 

|irésente   un  seul   point  critique,  l'origine.  Pour  avoir  la   période 
corres[)ondante,  intégrons  le  long  du  cercle  .r-+j>'-=  o-;  on  a 

a;  =  p  cosoj.  v  =  s  sinw,         pc  dy —  )'  dx  =  p-  rfio, 

e!  la  période  est  égale  à   /       dw^^'ir..    La  vérification    est   immé- 
diate, car  on  a  sous  le  signe   /  la  diUérentielle  totale  de  arctang  — • 
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1S4.  Racines  communes  à  deux  équations.  —  Soient  X,  Y  deux 
fonctions  continues  des  variables  -t,  y,  dans  une  légion  A  limitée  par  un 
seul  contour  fermé  C;  nous  supposons  que  les  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  sont  aussi  continues. 

Xd\-\dX        .  ,  .     .    ,  ,.  .        _,,.     .       ^.,.   , 

Ij  expression  — -— r; satisfait    a    la    condition    d  inteerabilite,    car 

Y 

elle   est   la    différentielle   totale   de   arctang;^-  Il  s'ensuit  que  l'intégrale 

définie 

,    X^V  — YrfX 

(5j) 


r\d\ 


prise  le  long  du  contour  C  dans  le  sens  direct,  est  nulle  si  les  coefficients 
de  dx  et  de  dy  sous  le  signe  /  restent  continus  à  l'intérieur  de  C,  c'est- 
à-dire  si  les  deux  courbes  X  =  o,  Y  =  o  n'ont  aucun  point  commun  à  l'in- 
térieur de  ce  contour.  Mais  si  ces  deux  courbes  ont  un  certain  nombre  de 
points  communs  a,  b,  c,  .  .  .,  l'intégrale  (53)  est  égale  à  la  somme  des  inté- 
grales prises  dans  le  sens  direct  le  long  des  petites  circonférences  décrites 
des  points  a,  6,  c,  .  . .  comme  centres.  Soient  (a.  (3)  les  coordonnées  d'un 
de  ces  points  communs;  nous  supposerons   qu'en  ce  point    le   déterminant 

fonctionnel  -rr — '— — •  n'est  pas  nul,  c'est-èi-dire  que  les  deux  courbes  X  =  o, 
u  (r,  y) 

Y  =  o  ne  sont  pas  tangentes  en  ce  point.  Nous  pouvons  alors  décrire  du 
point  (a,  p)  comme  centre  un  cercle  c  de  rayon  assez  petit  pour  que  le 
point  (X,  Y)  décrive  autour  du  point  (o,  o)  une  petite  porlion  de  surface 
plane,  limitée  par  un  contour  y,  qui  corresponde  point  par  point  au  cercle  c 
(n-'^O  et  124). 

Lorsque  le  point  {x,y)  décrit  la  circonférence  c  dans  le  sens  direct,  le 
point  (X,  Y)  décrit  le  contour  v  dans  le  sens  direct  ou  dans  le  sens  rétro- 
grade, suivant  le  signe  du  déterminanL  fonctionnel  dans  ce  petit  cercle.  Or 
l'intégrale  définie  le  long  de  la  petite  circonférence  est  égale  à  la  variation 

Y 

dearctang— ,   et  par  suite   à   ±27t.   En   raisonnant  de  même  pour  toutes 

les  racines,  on  en  conclut  que  l'on  a 

r  \d\  —  \  d\  ,  „       .,, 

1'  désignant   le  nombre   des  points  communs  aux  deux  courbes  pour  les- 

(luels  -. — — ^ est  positif,  et  N  le  nombre  des  iioinls  communs  pour  lesquels 

'  L)(.r,  r)         f  ' 

le  déterminant  est  négatif. 

L'intégrale   définie   du   premier   membre   est  aussi   égale    à    la  variation 

Y  .  ,.      .  .Y 

de  arc  tang  ^  le  long  de  G,  c'est-à-dire  à  l'indice  de  la  lonclioii  ^^  lorsque 

le  point  (x,y)  décrit   le  contour  C.  Si  les  fonctions  X,  Y  sonl  des  poly- 
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iionries,  el  si  le  contoui-  C  esl  formé  d'arcs  de  courbes  uniciirsale?.  on  est 
ramené  à  calculer  l'indice  d'une  ou  plusieurs  fonction?  rationnelles,  ce  qui 
n'exige  que  des  opérations  élémentaires  (n"  79).  D'ailleurs,  quelles  que 
soient  les  fonctions  X,  Y,  on  peut  toujours  calculer  l'intégrale  définie  (54) 
avec  une  erreur  inférieure  à  t:,  ce  qui  suffit,  puisque  le  second  membre 
doit  être  un  multiple  de  2-. 

La  formule  (âj)  ne  fait  connaître  le  nombie  exact  des  points  communs 
aux  deux  courbes  que  si  U  déterminant  fonctionnel  conserve  un  signe 
constant  à  l'intérieur  de  C.  Des  travaux  récents  de  M.  Picard  ont  permis  de 
compléter  ce  résultat  ('). 

135.  Extension  des  résultats  précédents.  -  Les  résultats  des  derniers 
paragraphes  s'étendent  sans  modification  essentielle  aux  intégrales  curvi- 
lignes dans  l'espace 


(55) 


U  =   r  V  dx^  qdy-hW  dz. 


Nous  désignerons  par  P,  Q,  R  trois  fonction»  continues  ainsi  que  leurs 
dérivées  partielles  du  premier  ordre,  dans  une  région  (M)  de  l'espace, 
limitée  par  une  seule  surface  fermée  S.  (Jlierclions  d'abord  les  conditions 
pour  que  l'intégrale  curviligne  précédente  ne  dépende  que  des  extré- 
mités (3"Oî>'oi  ~o)î  {^,y-  s)  delà  ligne  d'intégration.  Cela  revient  encore 
à  chercher  dans  quels  cas  l'intégrale  curviligne,  prise  le  long  d'une  courbe 
fermée  quelconque  1",  est  nulle.  Or,  d'après  la  formule  de  Stokes  (  n°  139). 
cette  intégrale  curviligne  est  égale  à  l'intégrale  de  surface 


//(S 


S-?)-"*-(S-§)'<'-"=-(S 


étendue  à  une  surface  îi  limitée  par  le  contour  1".  Pour  que  cette  intégrale 

de  surface  soit  nulle,  quelle  que  soit  le  contour  T,  i!  faut  évidemment  et  il 

suffit  que  l'on  ait 

,  ôV  _  c^Q  dQ  _  ol\  dV  _  'Ai 

^'"'  <iy  ~    i)x'  dz    ~  ôr'  dz   ~   <).r' 

Si  ces  conditions  sont  remplies,  U  est  une  fonction  des  variables  or,  y,  z, 
dont  la  différentielle  totale  est  P  dx -h  Q  dy -^  H  dz,  et  qui  est  uniforme 
dans  la  région  E  de  l'espace.  Pour  avoir  la  valeur  de  U  en  un  point,  on 
pourra  choisir  arbitrairement  le  chemin  d'intégration. 

Si  les  fonctions  P,  Q,  R  vérifient  les  relations  (56),  mais  deviennent  infi- 
nies en  tous  les  points  d'une  ou  plusieurs  lignes  dans  (E),  on  en  déduit  des 
conséquences  analogues  à  celles  qui  ont  été  développées  au  n°  153. 

Si,  par  exemple,  l'une  des  fonctions  P,  Q,  R   devient  infinie  en  tous  les 
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points  d'une  courbe  fermée  ■;,  rinlégrale  U  admettra  une  période  égale  à  la 
valeur  de  l'intégrale  curviligne  prise  le  long  d'un  contour  fermé  traversant 
une  fois,  et  une  seule  fois,  une  surface  o  limitée  par  la  courbe  •/. 

On  peut  aussi  se  proposer,  pour  les  intégrales  de  surface,  une  question 
tout  à  fait  pareille  à  celle  qui  a  été  traitée  pour  les  intégrales  curvilignes. 
Désignons  par  A.  B,  C  trois  fonctions  continues,  ainsi  que  leurs  dérivées 
du  premier  ordre,  dans  la  région  E  de  l'espace  limitée  par  une  seule  surface 
fermée  S.  Soit  1  une  surface  prise  dans  E,  et  limitée  par  un  contour  de 
forme  quelconque  P.  L'intégrale  de  surface 


(5;)  '  =  r  r    Arf; 

-'   --'Ol) 


/:  -^  B  (/:■  dr  -r-  C  d.r  dv 

(ï) 

dépend  en  généial  de  la  surface  1  elle-iuéme,  et  non  pas  seulement  du 
contour  r.  Pour  que  cette  intégrale  ne  dépende  que  du  conlourr,il  faudra 
que  l'intégrale  double  étendue  à  une  surface  fermée  quelconque  prise 
dans  E  soit  nulle.  La  condition  pour  qu'il  en  soit  ainsi  nous  est  donnée 
immédiatement  par  la  formule  de  Green  (n°  143).  Nous  savons,  en  effet, 
que  l'intégrale  double  précédente,  étendue  à  une  surface  fermée,  est  égale 
à  l'intégrale  l  riple 

étendue  au  volume  limité  par  celle  surface.  Pour  que  cette  dernière  inté- 
grale soit  nulle,  quel  que  soit  ce  volume,  il  faut  évidemment  que  les  fonc- 
tions A,  R,  C  vérifient  la  relation 

dx        dy    '     Oz 

et  cette  condition  est  suffisante. 

La  formule  de  Stokes  en  donne  une  véri/ication  facile.  En  effet,  étant 
rlonnées  trois  fonctions  .4,  B,  C  vérifiant  la  relation  (58),  on  peut,  d'une 
infinité  de  manières,  déterminer  trois  autres  fonctions  P,  Q,  R,  telles  que 
l'on  ait 

£R  _  ^  _  !^  _  ^  _  B  ^  _  ^'  -  r 

dy         (Iz         '   '  itz         tj.r  '  Ox        iiy 

D'abord,  si  ces  équations  admettent  une  solulion,  elles  en  aciniettent  une 
infinité,  car  elles  ne  cliangent  pas  quand  on  remplace  P,  Q,  R  par 


()'/. 

(M. 

Q  -■ 

H- 

Oy' 

ôz 

respectivement.  A  étant  une  fonction   quelconque   de   x,  y,  z.   Cela   étant, 
prenons  R  =  o:  on  tire  des  deux  premières  relations  (  Jg  ) 

P=    /     B(3-,y,z}dz-i-a(3;  y),        Q=—   T    A<x,  y,  z'}  dz  ~  i^ix,  y>, 


<s(,x,  y)  et  ■l{x,j')  étant  <leiix   fonctions  i|iii;li;uii(|in's   de  .r  et   de    r.   Kn 
portant  ces  valcni';  dans  la  tleiiiicre  érination  (ig),  elle  devient 

. '_       \i).r  (11/  OX  df 

on,  en   tenant   coniiili-  de  la  eondilion  (  'iH  i, 

on  peut  encore  choisir  arbitrait  enienl  une  des  fonctions   i,  i. 

Ayant  ainsi  déterminé  trois  fonctions  I'.  Q,  R  satisfaisant  an\  éqna- 
lions(59),  l'intégrale  de  surface  est  i^gale.  d'après  la  fiirjiuile  de  StoKes,  à 
l'intégrale  curviligne 

/      \>  ,lr  -(-  <,)  dy  -'-  K  dz  : 

■H') 

elle  ne  dépend  donc  ipie  dn  contour  ]'. 


EXERCICES. 


1.  lùudier  les  propriétés  de  la  fonction 

FfX.Y,  /.)=/      d.r  ^      dy  I     f(.r,r.z)dz, 
((insidérée  eoninie  fonclion  de  \,  \,  Z.  Ktendre  les  r('-sultats  du  n°  122. 

2.  Trouver  le  volume  limité  par  la  portion  de  la  -urface  représentée  par 
l'équation 

(  :r-  -h  y-  -^  ;'-)■'=  3<i  ■'  ryz , 

qui  est  située  dans  le  trièdre  Oxyz. 

3.  Ramener  à  une  intégrale  simple  rintéi;rale  multiple 

/    I  "  '  i  -'''î'-^î'  • .  •  -^f,"  !''(  .î'i-i-  ^2-1-...—  x,,  )  d.T,  d.r.,  .  .  .  dx,,, 

étendue  au  riomaine  D  défini  par  les  inégalités 

o^a:,,  o£.r2 0  =  ^11-  .'1  +  .r.j -i-.  .  .-h  a:„=  a 

I  on  procède  comme  au  n'  149). 
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l.   M(MiiP  question  pour  l'intégrait:  multiple 

étendue  au  domaine  D  défini  pai'  les  inégalités 

o^Xi.  o<.r,,  ....  o  ^  .r„,  —        -;-...+     — 

o',    Démontrer  la  forninie 


fff...f,.^, :„...,..,. 


•Ht--; 

l'intégrale  multiple  étant  étendue  au  domaine  D  défini  par  l'inégalité 
,/■;  -i-.r;  +..  .  — .r,-,  <  1. 

(>*.    Démontrer  la  formule 
/      f/0   /       F(<(cosO-i-/<sin9cosç)-HfsinOsln9;sinfJf/!5  =  27î  /        F(uR)dii, 


on  a.  h,  r  sont  des  constantes  quelconques  et  où  l'on  pose  K  =  \/«2+6--t-f-. 

[Poisson.  | 

[On  peut  observer  que  l'intégrale  double  représente  une  certaine  inté- 
graîe  de  surface  étendue  à  la  sphère  j'-i-^^-H -- =  i ,  et  prendre  le 
plan  bx  -!-  cjK  -+-  «s  =  o  pour  nouveau  plan  des  xy \ 

7*.  Soit  p  =  F(0,  cp)  l'équation  dune  surface  fermée  en  coordonnées 
polaires.  Démontrer  que  le  volume  limité  par  cette  surface  est  égal  à  l'in- 
tégrale double  étendue  à  toute  la  surface 


<■'  i/'A' 


■d^. 


dz  étant  l'élément  d'aire,  et  -,■  l'angle  que  fait  le  ra\on  vecteur  avec  la  nor- 
male extérieure.  Interprétation  géométrique. 

8'.   Uu  ellipsoïde  étant  représenté  par  l'équation 

\!.~         <!.- —  b-         \x-  —  r- 

définissons  un  point  de  sa  surface  par  les  coordonnées  elliptiques  v  et  o, 
c'est-à-dire  par  les  racines  de  l'équation  précédente  où  l'on  aurait  rem- 
placé \x  par  l'inconnue  {voir  n"  148).  L'application  des  formules  du  n°  liO 
au  volume  de  cet  ellipsoïde  conduit  à  la  relation  suivante  : 


EXERCICES. 

Inapplication  de  la  formule  (a)  donne  de  même 


p-  )  (V-  —  0'  I  i  r-  —  V-  I         2 

[Lamé.] 

9.  Principe  d'Archiinède.  —  Étaiil  donné  un  corps  solide  plongé 
dans  un  liquide  homogène  en  équilibre,  chaque  élémenl  de  surface  sup- 
porte une  pression  normale  égale  au  poids  d'un  cylindre  de  liquide  ayant 
pour  base  cet  élériienl  de  surface  et  pour  hauteur  la  distance  de  cet  élémenl 
à  la  surface  libre  horizontale.  Démontrer  que  toutes  ces  pressions  ont  une 
résultante  verticale,  dirigée  de  bas  en  haut,  et  égale  au  poids  d'un  volume 
de  liquide  égal  à  celui  du  corps  immergé. 

10".   Transformations  qui  conservent  les  volumes.  —  Soient  U  ix,  Y,  Z  ) 

.    V  -7         1  r  ■  Il  <^""  ^  à-^ 

el  \  {X.  Y.  L  )  deux  lonclions  telles  que  =  et  —  ne  soient  pas  nuls. 

^       dydZ        dxO\  '■ 

La  transformation  ponctuelle  définie  par  les  formules 

o£  </l    _  dV  '^^    _  _ 

est  telle  que  Ton  ait -p— — ^ — '■ =  i.  En  combinant   cette  transformation 

l){x,y,z) 

avec  une  permutation  des  variables  x.r.  5,  on  oblieut  toutes  les  transfor- 
mations ponctuelles  qui  conservent  les  volumes. 

Généralisation.  —  Soient  Ui(.r|.Xo,  ...,X„),  Uj(ari,  a:,,  X,,  ...,X„), 
. . .  ,  tl/(a-i,  .  .  .,x,,  X,■^-,,  .  . .,  X„),  . .  .,  U„_i  (xi,  . . . ,  .Tn-i,  X„)  un  système 
de  Tt  —  I  fonctions  des  n  variables  qui  y  figurent.  Les  fonctions  Xj,  X»,  .... 
\,  des  n  variables  indépendantes  .ri,  x,,  .  .  . ,  x„,  définies  par  les  équations 

''~[).\."        OX,^  d\:;'        r)x,~(jS.i' 


ifient  la  relation 


D(\i.X. X„i 

D(j-,.  j-.,.  ....  .r„  1 


CHAPITRE  VIII. 

SÉRIES  ET  PRODUITS  INFINI;- 


I.  —   REGLES  DE  eONVERGENCE. 

lo6.  Généralités.  —  <  )n  a  vu  plus  haut  (ii"  oi  la  condition 
générale  de  convergence  d'une  série.  Dans  la  pratique,  pour  recon- 
naître si  une  série  donnée  est  convergente  ou  divergente,  on  se 
sert  le  plus  souvent  de  règles  moins  générales,  mais  d'une  appli- 
cation plus  commode.  Nous  allons  rappeler  les  règles  de  conver- 
gence les  plus  usitées,  qui  suffisent  dans  la  plupart  des  applications. 
Nous  présenterons  d'abord  un  certain  nombre  de  remarques,  qui 
se  déduisent  immédiateiticnt  de  la  définition  même  de  la  conver- 
gence : 

i"  Si  Ton  multiplie  tous  les  lerines  d'une  série  par  un  nombre 
constant  a,  différent  de  zéro,  la  nouvelle  série  est  convergente  oy 
divergente  en  même  temps  cpie  la  première;  lorsque  la  [iremière 
est  convergente  et  a  pour  somme  S.  la  somme  de  la  seconde  série 
est  «S. 

',"   Si  Ion  a  lieux  séries  convergentes 


(I) 


ayant    respectivement    pour   sommes    S    et   S',    la    nouvelle    série 
obtenue  en  les  ajoulani  terme  à  terme, 

(  3  )  (  »,,  -h  1,1  i  T-  I  ((  I  ^  Vl  I  +  .  .  .  -^  (  /(„  ^-  l-'n  )  -f-  ■  •  •  . 


est  convergente  et  a  pour  somme  S  +  S'.   Il  en  serait  de  même  si 
l'on  ajoutait  terme  à  terme  p  séries  convergentes. 

.)"   On    ne   modifie   pas   la  convergence  ou  la  divergence  d'une 
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^érie  eu  cliangeanl  la  \aleur  d'un  iioniljic  (lui  ào  lornifs  de  ecUe 
séi'ie;  car  cela  revient  à  anj^meiilcr  ou  à  diniimier  loiiles  le> 
sommes  S„  dune  quaulité  coiistaiile,  à  |>ar(ir  dune  valeur  assez 
grande  i!c  /i .  En  parlieulicr,  une  série  esl  coinergeiile  ou  di\er- 
genle  en  même  temps  ciue  la  si'rie  ulilonue  en  sn|)|irimant  un  cer- 
tain nombre  de  termes  au  début. 

/\"  Soient  S  la  somme  d'une  série  c:on\ei'geiite,  S„  la  somme 
des  n  +  I  premiers  termes  de  la  série,  et  R„  la  somme  de  la  série 
commençant  au  terme  u„^,  ;  si  l'on  prend  pour  \aleur  approchée 
de  S  la  somme  S„  des  n  -r-  i  premiers  termes,  leireur  commise  est 
évidemment  égale  à  R„.  Puisque  S„  a  pour  limite  S  lorsque  ft  aug- 
mente indéfiniment,  la  différence  R„  tend  vers  zéro,  et  I  on  jjeul 
toujours  prendre  un  nombre  de  termes  assez  grand  pour  que  l'er- 
reur commise  en  remplaçant  S  par  S„  soit  moindre  que  tout  nombre 
donné  à  l'avance,  du  moins  théoriquement.  Il  suffit  de  coTinaître 
une  limite  supérieure  de  R„  |30ur  se  r-endre  compte  de  l'approxi- 
mation obtenue.  1!  est  clair  que,  dans  la  pratique,  les  seules  séries 
qui  se  prêtent  aux  calculs  numériques  sont  celles  pour  lesquelles 
le  reste  R„  tend  assez  rapidement  vers  zéro. 

lo7.  Séries  à  termes  positifs. —  Les  séries  dont  tous  les  termes 
sont  positifs  ont  une  grande  importance,  et  nous  commencerons 
par  les  étudier.  Dans  une  telle  séiie,  la  somme  S„  va  en  croissant 
avec  n;  pour  que  la  série  soit  convergente,  il  sufliia  donc  que 
celte  somme  S„  reste  inférieure  à  une  limite  fixe,  quel  que  soit  n. 
Le  procédé  le  pkis  général  pour  décider  de  la  convergence  ou  de 
la  divergence  d'une  série  consiste  à  comparer  la  série  proposée  à 
une  autre  série  déjà  étudiée.  On  s'appuie  pour  cela  sur  les  deux 
[iropositions  suivantes  : 

1"  Si  une  série  à  teimes  positifs  a  tous  ses  termes  inférieurs  ou 
au  plus  égaux  respectivement  à  ceu\  d'une  autre  série  convergente 
à  termes  positifs,  la  première  série  est  convergente. 

Car  la  somme  S„  des  n  premiers  termes  de  la  série  proposée  est 
i\  iilemnient  plus  petite  que  la  somme  S'  de  la  seconde  série:  elle 
a  donc  une  limite  S  inférieure  à  S'. 

2°  Si  une  série  à  termes  positifs  a  tous  ses  termes  plus  grands 
respectivement  que  ceux  d'une  série  divergente  à  termes  jiositifs, 
elle  est  également  divergente. 
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Car  la  somme  des  n  [jremiers  termes  de  la  première  série  est 
siipérieuie  à  la  somme  des  ii  premiers  termes  delà  seconde,  et  par 
suite  augmente  indéfiniment  avec  n. 

On  peut  faire  la  comparaison  de  deux  séries  dune  autre  faron, 
en  s  a[>puyaul  sur  le  iemme  suivant  :  Soient 

(  U  )  »o  +  «  1  ^-  (/»  -I-  .  .  .  -i-  tt„  ^  . . . , 

(V)  l'o  +  i'i  -i-  f2-l-...+ P,,-!-... 

deux  séiies  à  termes   positifs.    Si  la   séi'ie   (U)  est  convergente  et 

,.  •  ''«4-1  "n+l       1 

SI,  a  iiartir  d  un  certain  rang,  on   a   conslammenl <  1  la 

'  ^  Vn  Un 

série  i\)  est  aussi  convergente.  Si   la   série  (U)  est  divergente  et 

SI,  a  partii'  a  \\\\   ceilam  rang,  on   a   conslammenl <; .  la 

série  (V  )  est  égalenienl  divergente. 

Pour  démontrer  la  première  jiartie,*  supposons  c|ue  l'inéga- 
lité -^^  <■  -^^  soil  vérifiée  pour  ndp.  Comme  on  n'altère  pas  la 
convergence  d'une  série,  ni  le  rapport  d'un  terme  au  précédent,  en 
multipliant  tous  les  termes  par  un  même  facteur  constant,  on  peut 
supposer   Çp<Cii/,.    et   il   est  évident  que   l'on  aura   ip^\<^Up^,, 

pui.s    i'p+2<i  iip+d '^îi    série  (V)    sera  donc    convergente.  La 

seconde  partie  du  IcmiiH!  s'établit  de  la  même  façon. 

Etant  donnée  une  série  à  termes  positifs,  de  caractère  connu, 
on  peut  la  prendre  comme  terme  de  com|iaraison,  et  l'on  obtient 
ainsi  deux  propositions  perinetlani  dans  certains  cas  d'affirmer  la 
convergence  ou  la  tlivergencc  d'une  autre  série  à  lerines  positifs, 
suivant  que  l'on  compare  les  termes  eux-mêmes  des  deux  séries, 
ou  les  rapports  de  i]eu\  lermes  consécutifs. 

158.  Règles  de  Cauchy  et  de  d'Alembert.  —  La  série  la  plus 
simple  que  l'on  puisse  prendre  comme  terme  de  comparaison  est  la 
progression  géométrique  de  raison  r,  (|ui  est  convergenle  si  /■<i- 
et  divergente  si  rç!li.  La  comparaison  d'une  série  à  termes  positifs 
avec  une  |irogression  géomélri(pie  conduil  à  la  règle  sui\an[e,  due 
à  Caucliy  : 

Lois(/ue,  dans  une  série  à  termes  /losi/ifs,  ^/ii„  es/,  à  partir 
d'un  certain  rang,  constamment  moindre  qu'un  nombre  fixe, 
inférieur  à  l' unité,  la  série  est  convergente;  si  \J Un  est,  à  partir 
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tV un.  cerlain  rang,  ronslainnwiU  siipérieiii  à   V unité,  la  série 
est  divergente. 

Diins  le  premier  cas,  011  a,  en  efTel,  v/«k</i'<i  e^  pai' 
siiilc,  Ui,<il<".  l-cs  termes  de  la  série  sonl  donc,  à  partir  d'un 
cerlain  rang,  moindres  que  ceux  d'une  progression  géométrique 
de  raison  plus  petite  que  l'unité.  Dans  le  second  cas,  au  contraire^ 
on  a  v'f'«>i  et  M„^i:  le  teiine  généiai  ne  tend  donc  pas  vers  zéro. 
La  règle  précédente  est  applicable  toutes  les  fois  (|ue  \' u„  lend 
vers  une  limite,  et  l'on  peut  encore  énoncer  la  propjsilion  sui- 
vante : 

Si  \J u„  tend  vers  une  limite  l,  lorsque  n  crotl  indéfiniment^ 
la  série  est  convergente  si  l  est  inférieur  à  un,  et  divergente 
si  l  est  supérieur  à  un. 

Si  /=  I ,  il  j  a  doute,  sauf  dans  le  cas  où  ^/m„  tend  \  ers  l'unité 
en  lui  restant  supérieur;  la  série  est  alors  divergente. 

En  comparant  de  même  le  rapport  de  deux  lermes  consécutifs 
d'une  série  à  termes  positifs  au  rapport  de  deux  termes  consé- 
cutifs d'une  progression  géouiélrupie,  on  obtient  la  règle  de 
d'Alembert  : 

Lorsque,  dans  une  séi  ie  à  lermes  posidjs.  le  /'apport  d'un 
terme  au  précédent  est,  à  partir  d' un  certain  rang,  inférieur 
à  un  nombre  fixe  plus pelitque  C unité,  la  série  est  convergente. 
.Si  ce  rapport  est,  à  partir  d^ un  certain  rang,  supérieur  à 
r unité,  1(1  série  est  divergente. 

On  en  déduit  comme  corollaire  fpie,  si  le  rapport  "*  lend 
vers  une  limite  l,  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  la  série 
est  convergente  si  l  <^\ ,  et  divergente  si  l~;>  ï  .  Le  seul  cas  dou- 
teux est  celui  où  /=  1,  à  moins  que  — ^^  ne  tende  vers  un  en  lui 
restant  supérieur.  La  série  est  alors  divergente. 

159.  Remarques  diverses.  —  I.  La  règle  de  Caucliy  est  plus  générale 
que  celle  de  d'Alenil)ert.  Supposons,  en  elTel,  que  les  ternies  d'une  série 
soient,  à  partir  d'un  certain  rang,  plus  petits  que  ceux  d'une  profiression 
géométrique  ilécrnissante  :  le  terme  général  u„  sera,  pourvu  que  n  soit  plus 
grand  qu'un  nombre   fixe  p,  inférieur  à   Ar",  A  étant  une  constante  et  r 
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c-laiil  plus  pelil  (|iic-  un.  On  aura  donc  \/ u „  <,  f  k"- ,  et  le  second  membre 
a  pour  limite  /■  lnrsi|ue  n  au<;menle  indcfinimenl.  En  désignant  par  />  un 
nombre  fixe  compris  entre  r  el  1,  on  aura  dune,  à  partir  d'un  certain 
rang.  \/ii„<Zl--  ^0U5    sumnics    donc   toujours   dans    un    cas  où  la  règle  de 

Caucliy  est  applicable,    mais  il   peut   •^e  l'aire  que  le  rap|)orl  prenne 

des  valeurs  supérieures  à  un,  aussi  loin  qu  on  aille  dans  la  série.  Prenons, 
par  exemple,  la  série 

I  -t-  /■  I  siii  2     -I-  /•-  I  siii  7  3:  I  -I-  .  .  .  -<-  /•"  I  siii  «  a  I  — - .  .  . , 

où  /-t^i,  -/  étant  une  loiislanle  quelconque.  On  a  y  11,,=  ly'lsinnu.  •<  ;■. 
tandis  que  le  rapport 

u„^\  I  sin(  n  -h  1)3.  \ 


peut  prendre  eu  généraUune  infinité  de  valeurs  supérieures  à    un,  lorsque 
n  augmente  iiidélininient. 

11  y  a  cependant  avantage    à   conserver  la   régie  de   d'Aleniberl,  qui   est 
souvent  d  iiiic  application  plu?  facile.  Ainsi,  dans  la  série 


le  rapport  d'un   terme  au   précédent a   zéio  pour  limite  lorsque  « 

augmente  indéfiniment,  tandis  qu'on    ne   voit    pas    immédiatement    ce    que 

devient  j/h„  =  —  pour  des  valeurs  très  grandes  de  n. 

\   I   ■> .  .  .  n 

II.  C^)iiaiul  on  a  reconnu,  par  I  application  d  une  des  règles  précédentes, 
(pie  les  termes  d'une  série  sont  respectivement  moindres,  à  partir  d'un 
certain  rang,  que  ceux  d'une  progression  géométrique  décroissante  dont  le 
terme  général  est  A/'",  il  est  facile  d'avoir  une  limite  de  l'erreur  commise 
quand  on  prend  pour  somme  de  la  série  la  somme  de  ses  /n  premiers  termes  ; 
cette  erreur  est  évidemment  moindre  que  la  somme  de  la  progression 

A  r'"  +  \r"'  ^  '  -+-  \r"'^^  -t-  .  .  .  = 

I  —  /■ 

III.  Lorsuue  les  deux  exiiressions  v'(/,,  el  — —    oui   chacune  une  limite, 

"n 

ces  deux  limites  sont   les  mêmes.   Considérons,  en  effet,  la  série  auxiliairi' 


{'ij  Ut,   ^   UiX   -h   U2X- -h  . 


où  a:  est  positif.  Dans  celte   série,  le    rapport   d'un    ternie   au    |)récédent    a 
pour  limite  /.r,   /  étant  la   limite  du   rajqiort      "^    .    la  série  (4  )  est  dont 
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convergente  ?i  l'on  a  /■  <^  -  .  el  divcrgeiile  si  x  ";-  y  De  même,  en  dési- 
gnant par  /  la  limite  de  v  «„  .  IVxprcssion  ;"«•'""  «'  |i<"'t'  limite  /'a-,  de 
sorte  que  la  série  (4)  doit  élrc  convergente  si  l'on  a   r       —,   et  divergente 

si  a- >  — ■  Pour  (]uc  ces  deci\  carciclères  de  convergence  ne  soient  pas  en 

contradiction,  il  faut  évideinniciit  que    /=/';  si   l'on  avait,  par  exemple, 

^  >•  /',  tout  nombre  t  compris  entre  —et  y7  rendrait   la  série   convergente 

d'après  la  règle  de  Caucliy,  tandis  que  le  même  nombre  rendrait  la  série 
divergente  d'après  la  règle  de  d'Alemberl. 

IV.  Plus  généralement,  lorsque  "~'  tend  ver.-  une  limite  /,  v'"«  tend 
vers  la  même  limite.  Supposons,  en  eflêt,  qu  à  partir  d  un  certain  rang  tous 
les  rapports 


soient  compris  entre  /  —  s  et  ^ -^  =.  i  désignant  un  nombre  positif  qu'on 
peut  supposer  aussi  petit  qu'on  veut,  pourvu  que  n  soit  assez  grand.  On 
aura  aussi 


lorsque,  n  restant  fixe,  le  nombre/»  augmente  indéfiniment,  les  deux  termes 
extrêmes  de  cette  double  inégalité  tendent  respectivement  vers  l  —  ^ 
et  l -T- i.  On  aura  donc,  pour  toute  valeur  de  m  supérieure  à  une  limite 
convenable. 

/  —  '  ^  <   v  ('"I  <  ^  -I-  2  E. 

et,  comme  --  est  arbitraire,  on  en  conclut  que  \'«„,  a  pour  limite  le 
nombre  /. 

Il  est  à  remarquer  que  la  léciproque  n'est  pas  vraie.  Prenons,  par 
exemple,  la  série 

1.     a.     ab.     a-h.     a-h-,      ....     a"h"~^.     a"b".      .... 

où  a  e.1  b  sont  deux  nombres  dinérenls.  Le  rapport  d'un  terme  au  pré- 
cédent est  alternativement  a  ou  b,  tandis  que  l'expression  \ht„  a  pour 
limite  \/ab  lorsque  /(  augmente  indéfiniment. 

La  proposition  précédente  peut  servir  à  trouver  la  limite  de  certaines 
expressions  qui  se  présentent  sous  forme  indéterminée.  Elle  nous  montre, 
par  exemple,  que  \/i  .2  .  . .  n   augmente  indéfiniment   avec  n,  car    le   rap- 


JOO  CHAPITKE    VIII.    —    SEnlES    ET    PRODUITS    INFINIS. 

port   '"',"" augmente  lui-même  indéfiiiimeiil.  On  verra  de  même 

'  1 . 2 .  .  .  (  rt  —  1  ) 

que  '\fîi  a  pour  limite  l'unité,  ainsi  que  \J\o'^ii. 

160.  Application  de  la  plus  grande  des  limites.  —  Gauchy  a  pré- 
senté la  règle  précédente  sous  une  forme  plus  générale.  Soit  «„  le  terme 
général  d'une  série  à  termes  positifs.  Considérons  la  suite 


(  î)  rti,     «2,     rtij,      .  .  . ,     rt^ ,      ...  ; 

si  les  termes  de  cette  suite  n'ont  pas  de  borne  supérieure,  le  terme 
général  rt,,  ne  tend  pas  vers  zéro,  et  la  série  est  divergente.  Si  tous  les 
termes  de  la  suite  (5)  sont  moindres  qu'un  nombre  fixe,  soit  w  la  plus 
grande  des  limites  des  termes  de  cette  suite. 

La  série  ^cin  est.  coiuergente  si  lo  est  inférieur  à  un,  et  divergente 
si  to  est  supérieur  à  un.-. 

Pour  démontier  la  première  partie,  soit  i  —  a  un  nombre  compris  entre  lo 
et  I.  D'après  la  définition  de  la  plus  grande  des  limites  (  n°  4),  il  n'y  a  qu'un 
nombre  fini  de  termes  de  la  suite  (5)  supérieurs  à  i  —  a;  on  peut  donc 
trouver  un  nombre  enlier  p  tel  que,  pour  toute  valeur  de  n  supérieure  à  p, 
on  aitv/a«<i  —  «•  La  série  ^a„  est  donc  convergente.  Au  contraire,  si 
l'on  a  u  >  I,  soit  I  -H  a  un  nombre  cornpr  is  entre  [  et  to  ;  il  y  a  une  infinité 
de  termes  de  la  suite  (5)  supérieurs  à  i -i- a,  el  par  suite  une  infinité  de 
valeurs  de  n  pour  lesquelles  a„  est  plus  grand  que  un.  La  série  Sa,,  est 
donc  divergente.  11  n'y  a  doute  que  dans  le  cas  où  to  =  i. 

161.  Théorème  de  Cauchy.  —  Lorsque  -2±1  ou  \Ju„  tend  vers 

l'unité,  sans  être  consianunent  supéiieur  à  an,  les  règles  de 
d'Alembert  et  de  Cauchy  ne  permellenl  |ias  d'aifiiiner  la  conver- 
gence ou  la  divergence  d'une  série.  Il  faut  dans  ce  cas  prendre 
pour  termes  de  <  omparaison  d'autres  séries  jouissant  de  la  même 
propriélé,  el  de  caractère  connu.. La  pioposilion  suivante,  que 
Caijcliy  a  di'duite  de  l'élude  des  intéi;ralps  liélinies,  porinel  souxenl 
de  décider  de  la  convergence  ou  de  la  divergence  d  une  série, 
lor.sque  les  règles  préc('denles  >onl  en  d'  faut  : 

Soit  C9(a?)  une  lonc  i  ion  positive  à  pai  tir  d'une  cpi  laine  valeur  a 
de  a:,  allant  constamment  en  déiroissant  el  tendant  vers  zéro 
quand  x  augmente  indéfiniment.  La  courbe j)':=tp( a:)  estasymplote 

à  l'axe  des  a:,  el  l'intégrale  définie    /    a{x')</x  peuL   tendre    vers 
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une  limile  finie  ou  non.  lofsquc  /  croît  indéfiniment,  (^ela  posé. 
la  série 

■^(ti)  —  -ii  a  -T-  \)  -T- .  .  .-r-  •■i(a  -i-  II)  ^. .  . 

est  convergente  si  riniégralé  précédenle  lend  vers  une  limite, 
et  divergente  dans  le  cas  contraire. 

Supposons,  en  ell'et,  x  compris  entre  a-^p — i  et  a^p, 
p  étant  un  nombre  entier  po.silif.  De  la  double  inégalité 

ç(a  ^  p  —  I)  >  o(x)  >  s(a  -^ p) 
on  tire,  en  intégrant  entre  les  limites  a+p  —  i,  a -^ p, 

■^1  II  ^^  fj  —  i)  >    /  's(x)(/x^  a{a  —  p). 

•a  +  p-l    ' 

Faisons  successivement/?:^!,  a.  ....  n  el  ajoutons  les  inéga- 
lités obtenues;  il  vient 

y(«  )  H- '^(a  ^  I /  —  ...— ■i(a -J- rt  —  i)>   /  ■i(x)dx, 

S 1^  rt  -^  I  )  -i-  '-  (  "  —    '  i  —  .  .  .  —  !5 1"  !7  -^  /!  1  •<    /  •;  <"  .r  )  dx. 

Cela   posé,    si   l'intégrale    /     ■-^{^x)dx  tend  vers    une  limite   L 

lorsque  /  augmente  indéfiniment,  la  somme  3(o)  +  ...H-t9(a+rt), 
restant  constamment  moindre  que  ta  (a)  +  L,  tend  vers  une 
limite;  la  série  (6)  est  donc  convergente.  Au  contraire,  si  l'inté- 
grale   /         3  (x)  6?.r  croît  au  delà  de   toute  limite,  il  en  est  de 

même,  d'après  la   première   inégalité,  de  la   somme  / ^  y  (a  -^  i^  '■ 

/  =  0 

la  série  (6)  est  donc  divergente. 

Prenons,  par  exemple,  v(x)^  —,  où  ^.  est  positif,  et  a  =  i. 
Cette  fonction  a  [x)  satisfait  bien  à  toutes  les  conditions  de 
l'énoncé,  et  l'intégrale   /    — '■  tend  vers  une  limite  lorsque  /  croît 

indéfiniment ,  pourvu  que  jjl  soit  supérieur-  à  l'unité,  et  dans  ce  cas 

seulement.  11  en  résulte  que  la  série  dont  le  teinie  général  est  /?~l* 

est  convergente  si  |jl  est  plus  grand  que  un,  et  divergente  si  ji-Si. 

G  ,  I.  26 


4o)  cnu'iTiii;  Mil.  —         ES  et  l'Roniiiïs  lM••l^•Ts. 

Supposons    encore    vi(x)  =  — ; r-*  a=a,    u.    étanl    positif 

et    logx   désignant   le    logarithme   népérien.    On    a.    en    suppo- 
sant ;ji   -'  I , 

<lx 


le  second  membre  a  une  limite  finie  si  [Ji  >  i  et  augmente  indéli- 
niment  si  jji<;i.  Dans  le  cas  particulier  oîi  a  :^  i ,  on  voit  de  la 
même  façon  que  rintéj;rale  croît  au  delà  de  toute  limite.  La  séri(î 


est  donc  convergente  si  jji>  i,  et  divergenle  si  p.^i. 
Plus  généralement,  la  série  dont  le  terme  eénéral   est 


n  \ogn  \o<^-  Il  \o^'' n  ...  loi;''    '  n{\ogi' n )\' 

esl  convcrgerile,  si  l'on  a  a  >  i  et  divergente  si  [Ji.;£i.  On  a  écrit, 
pour  abréger,  log-/(  à  la  place  de  loglog«,  et  d'une  façon  géné- 
rale logP/i  à  la  place  de  p  signes  log  supei-posés.  Bien  entendu  on 
ne  donne  à  l'entier  «  que  les  valinirs  assez  giandes  pour  que  logrt, 
log-/i,  log'/i,  ...,  \ogPn  soient  positils,  et  Ion  suppose  les  termes 
manquants  remplacés  par  des  zéros.  On  le  démontre  comme  pour 
les  séries  précédentes  ;  si,  par  exemple,  on  a  ix  =z^  i .  la  fonction 


■  lot; a?  \o"'^x  .  .  .(log''.î^)I'- 


est  ta  dérivée  de  (\os:Px)'    C-,   et  cette   dernière   fonction  ne 

I  —  [ji  ^     °       ' 

tend  vers  une  limite  finie  lorsque  x  augmente  indéfiniment  que  si 
l'on  a  a  >  I . 

La  proposition  de  Caucliy  est  susceptible  d'applications  d'un  autre  genre. 
La  fonclion  f(x)  satisfaisant  toujours  aux  conditions  énoncées  plus  haut, 
considérons  la  somme 

(7)  œ(«) -!- tp(7i  H- I) -h.  . .-(- 9(w  ^ /)), 

m'a  n  el  p  sont  deux  nombres  entiers  qu'on  fait  croître  indéfiniment.  Si 
la  série,  dont  le  terme  général  est  o(n),  est  convergente,  la  somme  précé- 
dente a  zéro  pour  limite,  car  elle  esl  la  différence  des  deux   sommes  Sn+p 
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■t  S„_i  qui  teiitlRiil  l'uncî  et  l'antre  vcis  la  somme  de  la  série.  iMais  si  celle 
série  esl  fJiver;,'eiite.  on  ne  peut  plu*  rien  affirmer,  lin  reprenant  le  raison- 
netnenl  de  tout  à  l'heure,  on  parvienl  à  la  ilouble  inégalilé 

I  ç(a7)rf.r  < -^(/î)-^  c;(«-i- 1)4-...— o(/i-^/>;  <  ç(n) -+-   /  o(x)d3:; 

unime  o( n)  lend  vers  zéro  lorsque  n  cmil  indéfiniment,  on  voit  que 
la    limite    de    la    somme    considérée    esl    la    même    que    celle    de    l'inté- 

•"  +  /' 
ïrale    /  o{x)dx.  el  elle  dépend  de  la  laçon  dont  les  nombres  n  et  p 

roissent  au  delà  <le  toute  limite. 

r 
Par  exemple,  pour  avoir  la  limite  de  la  somme   ^   ( n  -i-  ')"'•  ''  suffit  de 

herclier  la  limite  de  l'inlé^rale    définie    /  —  =  lo2(n-—  )•  Il  esl 

•  lair  que  cette  inlé2;rale  n'a  une  limite  que  si   le   rapport  —  a    une   limite; 

si   a   esl    la    limiie    de    ce    rapport,  la    somme    précédenle    a    pour'   limite 
log(i-f-a),  comme  on  l'a  déjà  démontré  (  u"  4'.)). 
/' 
Pour  avoir  la  limite  de  la  somme  ^  (  n -s- j')- ,  il  faut  de  même  chercher 

1=0 

la  limite  de  l'intéerale 


/ 


pour  que  celle  expression   ait  une  limite,   il   faut  que  le  quotient  — =  ail 
lui-même  une  limite  ï.  L'expression  précidenle  a  aussi  pour  limite  a. 

162.  Critères  logarithmiques.  —  En  prenant  comme  terme  de 
I  "mparai-on  la  série  7  n~'-',  Cauchy  a  été  conduit  à  une  nouvelle 
r-'ole  de  convergence,  toui  à  fait  analojjue  à  celle  qui  esl  relative 
,.   ^'«„  : 

logi- 
■Si,  à  partir  d^un  certain  rang,  -. -esl  constamment  supé- 
rieur à  un  nombre  fixe  [dus  s:rand  que  V unité,  la  série  est 

log-i- 

convergente.  Si  -, est  constamment  inférieur  à  l'unité,  ta 

°  h'g'i 

série  est  d'A-ers'ente. 
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Lorsque  -, lend  vers    une    limite  l   quand   n    auamenlc 

'  log  n  '  '^ 

indéfiniment^  la  série  est  romergenle  si  />i,  et  divergente 
si  /  <;  1 .  Il  y  a  doute  si  t  ^=  i . 

Pour  démontrer  la  |)reinière  j3arlie,    remarquons  que   île  l'iné- 
gal i  té 

Ion  —   -"  A'  loa;7i 

on  déduit  que  //„  est  inférieur  à  /;"*;  la  série  est  donc  convergente. 
si  l'on  a  A'  >  i . 

De  même,  si  Ton  a 

los —  <  lofr/i, 

Un 

on  en  déduit  u,,~>  — :   la  série  est  donc  divergente. 

Cette  règle  permet  de  reconnaître  la  convergence  d'une  série 
toutes  les  fois  qu'à  partir  d'uu  certain   rang  les   termes  de  celte 

série  sont  respectivement  moindres  que  ceux  de  la  série    7  An~!^, 

où  A  est  un  facteur  constant,  et  u  >  i .  Si  l'on  a,  en  elfet. 


on  en  déduit 


A 

Un  <  -n;' 

logM„-f  |Ji  logn  •<  log  A, 


l..g/i 

elle  second  membre  a  pour  limite  ;.t  lorsque  /;  augmente  indéfi- 
niment. A  partir  dun  certain  rang  on  aura  donc,  en  désignant 
par  k  un  nombre  compris  entre  un  et  ix, 


y  A: 


logn 
En  prenant  de  même  comme  termes  de  compaiaison  les  séries 

V L^,  y ' ,  ..., 

Xd  /îMog«;|J-  .^  «  loi;  «(  liig-/ij!^ 
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OU  oblient  une  inliiiilé  de  règles  de  ci)u\eii;ence,  qui  se  <léduiront 

loL' JOff 

lie  la  précédente  (  '  )  en  lemplacanl  ilaiis  l"i-iioneé 


log  II     "         loi;-  Il 


'   iui„\o'^n  r  •    \  •         \-  .      I  I 

puis  par ^^^^3  ^ .  ••••    Lips  règles   .^  ajjpliipienl   a   des  cas   de 

plus  en  plus  étendus;  Il  est  facile  de  s'assurer,  en  effet,  que  si 
l'une  d'elles  permet  de  reconnaître  la  convergence  ou  la  divergence 
d'une  série,  il  en  sera  de  même  de  toutes  les  suivantes.  Mais,  aussi 
loin  que  l'on  aille  dans  la  série  des  essais,  il  peut  se  faire  que 
I  application  de  ces  règles  ne  permette  jamais  de  reconnaître  le 
caractère  d'une  série.  MM. du  Bois-Reymond  (-)  et  Pringslieim  (  =  ) 
ont,  en  effet,  formé  des  séries,  tant  convergentes  que  divergentes, 
pour  lesquelles  les  critères  logarithmiques  ne  donnent  aucune 
indication.  Ce  résultat  est  d'un  grand  intérêt  théorique,  mais  les 
séries  convergentes  de  cette  espèce  sont  évideinment  très  lente- 
ment convergentes  et  ne  paraissent  pas  susceptibles  d'applications 
au  calcul  numérique  (''). 

163.  Règle  de  Raabe  et  Duhamel.  —  En  conservant  les  mêmes 
séries  comme  termes  de  comparaison,  mais  en  comparant  les 
rapports  de  deux  termes  consécutifs  au  lieu  de  comparer  les 
termes  eux-mêmes,  on  est  conduit  à  de  nouvelles  règles,  moins 
générales,  il  est  vrai,  que  les  précédentes,  mais  qui  sont  souvent 
d  une  application  plus  commode  dans  la  pratique.  Aiusi,  soit  (U) 

une  série  à  termes  j)ositil's  dans  laquelle  le  rajiport      "*^  lend  vers 

l'unité,  en  étant  constamment  inférieur  à  un.  On  peut  représenter 

ce  rapport  par — ,  a„   étant   un   nombre   positil   qui   tend  vers 

zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment.  La  comparaison  de  ce  rap- 

(')  Koj'r  Beiitkand,  Traité  de  Calcul  dijférentiel  et  intégral,  l.  I.  p.  23S; 
Journal  de  Liouville,    i"  série,  l.  VII,  p.  35. 

( -)   Ueber  Convergenz  von  lieihen  (Journal  de  Crelle,  t.  fiG,  1878,  p.  85). 

(')  Allgenieine  Théorie  der  Divcrgenz...  {Mathematisc/ie  Annalen,  t.  XXV, 
1S90). 

('')  Dans  un  exemple  de  série  convergente,  <iù  à  M.  du  Bois-Heymond,  il  fau- 
drait, d'après  l'auteur,  calculer  la  somme  d'un  nombre  de  termes  égal  au  volume 
de  la  Terre  exprimé  en  millimètres  cubes  pour  avoir  seulement  la  moitié  de  la 
somme  de  cette  série. 
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poit  avec  f )'    conrluil  à   la  rt"le  suivante,   obtenue  dabord 

'  \n-Hi/  " 

par  Raabe  ('),  puis  parDuliamei  (-)  : 

Sî,  à  partir  d'un  certain  rang,  le  proiluil  ny.„  est  constam- 
ment supérieur  à  un  nombre  jixe^  plus  grand  que  un^  la  série 
est  converofnte.  Si,  à  partir  d^ un  certain  rang,  ce  produit  est 
constamment  plus  petit  que  un ,  la  série  est  divergente. 

La  seconde  partie  de  la  proposition  est  inimédiale.  Si,  à  partir 
d'un  ceriain  rang,  on  a  na„<C  i,  on  en  déduit 


1  Uii\  .     ■  Il 

et  le  riip|)ort  est  snpeueur  au  rapport  de  deux  ternies  consc- 

cutils  de  la  série  barnioniniie  :  la  série  est  donc  di%ergenle. 

Pour  démontrer  la  première  partie,  supposons  qi.'à  partir  d'nn 
ceriain  rang  on  ait  constamment  «7.„]>/r>>i.  Snii  ij.  un  nombre 
compris  entre  i  et  k,  i  •<  '^x<Ck;   la  convergence  de  la  série  sera 

■       .  ■         !•  ■  I  "n-H  •      J 

assurée  si,  a  partir  d  un  certain  rang,  le  rapport  est  moindre 

que  le  rapport/ y    de   deux  termes  consécuiifs    de    la   série 

dont  le  terme  général  est  n~V-.  Il  faul,  pour  cela,  (]ue  l'on  ait 


(8) 


"   i:-^X 


ce  qu'on  peut  écrire,  en  développant  (  i  H )'    par  la  formule  de 

Taylor  limitée  au  ternie  en  — ;: 


1  —  -^  -^ ^  <  I  — 


X„  restant  toujours  moindre  qu'un  nombre  iixe  lorsque  «  augmente 
indéliniment.  Cette  condition  devient .  en  simpliliant, 

11.  -\ <  /ia„  ; 


(')  Zeitschrift  fur  Ual/iemali/c  undPhysil.,  l.  X. 
(-)  Journal  de  LiouvUle,  t.  IV,  i83S. 
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or  le  |)reinier  membre  a  poui-  limile  [j.  lorsque  n  croiL  iiidéfinimenl. 
A  pariir  d'une  viiieiir  de  /(  assez  grande,  ce  premier  membie  sera 
donc;  moindre  (|ue  11  a„,  ce  t|ui  su  II  il  pour  démontrer  l'i  11  égal  lié  (8) 
c',  par  suite  la  convergence  de  la  série. 

Lors(|uc  le  |5roduit  // a„  tend  v(  rs  une  liniile  /  |ioiir  n  infmi,  ou 
peut  ap|)li(|uer  la  règle  précédenle.  La  s(''ric  csl  convergente 
si  /  j>  I,  et  divergenie  si  /  <  1.  11  y  a  doute  pour  /  :=  1 ,  sauf  dans 
le  cas  où  na.,i  lend  vers  un  en  lui  restant  eonslammeut  inférieur; 
la  série  est  alors  divergenie. 

I^orstiiie  le  produil  «z,  a   iiom   limite  riniilé,  on  eoiiipare  — -^'   au   rai)- 
'  '  '  '  M„ 

port  de  deux  termes  consécutifs  de  la  série 


.(lo^  >)!J- 


i[iii  est  convergente  si  [j. 
deux  termes  consécutifs 


n{  \i)'^ii)'.>- 


1,  et  divergente  si  \j.%_\.  licrivons  le  rapport  de 


;,,  tendant  vers  zéro  lorsque  n  augmente  iiulélininient.  Si,  ù  partir  d  un 
tirtain  rang,  le  produil  ^„  log  n  est.  constamment  supérieur  à  un 
nombre  fixe  plus  grand  que  l' unité,  In  série  est  convergente.  Si  ce 
produit  est  constamment  inférieur  à  l'unité,  ta  série  est  divergente. 

Pour  démontrer  la  première  partie,  supposons  que,  pour  toutes  les 
valeurs  de  n  supérieures  à  un  nombre  p,  on  ait  p„logrt  >  A  >  1.  Soit  [x  un 
nombre  tel  que  1  <  ,UL  <  A.  La  convergence  de  la  série  sera  établie  si,  à 
partir  d'un  certain  rang,  on  a 

Uii+i  ^      «     r     lo° /8     "j:-^ 

'^  M„      ""«-(-  1    Llog(«  -i-  1}J 

(  <•  qui  peut  s'écrire 

i--^-^>( 


é^ 


„,(,.- i) 


logrt 


ou.   en  appliquant  la  formule  de  Taylor  an  second  membre. 


A,i  restant  inférieur  en  valeur   absolue  à    un    nombre  fixe  lorsque  n  croii 


|08  CHAPITRE    Vm.    —    SERIES    ET    PRODIITS    INFINIS. 

indéfiniment.  Celle  inégalité  devient,  en  simplifiant, 

3„log«>;ji(/!  +  i)loe(  I-H-      H != "      '     ■ 

"V         "  /  loii II 

or  le  produit  i  n  -i-  i)  log  /  i  -i 1  a  poiii-  limite  l'unitL-  lorsque  n  augmente 

indéfiniment,  car  on  peut  l'écrire,  d'après  la  formule  de  Tavlor, 

*io)  (n  H-i)  log(  I  — -  )  =  I -t- —  (  I -H  si. 

V         n  /  ,     -i  " 

s  tendant  vers  zéro.  Le  second  membre  de  l'inégalité  précédente  a  donc 
pour  limite  [x,  et  l'inégalité  est  assurée  à  partir  d'un  certain  rang,  puisque 
le  premier  membre  est  supérieur  à  un  nombre  /,  >  -j.. 

On  démontre  de  même  la  seconde  partie  en  comparant  le  rapport     "^' 
au  rapport  de   deux   termes  consécutifs  de  la  série  dont  le  ternie  général 
-•  L'inégalité 


n  logrt 


- 1   log(  n  —  I 


peut 


r,  '  ï  log(i-l)" 


..(. 


[î„log«  <  («  -H  l)  1 

or  le  second  membre  tend  vers  l'unité  par  valeurs  supérieures  à  1  unité, 
comme  le  montre  la  formule  (lo).  L'inégalité  est  donc  assurée,  à  partir 
d'un  certain  rang,  puisque  le  premier  membre  ne  dépasse  pas  l'unité. 

De  la  proposition  précédente  on  déduit  encore,  comme  corollaire,  que, 
si  le  produit  p„Iogn  tend  vers  une  limite  /,  lorsque  n  croit  indéfiniment, 
la  série  est  convergente  si  />i,  et  divergente  si  /<i.  Il  y  a  doute  pour 
/  =  1,  sauf  dans  le  cas  où  le  produit  ^„log/i  reste  toujours  inférieur  à  un  ; 
la  série  est  alors  divergente. 

Lorsque  ^«log/î  tend  vers  l'unité  en  lui  restant  supérieur,  un  écrira  de 
même 


I         I  ^ 


n        «  |iig/i 

Yn  tendant  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment.  Ou  aura  des  énoncés 
tout  pareils  aux  précédents  en  considérant  le  produit  •■n\o^-n.  et  ainsi  de 
suite. 
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Corollaire.  —  Lors(|ue,  dans  une  '^éiie  à  termes  positifs,  le  rapport  d'un 
terme  au  précédent  est  de  la  forme 


pL  étant  un  nombre  positif,  /•  étant  eiin>laul,  et  la  valeur  absolue  de  H« 
restant  inférieure  à  un  nojnbre  fixe  lorsque  n  croît  indéfiniment,  la  série 
est  convergente  si  r  est  plus  grand  qur  un ,  i-t  di^crgenlr  dons  tous  les 
autres  cas. 

Si  l'on  représente  toujours  par  le  rapport  de  deu\  termes  consé- 

eutifs,  on  a,  en  effet, 

H„ 


/  H, 


et  par  suite  lim  n  a„  =  r.  La  série  est  donc  converi;ente  si  /  i  et  diver- 
gente si  /■  ;  I.  Le  seul  cas  douteux  est  celui  où  r—  t.  Pour  lever  l'ambi- 
£;nïté,  posons 


P„ 


et  le  second  membre  tend  vers  zéro  lorsque  «augmente  indéfiniment,  aussi 
petit  que  soit  le  nombre  positif  ;x.  La  série  est  donc  divergente. 

Supposons,  par  exemple,  que  — —  soit    une  fonction  rationnelle  de  n 
li-ndant  vers  l'unité  lorsque  n  croît  indéfiniment, 

ii„-^t         ni'-i-  a,  n''-  '  -+-  a.,  nf---]-.  .  . 


«„  ni' -=-  ^,  /)''  - 1  -i-  ^2 ni'~- --...' 

m  peut   aussi    l'écrire,   en   effectuant    la   division  et   s'arrètant    au  terme 

I 
en  —  , 

n- 

"n+i  "i  —  l>,-^(n\ 


ti(/!)  étant  une  fonction  rationnelle  de  «  qui  tend  vers  une  limite  finie 
lorsque  n  croît  indéfiniment.  D'après  le  résultat  qui  précède,  pour  que  la 
série  soit  convergente,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 
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Ce  théorème  est  dû  à  Gauss,  qui  l'a  domonlré  direclemenl  ;  c'est  une  des 
premières  règles  générales  de  convergence  (  '  ). 

164.  Séries  absolumsnt  convergentes.  —  Occuijons-nous  maiii- 
tenanl  des  séries  dont  les  termes  peuvent  avorr  des  signes  quel- 
conc|ues.  Lorsque,  à  partir  d'un  rang  assez  élevé,  tous  les  termes 
ont  le  même  signe,  ce  cas  se  ramène  immédiatenieni  au  précédent. 
Il  sulfitdonc  d'étudier  le  cas  où  il  y  a  dans  la  série  une  infinité 
de  termes  positils  et  une  inliiiité  de  leimes  n  galifs.  Nous  allons 
d'abord  démontrer  la  proposition  suivante,  qui  est  fondamentale  : 

Une  série  à  termes  quelconques  t^sl  com'ergente  lorsque  le 
série  formée  par  les  valeurs  absolues  de  ses  termes  est  elle- 
même  convergente. 

Soient 

(il)  uo-H  ;<!  +  ..  .-1- !<«-)-.. . 

une  série  dont  les  termes  peuvent  avoir  un  signe  quelconque  et 

lia)  Uo-*- l-'i-i-. .  .-I- U„-4-. . . 

la  série  i'ormée  par  les  valeurs  alisolnes  des  termes  de  la  première, 
où  l'on  a  posé  U„  =  |  Wn|.  Si  la  série  (ta)  est  convergente,  il  en  est 
de  même  de  la  série  (ii);  c'est  une  conséquence  du  tliéorème 
général  de  convergence,  puisqu'on  a 

I  «,<  +  ««^1  -t-  .  .  .  +  !<„+,,  I  <  U„  +  U„.,-,  +  ...-+-  Vn+p, 

et  que  la  seconde  somme  peut  être  rendue  moindre  que  tout 
nombre  donné,  pourvu  que  l'on  prenne  le  nombre  n  assez  grand, 
le  nombre  p  restant  arbiliaiie. 

On  peut  encore  s'en  rendre  compte  autrement.  Ecrivons 

«„  =  («.„+  U„)  — U,„ 

et  considérons  la  sérieauxiliaire  dont  le  terme  général  est  Mn+l-  /m 

ii3)  («o-i-U„)H-(M, +  Ui  )-+-...  H- (m„+  U„)+.  ..; 


(  '  )  Disquisition.es  générales  circa  seriem  in/inilain  i       — ^  x  +  . . .  (Œuvres 
complètes,  t.  III,  p.  i38). 
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S„,  S;^,  S,"  désignant  respectivement  les  sommes  des  n  [ireniieis 
lernies  des  séries  (i  i),  (12)  el  (  i)),  on  a  l'-videmment 

s„=s;',  — s;,. 

Or  la  série  (12)  esl  convergenle  [uir  livpollièse:  il  en  est  de 
jnème  dr  la  série  (i3)  qui  n'a  aucun  ternie  négatif  et  dont  le  terme 
général  e-t  au  plus  égal  à  aU,,.  Les  -oiunies  S^,,  SJ,,  et  par  suiie  S„ 
t.(mdenL  donc  vers  des  limites  lorsque  n  augmente  indf'finiment. 
c  esl-à-dire  (jue  la  série  proposée  (  1  i)  est  convergente.  On  voit  de 
plus  que  cette  série  peut  être  considérée  comme  provenant  de  la 
soustraction  terme  à  terme  de  <len\  séries  eonvergenles  à  termes 
positifs. 

Toute  série,  telle  que  les  vali'urs  absolues  de  ses  termes  lormenl 
une  série  convergente,  est  dite  absolument  coiwergen te. On  peut, 
dans  uni'  pareille  série,  modifier  l'ordre  des  termes  d'une  façon 
arbiir.iire  sans  changer  la  somme  de  cette  série.  Considérons 
d'al)ord  une  série  convergenle  (U)  à  ternies  positifs,  de  somme  S. 
et  soil  (V)  une  autre  série  avant  les  mêmes  termes  que  la  première, 
i-angés  dans  un  ordre  diflérent.  de  telle  façon  que  chaque  terme 
de  la  séiie  (U)  se  retrouve  dans  la  série  (V)  à  une  place  quel- 
conque, et  qu'inversement  chaque  ternie  de  la  série  (V)  se  retrouve 
aussi  dans  la  série  (U),  mais  à  un  rang  qui  peut  être  diirérent. 

Soil  S',„  la  somme  des  m  premiers  ternies  de  la  série  (V): 
l^uisque  tous  ces  termes  se  retrouvent  dans  la  série  (ïl),  il  est  clair 
que  l'on  peut  prendre  un  nonil>re  n  assez  grand  pour  que  les 
m  premiers  termes  de  la  série  (V  )  fassent  partie  des  n  premiers 
termes  de  la  série  (C).  On  a  donc 

s;„<s„<  s. 

ce  qui  prouve  que  la  série  (\  j  est  convergent!;  et  a  une  somme 
S'£  S.  Tout  pareillement,  on  doit  avoir  S  S  S',  et  par  suite  S' =5. 
Le  même  raisminement  prouve  que,  si  l'une  des  séries  [\j)  et  (V  1 
est  divergente,  il  en  est  de  même  de  la  secontle. 

On  peut  aussi,  dans  une  série  convergente  à  termes  positifs, 
grouper  les  termes  ensemble  dune  façon  arbitraire,  c'est-à-dire 
former  une  nouvelle  série  dont  chaque  ternie  soit  égal  à  la  somme 
d'un  certain  nombre  de  termes  de  la  première,  pris  d'une  façon 
<|uelconque,  sans  changer  la  somme  delà  série.  Supposons  d'abord 


4l2  CHAPITRE    VIII.    —    SERIES    ET    PRODUITS    INFINIS. 

que  l'on  groupe  ensemble  un  certain  nombre  de  lermes  consécu- 
lifs,  et  soit 

la  nouvelle  série  ainsi  obtenue,  où  Ton  a,  par  exemple, 

A(i  =  a,!  -i-  «1  + . . .  -!-  «,„  Al  =  0/,^i  -(-...-!-  ciq, 

A.  =  «r/-^! +.  ..+  O,-,  .... 

La  somme  S^„  des  m  premiers  termes  de  la  série  (i4)  ^st  égaie  à 
la  somme  Sj,  des  N  premiers  termes  de  la  série  proposée  (N>>  ni). 
Lorsque  m  augmente  indéfiniment,  il  en  est  de  même  de  N  et,  par 
suite,  S'„,  a  aussi  pour  limite  S. 

En  combinant  les^  deux  opérations  précédentes,  on  voit  que, 
étant  donnée  une  série  convergente  à  termes  positifs,  on  peut,  sans 
changer  la  somme,  la  remplacer  par  une  autre  série  dont  chaque 
terme  est  formé  par  la  somme  d'un  certain  nombre  de  termes  de 
la  première  pris  dans  un  ordre  quelconque.  Il  suffit  que  chatjue 
terme  de  la  première  série  entre  dans  un  des  groupes  qui  forment 
les  termes  de  la  seconde  série  et  dans  un  seul. 

Toute  série  absolument  convergente  pouvant  être  regardée 
comme  la  diflerence  de  deux  séries  convergentes  à  lermes  positifs, 
les  opérations  précédentes  sont  encore  légitimes  pour  une  pareille 
série.  On  voit  donc  qu'une  série  absolument  convergente  peut  être, 
an  point  de  vue  du  calcul  numérique,  traitée  comme  une  somme 
d  un  nombre  fini  de  termes. 

16o.  Séries  semi-convergentes.  —  Lue  série  à  termes  quel- 
conques peut  être  convergente,  sans  que  la  série  formée  par  les 
valeurs  absolues  de  ses  termes  soit  convergente.  C'est  ce  que 
prouve  très  clairement  le  théorème  sur  les  séries  alternées  dont  je 
me  borne  à  rappeler  l'énoncé  : 

Une  série  à  lermes  alternativemenl  positifs  cl  négatifs  est 
convergente  si  la  valeur  absolue  de  chaque  terme  est  plus 
petite  que  la  valeur  absolue  du  terme  précédent,  et  si,  en  outre, 
les  termes  décroissent  indéfiniment  en  valeur  absolue  quand 
leur  rang  augmente  indéfiniment. 
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l'ar  exemple  la  série 

.(        3        .1  II       '    ' 

est  convergente,  Uiidis  (|iic  la  série  formée  par  les  valeurs  absolues 
(les  termes,  qui  est  la  série  iiai-inonique,  est  divergente.  Les  séries 
convergentes,  qui  ne  sont  pas  absolument  convergentes,  sont  dites 
scmi-conver grilles .  I^es  travaux  de  Caueliv,  de  Lejeune-Dirichlet 
et  de  Riemann  oui  bien  monlrc-  la  nécessité  de  distinguer  entre  les 
séries  absolument  conxergentes  et  les  séries  scnii-convergentes. 
\iusi,dans  une  pareille  série,  on  n"a  pas  le  droit  de  clianger  l'ordre 
dans  lequel  les  termes  se  succèdent  ou  de  grouper  ces  termes  d'une 
laçon  arbitraire;  ces  oi>érations  peuvent  avoir  pour  résultat  de 
modifier  la  somme  de  la  série,  ou  même  de  changer  une  série  con- 
vergente en  une  série  divergente,  et  inversement.  Reprenons,  par 
exemple,  la  série  convergente  (i5)  dont  la  somme  est  évidemment 
la  limite  de  l'expression 


±(t^ 


lorsque  m  augmente  indéfiniment.  Ecrivons  les  termes  de  cette 
série  dans  un  autre  ordre,  en  faisant  suivre  chaque  ternie  positif 
de  deux  termes  négatifs, 

.,,,11111  I  I  I 

,,6)      ,_  --H  ..+    ^ ^__^ ^__^__+...; 


on  démontre  aisément,  en  considérant  les  sommes  Ss,;,  Ss,,.,.,. 
S3n+2i  que  cette  nouvelle  série  est  convergente.  Elle  a  pour  somme 
la  limite  de  l'expression 


lorsque  m  augmente  indéfiniment.  Mais  on  a 

I  1  '        _  '  /       '  '       \ 

2  rt   -H  I  \  Il  -f-  2  j  II  -i-  \  ■>.    \  ■>.  Il  -^  1  2  II  —  ■!./ 

et,  par  conséquent,  la   somme  de  la  seconde   série  est  égale  à   la 
moitié  de  la  somme  de  la  première. 
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D'une  façon  générale,  étant  donnée  une  série  qui  est  convergente  sans 
I  être  absolument,  on  peut  ranger  les  termes  de  celte  série  dan";  un  ordre 
tel  que  la  nouvelle  série  soit  convergente  et  ait  pour  somme  un  nombre 
quelconque  A  donné  à  l'avance.  Dési;;nons  par  S^,  la  somme  des /)  premiers 
termes  positifs  de  cette  série,  par  S'„  la  soninie  des  valeurs  absolues  des 
(/  premiers  termes  négatifs;  la  somme  des  p-\-q  premiers  termes  est  évidem- 
ment S,, —  S'^.  Lorsque  les  deux  nombres /5  et  q  auguienleiit  indéfiiiimenl, 
il  doit  en  être  de  même  des  deux  sommes  S,,  et  SJ,,  sans  quoi  la  série  serait 
divergente  ou  absolument  convei  génie.  D'autre  paît,  la  série  élant  conver- 
gente, le  terme  général  doit  tendre  virs  zéro. 

Cela  posé,  nous  formerons  une  nouvelle  séiie  ayant  pour  somme  A  de 
la  manière  suivante  :  Prenons  les  termes  positifs  de  la  série  proposée  dans 
l'onlre  où  ils  se  présentent  jusqu'à  ce  que  leur  somme  soit  supérieure  à  A; 
écrivons  à  leur  suite  les  premiers  termes  négatifs  dans  l'ordre  où  ils  se 
piésentent,  et  arrêtons-nous  ilés  que  la  somme  des  leiines  éciils  est  infé- 
rieure à  A;  écrivons  ensuite  les  termes  positifs  en  commençant  par  le  pre- 
mier des  termes  négligée,  et  arrélons-nous  ilés  que  la  somme  des  termes 
écrits  est  supérieure  à  A,  puis  reprcncms  les  termes  négatifs,  et  ainsi  de 
suite.  Il  est  visible  que  les  sommes  des  termes  de  celte  nouvelle  série  sont 
tantôt  plus  grandes  et  tanlôt  plus  petites  que  A,  mais  quelles  diffèrent 
de  A  d'une  quantité  qui  décroît  indéiiniment  et  tend  vers  zéro. 

IGG.  Règle  d'Abel. —  On  doit  à  Abel  un  théorème  permettant  de  recon- 
naître la  convergence  de  certaines  séries,  qui  échappa  nt  aux  régies  précé- 
dentes. La  démonstration  repose  surun  lemme  dont  on  s'est  déjà  servi  (n"77). 

Soit    j   Ui  une  série  convergente  ou  indéterminée  (c'esl-à-dire  telle  que 

la  somme  des  n  premiers  termes  soit  toujours  moindre  en  valeur  absolue 
qu'un  nombre  fixe  A);  considérons  d'autre  part  une  suite  de  nombres 
positifs  £,',  dont  chacun  est  plus  petit  que  le  piécédeni  et  tels  que  lim£„  =  o, 
pour  «  =  00.  Cela  posé,  la  série 

117)  £o«o-t-  ^1  "1 -H.  •  .-i-  ^n  «n+.  .  . 

est  convergente,  sous  les  conditions  énoncées. 

Il  résulte  en  effet  des  hypothèses  que  l'on  a,  quels  que  soient  les  nombres 
n  et  /), 

I  H„+,  -I-.  ..-^  11,,+,,  I  <  -2 A, 

et,  par  suite,  d'après  le  lemme  rappelé  tout  à  l'heuie, 

I  M«H-l  e„  4-1 -I- . . .  H-  Un*p--„+,.  I  <  2-'Vs„_t.,; 

puisque  £„+i  tend  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  on  peut 
prendre  «  assez  grand  pour  que  la  valeur  absolue  de  la  somme 
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ioil   nioiiiilic   que   tout   nombre   donné   à    l'avance,  quoi    que   soit  p.   La 
iéric  (17)  est  donc  convergejite,  en  vciln  du  lliéoième  gcncial  (  n"  b). 
Lorsque  la  série  «o^-  "i  +  •  •  •  -i-  "« -^  ...  se  réduit  à  la  série 


dont  les  termes  sont  alternativement  -1-  r  et   —  [,  la  proposition  précédente 
se  réduit  au  théorème  rappelé  plus  liant,  conc(!rnaiit  les  séries  alternées. 
Voici  un  autre  exemple.  La  série 

sin9  -i-  sinaO  +  sin  ^0  -(-.  .  .  -{-  sin/iO  -(-.  .  . 

est  convergente  ou  indélerminée.  Lorsque  sinO  =  o  la  série  a  tous  ses 
termes  nuls;  lorsque  sinO  o.  la  ^(iriime  des  n  preiniers  termes  est  égale, 
il'après  une  formule  de  Trigonomélrie,  à 


.t  par  conséquent  est  moindre  en  valeur  absolue  que — •  On  en  conclut 

que  la  série 

ï[  sinG  -t-  £0  sin-.). ft  -t-. .  .-4-  î„  sin«0  -I-. .  . 

est  convergente,  pour  toute  valeur  de  0,  et  l'on  démontre  de  la  même  façon 
que  la  série 

£i  cosQ  -f-  Ej  cos'iO  H-.  .  .-(-  E„  cosnO  +. .  . 

est  convergente,  sauf  peut-être  pour  6  =  a/nr. 

Corollaire.  —  Ou  peut  énoneer  une  propriété  plus  générale,  en  se  bor- 
nant aux  séries  convergentes.  Soient 

une  série  convergente,  et 

une  suite  de  nombres  positifs,  allant  toujours  en  croissant  ou  en  décrois- 
sant, et  tendant  vers  une  limite  /,,  différente  de  zéro,  lorsque  n  augmente 
indéfiniment;  la  série 

(i8)  ao"o+ «i"i-i--.  .-t-a„«<„-t-.  . . 

esl  aussi  convergente. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  les  nombres  ï,-  aillent  en  croissant  ; 
nous  pouvons  écrire 

«0=/'^—  '0.  ■='l=/''  —  =1,  ••..  ^n=k^^n 
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elles  nombres  £o,  Ei,  ...,  t,„  ...  forment  une  suite  de  nombres  positifs 
décroissants,  î„  tendant  vers  zéro  lorsque  n  croît  indéfiniment.  F^es  deux 
séries 

kun  -H  / 1*1  -4-  .  .  .  -T-  ku,i  -H . .  . . 

eoi/o-i-  '1  "l  —  .  .  .-1-  SnM;j-i-  •  •  - 

sont  l'une  et  l'autre  convergentes  et,  par  suite,  il  en  est  de  même  de  i..- 
série  (i8). 

II.   —  SÉRIES    V  TERMES  IMAGINAIRES.  —  SÉRIES  MULTIPLES. 

167.  Définitions.  —  Nous  indiquerons  dans  les  paragraphes  sui- 
vants quelniies  généralisalioiis  de  la  notion  de  série.  Soit 

(19)  «0  -1-  «  iT-  «2  H-  ■  ■  .  -H  «„  -i-  .  .  . 

une  série  dont  les  lermies  sont  des  quantités  imaginaires 

«0  =  «o-t-  ^0  h         Ui  =  ai^  Oii,  ....         Un  =  a„  -i-  b,,  1, 

celle  série  est  dite  convergente,  si  les  deux  séries  formées  par  les 
parties  réelles  et  les  coefficients  de  i  soûl  séparément  conver- 
gentes, 

(20)  Oo^t- ai-^  U't-i- .  .  .-T- a„-T-.  . . . 
(■21)  bo-i-  b,^  Iji-h.  ..-^  b„-h  .  .  .. 

Soient  S'  et  S"  les  sommes  des  deux  séries  (20)  et  (ai);  la  somme 
de  la  série  (19)  est  S  =  S'+«S";  il  est  évident  que  celle  somme 
est  encore  la  limite  de  la  somme  S„  des  n  premiers  termes  de  la 
série  (19)  lorsf|iie  le  nombre  n  augmente  indéfiniment.  On  voit 
qu'une  série  à  termes  imaginaires  n'est  au  fond  que  l'ensemble  de 
deux  séries  à  termes  réels. 

Lorscpie  la  série  formée  par  les  modules  des  diOV-renls  termes  de 
la  série  (19) 


( a-.? )  V  "0  "+"  ^i)  "*"  /'' ï  -I-  ^r  ^^ •  •  •  "•"  \^"n  -+-  ^^r,  -i- . . . 

est  convergente,  il  esl  clair  que  chacune  des  séries  (20)  et  (21)  est 
absolument  convergente,  car  les  valeurs  absolues  de  «n  et  de  //„ 
sont  au  plus  égales  au  lerme  général  de  la  série  (22);  la  série  (19) 
est  dite  elle-même  absolument  convergente.  On  peut  modifier 
l'ordre  des  termes  d'une  pareille  série,  ou  grouper  ces  termes 
d'une  façon  arbitraire,  sans  changer  la  somme. 
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A.  loule  règle  permellant  d'iilfirmer  qu'une  séi'ie  à  lermes  posi- 
tifs est  convergenle  correspond  une  règle  |)ermeltanl  d'affirmer 
qu'une  .série  ù  lernies  fpielconques,  n'-els  ou  imaginiiires,  est  abso- 
lument convcrgcnle.  .\insi,  lor-îque  dans   une   série  le  module  du 

I     rapport  — ^^'    est,    à    pnrlir    d'un    certain    rang,    plus    pelit   qu'un 

1      j.  "" 

i    nombre  fi.ve   inforieai-  à   l'unilé,  la   série  est  absolument  conver- 

r    :;enle.  Soit  en  ellel  U,^  l"'!;  ^'7  ''  partir  d'un  certain  rang,  on  a 

constamment     -^^1  <;  A  <    1.  le  rapport  de   deux  ternies  consé- 

^■^'iilifs  de  la  série 

Lo-f-U,  +  ...-!-U„--... 

étant  inlérieiir  à  /. .  à  partir  dun  certain  rang,  cette  série  est  con- 

\ergente.  Si  le  rapport     ""^'  tend  vers  une  limite  l  lorsque  n  croît 

indcfiiiimenl,  la  série  est  convergente  lorsque  |/|<;i,et  diver- 
gente lorsque  |  /|  >  1  ;  dans  ce  dernier  cas,  en  eifet,  le  module  du 
terme  giMiéral  «„  ne  tend  pas  vers  zéro,  les  deux  séries  (20)  et  (2  i) 
ne  peuvent  être  à  la  fois  convergentes.  Il  v  a  doute  si  |  /|  ^  i . 

D'une  façon  générale,  soil  (o  la  plus  grande  des  limites  de  v/U„  lorsque 
/(  auiimenle  imléfiniment.  La  série  (19)  est  absolument  convergente  ^i  (i)<i, 
et  divergente  si  u)  >  I,  car  dans  ce  cas  le  module  du  terme  général  ne 
tend  pas  vers  zéro  (n°  160).  H  y  a  doute  si  w  =  1:  la  série  peut  être  abso- 
lument convergente,  sinipleMieiil  convergente,  ou  divergente. 

168.   Multiplication  des  séries.  —  Soient 

(■iî)  «0^-  «1-^  «i-l--  .  -H-  "n-r-.  .  ., 

(24)  ^■o-^-  l'i -Hi-o -i-...-t-c„ -;-.  .. 

deux  séries  à  termes  fpielconques.  Multiplions,  de  toutes  les  ma- 
nières possibles,  un  terme  de  la  première  série  par  un  terme  de  la 
seconde,  et  groupons  ensemble  tons  les  produits  tii^j  pour  lesquels 
la  somme  ï-t-J  des  indices  est  la  même;  nous  obtenons  ainsi  une 
nouvelle  série 

(25)  ('o''0-f-(i'0''l-i-  «l^'o)  ~i-{UoV-2-h  ll,l'i  -H  u,Vo)-^.  ■  . 

-r-  (  UiiVn-^  «ll'n-l-î-.  .  .-i-  Un^'o)  -i-  ■  ■  ■■ 

Lorsque   les   deux   séries  (a^)  et  (24)   sont  absolument  conver- 
G..I.  27 
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génies,  la  série  (a."))  est  aussi  convergente  et  a  pour  somme  le 
produit  fies  sommes  des  deux  premières.  Ce  llii'oreme,  dû  à 
Cauclij,  a  été  généralisé  par  M.  Merlens  ('),  qui  a  montré  (|u"il 
était  en'îore  vrai,  pourvu  qu'une  seule  des  deux  sérient  't'i  )  et  (ai) 
fût  absolumeni  convergente,  la  seconde  pouvant  (Hre  simplement 
convergente. 

Supposons,  pour  llxcr  les  i(lées,  rpie  la  série  {■>.^)  soil  absolu- 
ment convergente,  et  soil  u'„  le  terme  général  de  la  série  (23) 

Pour  démontrer  la  proposition,  il  suffit  de  faire  voir  que  les  deux 
différences 

H-O-r-  11']  H-.  .  .  -t-   H'2„       —  (MoH-  (f|  -H.  .  .-;-  (/„  l(Cj-i-  C'i  -^.  .  .  -f-  l',,  ), 

<>'o+  H'i-l-.  .  .-hifi„+,~(iia-h  "1  -h.  .  .1-  H„+i)(ro4-  i'|-l-.  .  .-1-  i'„+i) 

tendent  vers  zéro,  lorsque  n  eiDÎt  indéfiniment,  l^a  démonstration 
étant  la  même  dans  les  deux  cas,  considérons  ia  prciiitrre  ddlé- 
rence,  que  nous  pouvons  écrire,  en  ordonnant  par  rapport  aux  //,, 

i  =  (/„  (  i'„+,  -H  . .  .  +  v,^  )  -t-  "  I  (  i'„+i  -+-    .  .^  lj„_,  )  ~h.  .  .^  II,,    I  !■„+, 

H-  «„+l(l'o-i-.  .  .T-l'„_l)  ■+-  U„+,(fo-h.  .  .-t-  l'„-2)  -!-...-+-  ".nl'„. 

La  série  (a.i)  étant  absolument  convergente,  la  somme 

Uo-j- U, -(-... -^li„ 

reste  inférieure,  quel  ipie  soit  /?,  à  un  nombre  positif  fixe  A;  de 
même,  la  série  (24)  étant  convergente,  le  module  de  la  somme 
i'û-*- '■!  +  •  ■  •  4- ''»  reste  inférieur,  quel  que  soit  n,  k  un  nombre 
positif  fixe  H.  Cela  posé,  s  étant  un  noinbii'  positif  quelconque 
donné  à  l'avance,  nous  pouvons  cboisir  un  nombre  positif /«  assez 
grand  pour  que  l'on  ait 


U„+i-i-...+  U 


quel  que  soit  le  nombre />,  pourvu  que  n^ni.  Le  nombre  n  (''tant 
choisi  de  cette  façon,  on  aura  une  limite  supérieure  du  module 

('  )  Journal  de  Crelle,  t.  7i). 
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de   0  cil  rcniplaçiint  //„.   ?/, ii .„   par  (_'„,   U,,    ....   Uo„  res- 

liccliveinent,    puis    ('«j.,  +  i'„+2  +  •  .  • -i- »« t-/-    P^"'    .  ^  ..    el    enfin 
'  I  ^-  •  •  •  -r-  ''«  -I)  «^0  +  ■  •  •  +  '"«-25  •  •  •  )  ''()  I' "■  !'•  '1  \  i<^ii'  ;ilors 


|S|;l-„ 


u,,-. 


A---  u    ■       '  A^  B  —   '  A  -f-  li 

—  U„+,  H  -H  U„^2  B  H- ...  -H  Uo„  n, 
ou  encore 

^B(L-„.,-....-.U.,)<^--^, 
ou  enfin  |  o  |  <  ;.  [.i  dilléieiice  O  a  donc  zéro  pour  limile. 

160.  Séries  doubles.  ^  Considérons  un  i';eliicpiier  recl;ingu- 
laire  qui  serait  limité  en  liauL  el  à  gauciie,  mais  qui  se  prolon- 
gerait indéfiniment  en  haselà  di-oile.  Celle  éeiiiqiiier  conlient  une 
infinité  de  colonnes  verlicales,  qui  seront  numérotées  de  o  à  -hoo, 
et  une  infinité  de  files  horizontales  qui  seront  numérotées  é;;ale- 
ment  de  o  à  +  ac.  Concevons  maintenant  qu'à  chaque  case  de  cet 
échiquier  on  fasse  correspondre  un  nombre  (|ui  sera  inscrit  dans 
la  case  correspondante;  soit  aii,  le  nombre  correspondanl  à  la  case 
qui  est  située  dans  la  file  de  rang  i  et  dans  la  colonne  de  rang  k. 

Nous  obtenons  ainsi  un  tableau  disposé  comme  le  suivant  : 


«00 

«1)1 

"oi 

«on 

«10 

«U 

«12 

..        «,„          ... 

«■20 

«SI 

«22 

«2/1 

«mo 

"m 

(l,„. 

•■         " ■•• 

Nous  supposerons  d'abord  que  tous  les  termes  de  ce  tableau 
sont  réels  el  positifs. 

Imaginons  maintenant  une  suite  de  courbes  C,,  Go,  ...,  G„,  ..., 
s'éloii^nant  indéfiniment  dans  toutes  les  directions  et  formant,  avec 
les  deux  droites  ijui  limitent  le  tableau,  une  suite  de  courbes 
fermées  s'enveloppant  mutuellement.  Soient  S),  Sg,  ...,  S„,  ... 
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les  sommes  des  termes  du  tableau  c|ui  sont  à  1  intérieur  de  ces 
courbes  fermées.  Si  la  somme  S„  tend  vers  une  limite  S  lorsque  n 
augmente  indénnimenl,  on  dit  que  la  série  double 

est  convergente  et  a  poui'  somme  S.  Pour  juslifier  cette  définition, 
il  est  indispensable  de  démontrer  que  la  limite  S  est  indépendante 
lie  la  forme  des  courbes  C.  Imaginons,  en  effet,  une  autre  suite  de 
courbes  s'éloignanl  indéfiniment  dans  tous  les  sens,  C',,  C'^,  .... 
C„j,  ...,  et  soient  S'p  S!,,  ...,  S^,,,  ...  les  sommes  correspon- 
dantes. Le  nombre  m  étant  fixé,  on  peut  toujours  choisir  le 
nombre  n  assez  grand  pour  que  la  courbe  C„  soit  tout  entière  à 
l'extérieur  de  C^„  ;  on  a'donc  S^„<C  S„  et,  par  suite,  S',„  <;  S,  quel 
que  soit  m.  Or  cette  somme  S'„j  croît  avec  l'indice  ;  elle  tend  donc 
vers  une  limite  S'^S.  On  démontrera  de  la  même  façon  (|iie  l'on 
a  aussi  S^  S';  par  suite  S'=  S. 

On  pourra  prendre,  par  exemple,  pour  former  les  courbes  C, 
les  deux  côtés  d'un  carré  dont  le  côté  augmente  indéfiniment,  ou 
des  droiles  également  inclinées  sur  les  deux  côtés  de  réchi(]uier: 
les  sommes  correspondanles  seront  les  suivantes 

«OO-l-  («10-^  «11  +  «01  )  -!-•  •• —  («no-i-  ^nl  -'-••■-*-<'««-'-  ««-!,«  +  •••+  <^0n  K 
Ooo-I-(«1U+  «01)  -t-  («20-1-  «u-i-  «02)  -+-■  •  ■-+-  (««0+  C'/l-l.l-H-.  .+  Oo/l); 

si  l'une  de  ces  sommes  tend  vers  une  limite  lorsque  n  croît  indé- 
finiment, il  en  est  de  même  de  la  seconde  et  ces  limites  sont  égales. 
On  peut  aussi  faire  la  somme  du  tableau  [lar  lignes  ou  par 
colonnes.  Supposons  en  eflét  que  la  série  double  (2^)  soit  con- 
vergenle,  et  soit  S  la  somme.  Il  est  clair  que  la  somme  diin 
nombre  quelconque  de  termes  du  tableau  est  inférieure  à  S,  et  il 
en  résulte  que  toutes  les  séries  tellçs  que 

128)  a,o-t- n/i -(-..  .4- «,■,,-;-..  .         ((=o,  I.  -2,  .  .  .), 

obtenues  en  prenant  les  lerines  d'une  file  horizontale,  sont  conver- 
gentes, car  bi  somaie 

rt,0  -i-  f;  1   -t-  ■  •  ■  -t-  «/« 

est  toujours  inférieure  à  S  et  va  en  croissant  avec  n. 
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Soient  Td,  r: ,  t,-,  .  . .  Ii-s  sominns  dos  diverses  séi-ies  conver- 
gentes ainsi  ohleuiics:  la  mnivelle  série 

'!))  7„—  7,+...4-  T,-^-.  .  . 

est  également  eonvergenle.  En  eflct,  considérons  la  somme  des 
ternies  du  tableau  Zrt,;;,  tels  ((iie  l'on  ait  Z^/?,  Aj;/'.  Cette  somme 
est  toujours  moindre  t|ue  S;  si,  laissant  (ixe  le  nombre  /),  on  fait 
croître  indéfiniment  le  nombre  /■,  elle  a  |)our  limite 


On  a  donc  toujours  Tq  +  t, -i- .  .  .  +  t^^  S,  et,  comme  celte 
somme  va  en  croissant  avec  le  nondjre  /*,  on  en  conclut  que  la 
série  (29)  est  convergente  et  a  pour  somme  \\\\  nombre  S!^S. 
Inversement,  si  toutes  les  séries  (28)  sont  convergentes,  et  si  la 
nouvelle  série  (  :m))  formée  par  les  sommes  des  premières  est  con- 
vergente et  a  pour  somme  S,  il  est  évident  que  la  somme  d'un 
nombre  quelconque  de  termes  du  tableau  (26)  est  inférieure  à  2. 
' )n  a  donc  aussi  S < S,  et  par  suite  S  =  S. 

Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  des  séries  obtenues  en  prenant 
des  files  horizontales  s'applique  évidemment  aux  séries  obtenues 
en  prenant  des  colonnes  verticales.  Pour  avoir  la  somme  d'une 
>érie  douijie  doni  tous  les  éléments  sont  positifs,  on  peut  l'évaluer 
soit  par  lignes,  soit  par  colonnes,  soit  en  prenant  des  courbes 
limites  de  forme  qiielconcpie.  En  parliruliei-,  si  la  série  est  con- 
vergente quand  on  fait  la  somme  pur  lignes  horizontales,  il  en 
sera  de  même  c[uaiid  on  l'c'valuera  par  colonnes,  et  la  somme  sera 
la  même.  On  [louirait  énoncer  pour  les  séries  doubles  à  termes 
positifs  une  suite  de  théorèmes  analogues  à  ceux  qui  ont  été 
établis  pour  les  séries  simples.  Par  exemple,  si  une  série  à  double 
entrée,  à  termes  positifs,  a  ses  termes  respectivement  moindres 
(pie  ceux  d'une  autre  série  double  convergente,  la  première  série 
est  également  convergente,  etc. 

Une  série  double  à  termes  positifs,  qui  n'est  pas  convergente, 
est  a|)pelée  divergente.  La  somme  des  éléments  du  tableau  corres- 
pondant, qui  sont  situés  à  l'intérieur  d'une  courbe  fermée,  croît 
au  delà  de  toute  limite  lorsque  la  courbe  s'éloigne  indéfiniment 
dans  tous  les  sens. 

Considérons  maintenant  un  tableau  dont  les  éléments  ne  sont 
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pas  tous  positifs.  11  est  évident  qu'il  est  iniilile  de  considérer  le 
cas  où  tous  \es  éléments  sont  négatifs,  et  le  cas  où  \\  y  aurait  seu- 
Icmenl  un  nombie  lini  d'éléments  positifs  ou  déléments  négatifs, 
puiscjue  cliacun  de  ces  cas  se  ramène  immédiatement  au  précédent. 
Nous  supposerons  donc  cpi'il  y  a  une  infinité  d'éléments  positifs 
et  une  infinité  d'élémenls  négatifs  dans  le  tableau.  Soit  a,A-  le  terme 
général  de  ce  tableau  ï.  Si  le  tableau  à  termes  positifs  T,,  dont 
le  terme  général  est  égal  à  la  valeur  absolue  la,*]  du  terme  cor- 
respondant de  T  est  convergent,  le  tableau  T  est  dit  absolument 
co/H-eigent.  Un  pareil  tableau  possède  toutes  les  propriétés  essen- 
tielles d'un  tableau  convergent  à  termes  positifs. 

Pour  le  prouver,  considérons  deux  tableaux  auxiliaires  T'  et  T", 
définis  comme  il  suit.  Le  tableau  T'  se  déduit  du  tableau  T  eu 
remplaçant  chaque  élément  négatif  par  zéro,  les  éléments  positils 
étant  conservés.  De  même,  le  tableau  T"  s'obtient  en  remplaçant 
dans  T  chaque  élément  positif  par  zéro,  et  en  changeant  le  signe 
de  chaque  élément  négatif.  Chacun  de  ces  tableaux  T'  et  T"  est 
convergent,  si  le  tableau  T,  est  convergent,  car  un  élément  de  1' 
par  exemple  est  au  plus  égal  à  l'éléinent  correspondant  de  Tj.  l^a 
somme  des  éléments  de  la  série  T,  rpii  sont  à  l'intérieur  d'une 
courbe  fermée,  est  égale  à  la  différence  entre  les  sommes  des  élé- 
ments des  deux  tableaux  T'  et  T"  intérieurs  à  la  même  courbe. 
Puisque  ces  deux  dernières  sommes  tendent  vers  une  limite  loi-squo 
cette  courbe  fermée  s'éloigne  indéfiniment  dans  tous  les  sens,  la 
première  somme  tend  aussi  vers  une  limite  indépendante  de  la 
forme  de  la  courbe  fermée.  C'est  cette  limite  qu'on  appelle  la 
somme  du  tableau  T.  Les  raisonnements  employés  tout  à  l'heure 
pour  les  tableaux  à  termes  positifs  montrent  qu'on  obtiendrait  la 
même  somme  en  évaluant  le  tableau  T  par  lignes  ou  p;ir  colonnes. 
Il  est  clair  d'après  cela  qu'un  tableau,  dont  les  éléments  ont  des 
signes  quelconques,  s'il  est  absolument  convergent,  peut  être 
traité  comme  un  tableau  convergent  à  termes  positifs.  Mais  il  cs^ 
indispensable  de  s'assurer  que  Je  tableau  T,  formé  par  les  valeurs 
absolues  des  éléments  de  T  est  convergent. 

Par  exemple,  une  série  double  dont  le  terme  général  est  de  la 
lorme  i<,„r„,  u„,  et  (•„  étant  les  termes  généraux  de  deux  séries 
ordinaiies  U  et  V,  est  absolument  convergente  si  ces  deux  séries 
sont  absolument  convergentes  et  dans  ce  cas  seulement,  et  la  somme 
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(Je  celle  s(:rie  doiilile  est  égale  au  produit  (ies  .soiiinies  des  deux 
séries,  lui  faisant  la  somme  de  celle  série  double  par  diagonales, 
on  ohlienl  le  tliéorème  de  (Jaucliy  sur  le  produit  fie  deux  sf'ries 
absoiumcnl  eonscrgeiiles. 

Si  le  t.ibicnu  T,  est  ili\  cr  i^eiil ,  l'un  ;iu  moins  des  tableaux  T',  T"  est 
ilivergent.  Si  un  seul  de  les  tablc^mx,  T'  par  exemple,  est  divergent, 
T"  étant  convergent,  la  somme  dos  éléments  du  tableau  T  conipiis  à  l'in- 
térieur d'une  courbe  fermée  G  augmente  au  delà  de  toute  limite,  lorsque 
la  couibe  s'éloigne  indéfinimeiit  dans  tous  les  sens,  iiuclle  (]ue  soil  la  foinie 
de  cette  courbe. 

Si  les  deux  tableaux  T',  'f  tout  divergents,  le  raisonnement  qui  précède 
prouve  uniquement  que  la  somme  des  éléments  du  tableau  T  situés  à 
l'intérieur  de  la  couibe  fermée  G  est  égale  à  la  dilférence  de  deux  sommes 
qui  augmcnlent  l'une  et  l'autre  indéliniment  lorsque  la  courbe  C  s'éloigne 
indéfiniment  dans  tous  K's  =eus.  Il  peut  arriver  que  cette  dilférence  tende 
vers  les  limites  différentes  suivant  la  forme  de  la  courbe  C,  c'est-à-dire 
suivant  la  façon  dont  on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  des  termes 
positifs  et  le  nombre  des  termes  négatifs.  Cette  somme  peut  d'ailleurs 
croître  indéliniment  ou  ne  tendre  vers  aucune  limite  quand  on  ajoute  les 
ternies  du  tableau  dans  un  certain  ordre.  En  particulier,  il  peut  se  faire 
qu'en  faisant  la  somme  des  éléments  du  tableau  (lar  lignes  ou  par  colonnes 
un  obtienne  des  résultats  tout  à  fait  différents. 

L'exemple  suivant  est  dû  à  ;\rn(^l  (  Griinert's  Ircliic,  vol.  XI,  p.  Sig). 
(lionsidérons  le  tableau 


qui  contient  une  infinité  d'éléments  positifs  et  une  infinité  d'éléments 
négatifs.  Les  séries  formées  par  les  éléments  d'une  ligne  ou  d'une  colonne 
sont  toutes  convergentes.  La  série  formée  par  les  éléments  de  la  /i'"""  ligne 

a   évidemment   pour   somme  r>   de   sorte  qu'en   faisant   la   somme   du 

tableau  par  lignes,  ou  trouve  pour  résultat 
II  1 

c'est-à-dire  -■    D'autre    part,    la    séiie    formée    par    les    éléments    de    la 
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{p —  1)'=""  colonne,  c'est-à-dire 

est  convergente  et  a  ponr  somme 

/'  — '  _      P      ^  _  ■  ^  _J 1 . 

P  /'-t-'  P(P^'')        /'--"        P 

En  évaluant  le  tableau  par  colonnes,  on  trouve  donc  pour  somme 

c'est-à-dire •    Cel    exemple    montie    bien   clairement    qu'on  ne    doit 

employer  dans  le  calcul  que  des  séries  doubles  absolument  con\crgentes. 

On  peut  avoir  aussi  des  séries  doubles  dont  les  éléments  sont 
des  nombres  complexe.s.  Si  les  éléments  du  tableau  (26)  sont 
complexes,  on  peut  former  deux  autres  taljleaux  T'.  T"  eu  pre- 
nant d'une  part  la  partie  réelle,  d'autre  part  le  coefficient  de  y/ —  i 
dans  chaque  élément  du  tableau  T^ 

Si  le  tableau  T,  à  termes  positifs,  formé  par  les  modules 
des  élémenls  correspondants  de  T,  est  convergent,  cliacun  des 
tableaux  T',  T'  est  absolument  convergent,  et  le  tableau  est  dit 
aussi  absolument  convergent.  La  somme  des  éléments  tie  ce 
tableau  qui  sont  situés  à  l'intérieur  d'une  courbe  fermée  variable 
tend  vers  une  limite  lorsque  cette  courbe  s'éloigne  indéfiniment 
dans  tous  les  sens.  Cette  limite  est  indépendante  de  la  forme  de  la 
courbe  variable,  et  s'appelle  la  somme  du  tableau.  La  somme  d'un 
tableau  absolument  convergent  peut  encore  être  «'■valiiée  par  lignes 
ou  par  colonnes. 

170.  Une  série  double  absolument  convergente  peut  être  remplacée  par 
une  série  ordinaire  formée  des  nicraes  termes.  Il  suffit  de  montrer  qu'on 
peut  toujours  numéroter  les  cases  d  un  échiquier  indéfini  tel  que  (26),  de 
telle  façon  que  chaque  case  ait  un  numéro  déterminé,  aucune  d'elles  n'étant 
oubliée.  En  d'autres  termes,  si  l'on  considère,  d'une  part,  la  suite  naturelle 
des  nombres,  d'autre  part  tous  les  systèmes  des  deux  nombres  entiers  {i.  /.  ), 
où  ii-O.  A"|:o,  on  poul.  à  chacun  de  ces  systèmes,  faire  correspondre  un  des 
nombres  de  la  suite  nalurelle  de  façon  qu'inversement  à  un  nombre  11  ne 
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cm  rc^ponile  qu'un  seul  de  ces  systèmes.  Ixiivons.  en  edet.  ton>  ces 
systèmes,  ics  uns  à  la  suite  des  aulies,  de  la  nianirie  suivante  : 

(3o)  (o.  01,     (i.oi,     (o.  II,     ( 'i,  o  I,     (I.  Il,     lo.  ■>.),      ..., 

et,  d'une  façon  générale,  après  avoir  écrit  tous  les  systèmes  pour  lesquels 
ou  a  t-i-A-<7i,  écrivons  tous  les  systèmes  pour  lesquels  i -^  k  ^  n,  en 
commençant  par  le  système  (n,  o)  et  faisant  décroître  /  successivement 
d'une  unité  jusqu'à  zéro.  Il  est  clair  que  chaque  système  (t,  /.)  n'en  aura 
qu'un  nonibie  fini  avant  lui  cl  occupera  par  conséquent  un  rang  déter- 
luiuè  dans  la  suite.  Imaginons  maintenant  qu'on  écrive  les  termes  de  la 
série  double  absolument  convergente  ili-a,/.  dans  l'ordre  que  nous  venons 
ilç  définir;  nous  obtenons  une  série  ordinaire 
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dont  b"s  tertnes  sont  les  nir-ines  que  ceux  de  la  série  double  considérée, 
qui  est  absolument  convergente  comme  elle  et  a  la  même  somme.  Il  est 
clair  que  ce  mode  de  transformation  n'est  pas  unique,  puisqu'on  peut  per- 
muter l'ordre  des  termes  d'une  façon  arbitraire.  Inversement,  toute  série 
ordinaire  absolument  convergente  |)eut  être,  d'une  infinité  de  manières, 
transformée  en  une  série  double,  et  ce  procédé  constitue  un  moyen  puis- 
sant de  démonstration  pour  certaines  identités. 

On  voit  que  la  notion  de  série  à  double  entrée  n'est  pas  distincte,  au  fond. 
de  la  notion  ordinaire  de  série.  Dans  une  série  absolument  conveigente, 
on  a  vu  plus  haut  qu'on  pouvait  remplacer  un  nmnbre  fini  de  termes  par 
leur  somme  ellectuée,  ou  ranger  les  termes  dans  un  ordre  arbitraire.  En 
cherchant  à  généraliser  encore  cette  propriété,  on  est  conduit  tout  natu- 
rellement à  introduire  les  séries  à  double  entrée. 

171.  Séries  multiples.  —  i^a  notion  de  strie  ù  double  entrée  est 
encore  susceptible  d'une  grande  extension.  Tout  d'abord,  on  peut 
considérer  des  séries  dont  cba([Me  terme  «,„«  dépend  de  deux 
indices  dont  chacun  peut  varier  de  —  oc  à  -i-  x.  On  peut  imaginer 
les  termes  de  cette  série  disposés  suivant  les  cases  d'un  échiquier 
rectangulaire  indéfini  dans  tous  les  sens,  et  l'on  voit  rpie  la  série  à 
double  entrée  SSa,„„  peut  se  partager  en  quatre  séries  doubles, 
telles  que  celles  que  nous  avons  étudiées  jusqu'ici.  Une  extension 
plus  importante  est  la  suivanle.  Considérons  une  série  dont  chaque 
terme  <7„,_  „,  „,  dépend  de  p  indices  //?,.  //^o-  •  •  •>  '"/;»  pouvant 
varier  de  o  à  -f-  ce,  ou  de  — v:  i\  +  ce.  ces  indices  pouvant  d'ail- 
leurs être  assujettis  à  vérilîer  certaines  inégalités.  Quoiqu'on  ne 
puisse  plus  se  servir  d'iine  représenlation  géométrique  analogue 
à  la    précédente  dés  ipiil    v   a   plus  de   trois  indices,   un  peu  de 
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réflexion  suffît  pour  nionlrer  que  les  propositions  établies  pour 
les  séries  doubles  s'étendent  sans  difllculté  aux  séries  multiples 
d'ordre  p . 

Supposons  d'aboid  que  tous  les  termes  o,„^,„ „,  soient  réels  et 

positifs.  lmaii;inons  fju'on  prenne  la  somme  d'un  certain  nombre 
de  termes  de  eelte  série,  (pi'on  ajoute  ensuite  à  celte  somme  lu 
somme  d'un  certain  nombre  de  termes  négligés,  et  ainsi  de  suite, 
de  telle  sorte  qu'un  terme  tjuelconque  de  la  série  figure  dans 
toutes  les  sommes  successives  au  bout  dun  certain  nombrf:  d'opé- 
rations. Soient  S|,  So,  ...,  S„,  ..  les  sommes  successives  ainsi 
obtenues;  si  S„  tend  \ers  une  limite  S  lorsque  n  augmente  indé- 
finiment, la  série  est  convergente  et  a  pour  somme  S;  comme  dans 
le  cas  de  deux  indices,  cette  limite  S  est  indépendante  de  la  façon 
dont  on  fait  ci-oitre  le  jiombre  des  termes  ajoutés.  Si  les  termes 
ont  des  signes  (|iielconques  on  sont  imaginaires,  la  série  est  encore 
convergente  pourvu  que  la  série  formée  par  les  modules  soit  con- 
vergente. 

172.  Généralisation  du  théorème  de  Cauchy.  —  On  peut  siiM\enI 
décider  de  la  convergence  ou  de  la  divergence  d'une  série  multiple, 
au  mojen  du  théorème  suivant,  qui  est  la  généralisation  du  théo- 
rème de  Ca.ucliy  (n"  101).  Soh  f  (^x ,  y)  une  fonction  des  deux 
variables  x  ely,  qui  est  posilive  pour  tous  les  points  i^x,  y)  exté- 
rieurs à  une  certaine  courbe  fermée  F,  et  telle  quey(x,  y)  diminue 
lorsque  le  point  (.r.  y)  s'éloigne  de  l'origine,  (considérons,  d'une 

pari,  l'intégrale  doidile  /     i  f[:c.  y)  dx  dy.  étemlue  à  la  couronne 

comprise  entre  la  courbe  1'  et  une  autre  courbe  extérieure  C 
qui  grandit  indéfiniment:  d'aulre  part,  la  série  à  double  entrée 
Sy(//(,  /i),  où  l'on  attribue  aux  indices  m,  n  lonics  les  \,deurs. 
enlièies,  positives  et  négatives,  telles  que  le  poinl  (/»,  n)  soil 
extérieur  à  F.  Dans  ces  conditions,  la  série  double  est  conver- 
gente lorsque  finlégrale  double  a  une  limite,  et  inversement . 
Les  parallèles  aux  axes  de  coordonnées  ^"^0,  rti,  dz^-,  ..., 
ety^o,  ±1,  ±2,  ....  di'eoin|3osent  l'aire  comprise  entre  les 
deux  courbes  C  et  F  en  un  certain  nombie  de  carrés  et  de  portions 
irrégnlières.  Si  nous  prenons  dans  chacun  des  carrés  le  sommet  le 
plus  éloigné  de  l'origine,  il  est  clair  que  la  somme  S/(/»,  ii)  cor- 
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icspondanle  sera  inférienie  à  rinU-giale  double  /  l  f(x,  y)  <lx  dy, 

étendue  à  l'aire  comprise  entre  C  et  1".  Si  celle  iiilégralc  double 
tend  vers  une  limite  S,  lorsque  la  courbe  C  s  éloigne  indélininient. 
il  .-uit  de  I.'i  que  la  somme  d'un  noinbro  quelconque  de  termes  de 
la  série  double  est  toujours  moindre  qu'un  nombre  fixe;  celte 
série  est  donc  convergente.  On  voit  de  la  même  façon  que,  si  la 
série  double  est  convergenie,  l'intégrale  double  est  toujours 
moindre  qu'un  nombre  fixe:  cette  intégrale  tend  donc  vers  une 
limite.  Le  théorème  s'étend  à  une  série  multiple  à  p  indices,  sons 
des  liypoilièscs  convenables;  le  terme  de  comparaison  est  alors 
une  intégrale  multi|ile  d'ordre /;. 

Par  exemple,  la  série  double  dont  le  lernie  "énéral  est  -, — tt-  > 

les  indices  m  et  n  prenant  toutes  les  valeurs  entières  de  —  oo 
à  -i- 35,  sauf  7/i= /i  =:  o,  est  cc)n\ergente  si  a  >  i ,  et  divergente 
si  a£  1 .  Car  l'intégrale  double 

étendue  à  la  ])ortion  du  plan  extérleuie  à  un  cercle  concentrique 
à  l'origine,  a  une  valeur  (iiiie  si  |J- >  '  et  augmente  indéfiniment 
si  |ji<i  (n°  134). 

Plus  généralement,  la  série  mulli|>le  dont  le  terme  général  est 


(  m \  -r-  nt'i  — .  .  .  — mj;W 

la  combinaison  m,=zrii,=...^  lUp^  o  étant  exclue,  est  conver- 
gente si  Ion  a  a  a  >  /?. 

173.  Séries  multiples  à  termes  variables.  —  Étant  donnée  une 
série  d<3uble  ou.  plus  généralemeni .  une  série  inulti|)le  à  p  dimen- 
sions, dont  les  termes  sont  fonctions  dun  nombre  quelconque  de 
variables  x.  y.  z.  ....  et  qui  est  absolument  convergente  dans  un 
domaine  D,  ou  dit  que  la  série  est  uniformément  convergenie 
dans  ce  domaine  lorsque  la  condition  suivante  est  remplie.  Etant 
donné  un  nombre  positif  quelconque  î,  il  existe  un  nombre  fini  i\ 
de  termes  de  la  série  tel  que  la  diËTérence  entre  la  somme  S  de  la 
série  et  la  somme  d'un  nombre  quelconque  n  de  termes  de  celte 
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série,  comprenant  les  ÎV  premiers,  est  en  valeur  absolue  inférieure 
à  î,  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  des  variables  jc.  y,  3,  .  .  . 
dans  le  domaine  D. 

En  reprenant  les  raisonnements  des  ii^'S!  et  lli,  ondémonireque 
la  somme  d'une  série  uniformément  convergente,  dont  les  termes 
sont  des  fonctions  continues  dans  D,  est  elle-même  une  fonction 
continue  dans  ce  domaine,  qui  peut  être  intégrée  terme  à  terme 
dans  tout  domaine  fini  0  à  cj  dimensions  (cjSn),  contenu  dans  D. 
On  peut  de  même  difl'érenlier  terme  à  lerme  un  nombre  quel- 
conque de  fois  une  série  absolument  convergenle,  pourvu  que 
toutes  les  séries  ainsi  obtenues  soient  uniformi'ment  convergentes. 

Une  série  multiple  est  encore  uniformément  convergente, 
lorsque  la  valeur  absolue  d'un  terme  quelconque  est  inférieure 
ou  au  plus  égale  au  tcrtne  correspondant  d'une  série  convergente  à 
ternies  positifs  indépendants  des  variables  (  n°  31). 

lu.  —  IMiuin  lis  IM'IMS. 

171.  Définitions  et  généralités.  —  Etant  donnée  une  suite  indé- 
finie, à  termes  réels  on  imaginaires,  dont  le  lerme  général  est  u„, 
considérons  les  produits  successifs  Pq,  P|,  ...,  P„,  où  l'on  a  posé 

p„=  (i  4-  K(,)(i--  "i )•  ■  (1-+-  "«!i; 

si  le  produit  l'„  tend  vers  une  liiniie  I'  lors(|ue  n  augmente  indé- 
finiment, on  dil  que  le  produil  infini 

(33)         TT^'^  "")  =  (n-«o)(n-  "]  ){i^  iiî).  -.(i-h  II,,)  ■  ■  ■ 

n  =  0 

est  co/nergeii/  :  le  noinljre  l'  est  par  définition  la  valeur  de  ce 
produit. 

Il  est  clair  que  si  lun  des  facteurs  1  -^  (/„,  est  nul,  tous  les  pro- 
duits P„,  où  n^m,  sont  nuls;  on  a  donc  P=:o.Mais  il  peut  aussi 
arriver  que  le  produit  P„  tende  vers  zéro  sans  (ju'aucun  des  fac- 
teurs I  +  u„,  soit  nul.  Tel  est  le  cas  du  produil  des  inverses  des  n 
premiers  nombres,  qui  lend  évidemment  vers  zéro  lorsque  n  croît 
indéfiniment.  Les  règles  qui  permettent  de  décider  de  la  conver- 
gence d'un  produit  infini  ne  s'appliquant  pas  toujours  a  ce  cas 
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singulier,    nous   réser\eroas    le    ii de  jtrodnil  f(iin-eri;cnt  aux 

|)ro(luits  iufmis  poirr  lesi|ii(ls  l'„  IcikI  vois  une  liniilc  P  différente 
de  zéro;  lorsque  [*„  a  zéro  poiir-  liniile,  nous  dirons  (|ue  le  produit, 
est  nul,  landis  (|u'il  ser;i  ii|)[)eli''  di\crL:i'iit ,  si  l'„  ne  tend  vers 
aucune  liniile. 

l'our  (|irun  produit  infini  soil  t:onverj;eiil,  siiiis  être  nul,  \\  est 
nécessaire  ipie  //„  tende  \ers  zéro.  Eu  ellel,  si  P„  tend  vers  une 
limite  l*,  la  dlIFérence  P„ —  l'„_i  ==  P„_  i //„  doit  tendre  veis  zéro; 
le  facteur  l'„  .1  ayant  une  limite  dill'éiente  de  zéro,  il  faut  donc 
cjue  le  facteur  »„  tende  vers  zéro.  Le  raisonnement  ne  s'applique 
plus  si  le  produit  est  nul;  on  vérifie  aisément  sur  l'exemple  cité 
plus  haut  que  u„  ne  tend  pas  vers  zéro. 

D'après  une  remarque  antérieure  (n"  5),  l'élude  de  la  conver- 
gence ou  de  la  divergence  d'un  produit  infini  se  ramène  à  l'étude 
de  la  même  ([ucstion  jiour  une  séiie.  l'osons  i',i^i-i-(/o  elj 
pour  II  >  o, 

(34)  ('„=  l'„—  l'„-i  =  (1  +  i(o)(i  +  ((i). ..  (14-  "„  I  w«„, 

et  considéions  la  si'rie  auxdiaire 


La  somme  -„^  <^\^+  Ci  +.  .  .  -i-  i'„  est  évidemment  égale  à  P„,  de 
sorte  que  cette  série  est  convergente  ou  divergente  en  même  temps 
que  le  produit  infini  II(i  +  ii„)\  lorsque  la  série  est  convergente, 
sa  somme  S  est  égale  à  la  valeur  P  du  produit  infini. 

17o.  Produits  absolument  convergents.  —  Supposons  d'abord 
que  tous  les  nombres  //„  sont  réels  et  positifs.  Le  produit  P„  va 
en  croissant  avec  /;  et,  pour  démontrer  la  convergence,  il  suffira 
de  prouver  que  ce  produit  P„  reste  inféiùeur  à  un  nombre  fixe, 
quel  que  soit  n.  On  a,  d'une  pari. 


d'autre  part,  on  a,  x  étant  positif,  1  -}- x  ■<  e"  et,  par  suite, 

La  première  inégalité  montre  que,  si  le  produit  P„  tend  vers  une 
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limite  P,  on  a  conslaminent  «o  —  "i  +  ■  •  • -f- "„< ''•  La  série  i 
termes  positif* 

(jfi)  (/(,-!- "i -^- • -T- «//-!-•■  ■ 

est  tioiic  convergente.  Inversement,  supposons  cette  série  conver- 
gente et  soit  S  sa  somme;  la  seconde  inégalité  donne  !'„<!?*'. 
I.c  produit  P„  tend  donc  vers  une  limite,   et  l'on  en  conclut  que 

II'  produit  infini  |  1  ('  -i-  "//),  oit  tous  les  nombres  u„  sont  réels 

el  positifs,  est  convergent  ou  (li<.erf;ent  en  même  temps  que  la 
série  (36). 

Considi'rons  maintenant  un  produit  inlini,  à  termes  quelconques, 
réels  ou  imaginaires, 

<■!;)  (l  ^  Ho)(l-^  «l).  .  .(l-t-  H„)  .  .  . 

et  soit  l\=  I  u,  \.  Si  la  série 

(!Si  U„_^U,^...^l'„^... 

est  convergente,  il  en  est  de  même  du  produit  in/ini  (3^). 
l'osons,  en  ellet,  comme  plus  liant, 

'■/,  =  (l  -H   "(l)(l  ^    (/])..  .(I  -î-    M„-l)  «,M 
V„  =  (,.  4-  U„)  (1  -H  U,  )  .  .  .  (I  +  U„_,  )U„. 

D'après  ce  qui  précède,  la  série  à  termes  positifs  SU,-  étant  con- 
vergente, il  en  est  de  même  du  produit  infini  Il(i  +U,),  el  par 
^uite  de  la  série 

<■;.)'  v„  +  v,  +  ...-v...... 

(Jr,  on  a  éNidt'mment  1 1'„  |  <^  V  „  ;  la  série 

est  donc  absolument  conveigeiiie,  el  la  somme  de  celte  série  est, 
comme  on  la  fiit  remarquer,  la  limite  du  produit 

P„  =  (  I  -H  !(„  I  (  I  -^  «1  )  .  .  .  (  I  -t-   11,1  ) 

lorsque  /;  augmente  indéliniment.  iJans  ces  conditions,  le  pro- 
duit I  1  (i  +  "„)  est  dit  absolument  convergent . 
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l^es  pioiliiils  inlliiis  iilisiilimii'iil  conx  t'ri;fnl,s  oirrcnl  un  inicrèl 
parliciiliei',  cdiiuiu'  les  srries  absolument  coiivergenles,  avec 
le.si|uelle.s  ils  ont  de  grandes  analogies.  Ainsi,  dans  un  pioduil 
infini  absniantcnl  con\'ergenl^  on  peut  modifief  l'ordre  des 
fadeurs  d' une  façon  arbitraire  sans  ciiani^er  le  produit.  Nous 
démoniretons  d "abord  quittant  donné  un  produit  infini  alisolu- 
nicni  convergent,  à  lont  nombre  positif  z  <in  peut  faire  corres- 
pondri'  un  nombre  entici'  n  tel  que  la  dillcrence  entre  l'unité  elle 
produit  d  un  nombre  (inelconrpie  de  facteurs 

ait  un  module  inférieur  à  z.  lorscpic  ton-  les  indices  a,  /S,  ...,  A 
sont  supiTicuis  à  n.  On  a,  en  effet,  comme  on  le  voit  immédiale- 
iiienl  en  su|>|)0s ml  les  deux  produits  dévelo|)pés. 

j  (H-  Kï)(l  -T-  Kg).  .  .(l    -  "),  I  —I  I  <  1,1  -H  Ua)  .  .  .  (l  -^  U),)  —  1, 

€t.  par  suite, 

I  (i  +  l'x)  ('  +  "à) . .  ■  M  -!-  (0.)  —  '  I  <  e"«-*-'''?-+----^-''>-—  I  ; 

mais,  la  série  SU,  étant  convergente,  on  peut  prendre  le  nombre  n 
assez    grand    pour    que    la    somme    l  7. -i-  U^  + .  .  .+ U),    soil    plus 

])elite  que  log(i-l-£),  lorsque   tous  les  indices  a,    |i A  sont 

supérieurs  à  n.  Le  second  membre  de  l'inégalité  précédente  peut 
<iouc  être  rendu  moindre  que  tout  nombre  positifs,  en  |)rcnant  le 
nombre  entier  /;  assez  grand 

Ceci  prouve,  observons-le  en  pa-sani,  qu'un  produit  ahsolu- 
menl  couver i^ent  ne  peut  être  nul  à  moins  qu'un  des  fadeurs 
du  produit  ne  soil  nul.  Supposon-;  en  ellet  qu'aucun  des  facteurs 
du  produit  ne  soil  nul;  choisissons  le  nombre  /;  assez  grand  pour 
qu'on  ait,  quel  que  soil  le  nombre  posilif  yo, 

|(H-   !<„+,)  (r-(-«„_i-2)...(l-^    ''«  +  /,)—  I    I    <'': 

■j.  élant  un    nombre   positif  inférieur  à   l'unité.   11  est  clair  (pie  le 

module  dii  produit  infini  F  {(M-  «h+v)  sera  supérieur  à  1  —  7.  et, 

par  conséquent,  le  produit  l*  qui  est  égal  au  |)récéilent  multiplié 
par  P„  ne  pourra  être  nul. 


|J7  CHAPITRE    \\\l.    —    SKRJES    KT    I'HODIITS    IM-IN'IS. 

Gela  posé,  soienl 

(40  (n-  (to)(i  -1-  Mi).,  .(.i-^  "«)■  ■  • 

un  prodiul  inliiii  alisoluinoiil  coincigenl  el 

(42)  (H-«'„)(l-,- (f'i).  ..M -=-  "„,)... 

im  aulre  produil  infini  composé  des  mêmes  fadeurs  pris  dans  un 
autre  ordre.  Ce  second  produit  est  aussi  absolument  convei^ent. 
cai'  la  série  SU^  est  composée  des  mêmes  termes  que  la  série  SL,-. 
Appelons  P  el  1*'  les  valeurs  de  ces  deux  produits  (41)  et  {-i'i). 
Soit  P„  le  produil  des  ii  -  i  premiers  facteurs  du  produit  (4i); 
tous  ces  fadeurs  se  reliouvent  dans  le  produit  (42),  ei  nous 
pouvons  prendre  un  nombre  m^n  tel  que  le  produil  P^',,  ren- 
ferme tous  les  facteurs  de  P„.  Nous  avons  alors 

P' 

-p —  =  <  I  -7-  (/a  I  ('  +  "3)  .  •  ■  n  H-  Hl). 

tous  les   indices  a,    j /,  étant  supérieurs  à  n,  et,  d'après  ce 

que  nous  venons  de  voir,  on  peut  choisir  le  nombre  /(  as^ez  grand 
pour  qu  on  ail 

aussi  pelil  que  soit  le  nombre  pcisllif  z.  Or,  lorsque  />  augmente 

P 
indéfiniment,  il  en  est  de  même  de  ni,   et  le  rapport  -~  a  poui- 

limite  -p--  Il  fiul  donc  iiiion  ail  P'^  P. 

176.  Produits  uniformément  convergents.  —  Considérons 
encore  un  produit  infini  (ÎJ),  où  Un,  lit.  ....  ii„,  ...  sont  des 
fondions  coniiiiues.  réelles  ou  imaginaires,  d'une  ou  plusieurs 
variables  x.  y.  t.  ....  ce  qui  comprend  évidemment  le  cas 
où  Wo,  H,,  II.,,  ...  seraient  des  fonctions  (Tune  \;iriable  com- 
plexe ;.  Nous  dirons  que  ce  produit  est  uni Jor/ni'nicnt  comei- 
gent  dans  un  certain  domaine  D,  si  la  série  S('„  définie  plus  haut, 
dont  la  somme  est  égale  au  pioduit  infini,  est  elle-même  unifor- 
mément convergente  dans  ce  domaine.  Le  pioduit  P  est  alors  une 
fonction  continue  des  variables  indépendantes. 

Un  produit  infini  est  uiilforinéinent  convergent,  sil  en  est  ainsi 
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(le  la  série 

(43)  U„--U,-^...-l-U„  +  ...; 

reprenons  en  ellVl  la  série  ('>')>,  nous  avons 

l.-„H.i+.  .  .+  i',,^/,  =  Pn-^p—  Pu  =  ''n[lH-  l'„+t)  ■■  ■  I  I  -+-  «„+,,)—!]; 

on  a  d'ailleurs  les  inégalités  évidenles 

I  P«  !<  (n-  Uo)(i--  U,) . .  .(i  -f-  U„)  <  e'J»+i'.+---+i'», 
1(1  +  M„+,)(i-i-  (/„+2)-  •  •(!-+-  ii„+,>)  —  1  :  <ei'"+<+i'"+î+ ■••+1''.+/'— 1. 

Mais  la  s('rie  (43),  étant  uniformément  convergente  dans  le 
domaine  D,  représente  une  fonction  continue  qui  reste  inférieure 
à  une  certaine  limite  M,  et  l'on  peut  choisir  un  nombre  N  assez 
grand  pour  que  la  somme  suivante,  où  /i^N, 

reste  inférieure,  f|uel  que  soit/j,  à  un  nombre  positif  y.  dans  le 
même  domaine.  On  aura  donc,  le  nombre  /(  ayanl  été  choisi  de 
celte  façon, 

Ceci  prouve  bien  que  la  série  S('„  est  uniformément  convergente, 
puisqu'on  peut  toujours  choisir  a  de  façon  à  satisfaire  à  la  condi- 
tion e^' (e^ —  i)  ■<  î,  aussi  petit  que  soit  t. 

rtenniir/ue.  —  Toutes  les  propriétés  précédentes  s'étendent 
sans  difficullé  aux  produits  infinis  n(i  +;/,„„),  où  chaque  facteur 
est  affecté  de  deux  indices  distincts  m,  />,  pouvant  varier  sépa- 
rément de  o  à  +  00.  Lorsque  la  série  double  SU,„„  est  conver- 
gente, le  produit  précédent  a  une  valeur  bien  déterminée,  qui  ne 
dépend  pas  de  la  façon  dont  on  fait  croître  le  nombre  des  fadeurs. 
De  même  qu'une  série  double  absolument  convergente  peut  être, 
d'une  infinilé  de  manières,  transformée  en  une  série  ordinaire,  un 
produit  doublement  infini,  tel  que  le  précédent,  peut  être  d'une 
infinilé  de  manières  transformé  en  un  produit  simplement  infini 
absolument  convergent.  Si  tous  les  termes  u,„„  sont  des  fonctions 
continues  de  certaines  variables  x,  y^  .  .  . ,  et  si  la  série  SU„,„  est 
uniformément  convergente  dans  un  certain  domaine  D,  le  produit 
G..  I.  '  28 
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infini  n(i  +  w,„„)  est  lui-même  uniformément  convergent,  et 
représente  une  fonction  continue  de  x,  y,  . . .  dans  le  domaine  D. 

177.  Produits  infinis  réels.  —  Reprenons  un  produit  infini  de  facteurs 
réels 

(l-h!<(,)(H-  II,).  ..(n-  «„).. . 

pour  étudier  le  cas  où  il  y  une  infinité  de  termes  négatifs  dans  la  suite  «q. 
«1,  «2,  ....  Lorsque  tous  ces  termes  sont,  à  partir  d'un  certain  rang, 
compris  entre  —  i  et  o,  on  est  conduit  à  étudier  un   produit  infini  tel  que 

(44)  ('t-i'o)(i -'•!)•  •■(>-'■«)... 

où  Poi  ''il  •■•!  f""!  •••  sont  positifs  et  inférieurs  à  i.  Il  est  clair  que  le 
produit  (r  —  c„)...(i  —  (',i)va  en  décroissant  lorsque  ii  augmente,  et  que 
ce  produit  reste  positif;  il  tend  donc  vers  une  limite  lorsque  n  croît 
indéfiniment,  mais  cette  Limite  peut  être  zéro  ou  un  nombre  positif.  Si  la 
série  Se,'  est  convergente,  le  produit  infini  (44)  est  absolument  conver- 
gent; le  produit  (i  —  Vo).-.{i  —  ('«)  a  donc  une  limite  dilTérenle  de 
zéro  (n°  175). 

Pour  voir  ce  qui  arrive  lorsque  la  série  Se,  est  divergente,  remarquons 
que  i -h  X  est  toujours  inférieur  à  e^  quelle  que  soit  la  valeur  réelle  de  x, 
car  la  fonction  e^ —  x  —  i  est  minimum  pour  .r  =  o.  On  peut  donc  écrire 

1  —  ''o<e"''»i  '  —  ''i<c-''i,  ...,  I  —  i'«<  e-*"" 

et,  par  suite, 

(I  —  l'o)  (i  -  '•!  ) . . .  (I  -  "«)<  e-c.+'',+-+"J. 

La  somme  t'^ -l-  f  i  H-.  .  .H-  v„  augmente  indéfiniment  avec  «,  et  par  suite  le 
produit  infini  est  nul. 

Lorsque  la  suite  «(,,  u,,  ...,  «„,  ...  renferme  une  infinité  de  termes 
positifs  et  une  infinité  de  termes  négatifs,  le  produit  infini  ne  peut  être 
convergent  sans  être  nul  que  si  le  terme  général  Un  tend  vers  zéro  (n°  174). 
Supposons  qu'il  en  soit  ainsi;  comme  on  peut  toujours  négliger  un  nombre 
fini  de  facteurs  au  début,  nous  admettrons  que  tous  les  facteurs  sont  posi- 
tifs. Le  produit  P„  contient  alors  un  certain  nombre  de  facteurs  supérieurs 
à  I  et  un  certain  nombre  de  facteuis  inférieurs  à  i  ;  le  seul  cas  douteux 
est  évidemment  celui  où  le  produit  des  facteurs  supérieurs  à  i  augmente 
indéfiniment,  tandis  que  le  produit  des  facteurs  inférieurs  à  i  tend  vers 
zéro,  lorsque  n  augmente  indéfiniment.  Le  produit  infini  peut  être  con- 
vergent on  divergent  suivant  les  cas;  mais  il  est  facile  de  démontrer,  en 
raisonnant  comme  pour  les  séries  semi-convergentes  (  n°  165),  que,  dans  un 
produit  de  cette  espèce,  on  peut  toujours  disposer  les  facteurs  dans  un 
ordre  tel  que  le  produit  f',,  ail  pour  limite  un  nombre  positif  quelconque 
donné  à  l'avance. 
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Lorsque  la  série  i;  u„  est  convergente,  on  a  une  règle  précise.  Le  pro- 
duit P„  lend  vers  une  limite  positive  ou  tend  vers  zéro,  suivant  que  la 
série  S(/J  est  convergente  ou  divergente. 

Pour  le  démontrer,  remarquons  que  le  rapport 

lOiïCl  -4-3-)  —  T 


X- 

■  pour  limite >  lorsque  x  tend  vers  zéro;  nous  pouvons  donc  écrire 

log(i-r-.r)  =X (l-H  5t), 

la  valeur  absolue  de  ï  étant  inférieure  à  -  pourvu  que  la  valeur  absolue 

2 

de  X  soit  inférieure  à  une  certaine  limite.  Puisque  (/„  tend  vers  zéro 
quand  n  croit  indéfîniraeni,  et  qu'on  peut  faire  commencer  le  produit  infini 
à  tel  facteur  qu'on  veut,  il  est  donc  permis  de  supposer  qu'on  a 

l0g(l  -^  U(,  )  =  Mo ^  (l-f-  Oo  ), 

log(i+«,  )  =  ;<,  —  îli(,_^o,). 


log(l-l-  M„)  —U„ —(l^f)n\ 

tous  les  nombres  6o,  6,,  ...,  6„  étant  compris  entre et  -i On  déduit 

de  là 

(,',5)     logP„=  «,-H  K,-4-.  ..-^u„—~  „3(,-u  0»)  -. . ._  i„»(i  +  9„); 

lorsque  les  deux  séries  Sm„  et  I-uf,  sont  convergentes,  le   second  membre 
tend  vers  une  limite  finie  quand   n   croit  indéfiniment,  car  «J;(l-+-9n)  est 

compris  entre  —  et  -ut.  Le  produit  P.,  tend   donc  vers  une  limite  diffé- 
■^  2         2 

rente  de  zéro.  \u  contraire,  lorsque  la  série  SmJ  est  divergente,  le  second 

membre  de  la  formule  (4i)  croît  indéfiniment  en  valeur  absolue  en  restant 

négatif,  et  par  suite  P„  tend  vers  zéro. 

La  même  égalité  (4^)  prouve   que  le  produit  infini  est  divergent  ou  nul 

lorsque  la  série  Su,,  e^t  divergente  et  la  série  SkJ  convergente.  Mais  il  est 

à  remarquer  que  le   produit  infini   peut  être  convergent  lorsque  les  deux 

séries  Zu„  et  i;«,-,  sont  divergentes.  Prenons  par  exemple  «,=  Wi=:  «.=  o, 

et,  pour  «  >  r, 
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la  série  ^ii,,  esl  divergente,  car  la  somme  Sj„  est  supérieure  à 


il   en   est   de   même,  pour  la   même  raison,  de    ^tif,.    Cependant  le  produit 
infini 


est  convergent,  car  le  produit  de  in —  j  facteurs  est  égal  à 

tandis  que  le  produit   de   in  —  i  facteurs   est  égal  au    produit  précédent 

multiplié  par  le  facteur  i — '  qui  a  pour  limite  l'unité  (  '  ). 

V  n  -+-  I 

Exemples.  —    i"  La  série 


est  convergente  ainsi  que  la  série  obtenue  en  élevant  ses  termes  au  carré. 
Le  produit  infini  correspondant 


2    2     i    4  2  n  ■>.  n 

esl  donc  convergent;  on  sait,  d'après  la  formule  de  \>'allis,  qu'il  est  égal 
à  -•  Pour  le  transformer  en  un  produit  absolument  convergent,  il  suffit 
de  réunir  deux  facteurs  conséCTilifs,  ce  qui  donne 


^n('-Ti.) 


2°  Soit  (/<j-H  î/i+ . . . -i- H„-i- .  . .  une  série  à  termes  réels  dans  laquelle 
le  rapport  de  deux  termes  consécutifs  est  une  fonction  rationnelle  de  n 
tendant  vers  l'unité  lorsque  n  augmente  indéfiniment, 


a,  7i/'-i- 


/i/'-f   6,/i/'- 


(')    Voir   Cauchy,  Cours   d'Analyse  ou    Œuvres    complètes,    2'  série,     t.    II, 
Note  IX;  Pringsueim,  Malhematiscke  Annolen,  t.  XXII,  XXXIII  et  XLII. 


m.  —  piiODiirs  INFINIS.  4^7 

En  laissant  de  côté  le  cas  où  l'iiii  des  lomics  de  cette  série  serait  nul  ou 
infini,  on  peut  écrire 


"„+i 


=-nh"-^-^] 


3(v)  étant  une   fonction   rationnelle   de   v   qui   reste  inférieure   en   valeur 
absolue  à  un  nombre  fixe.  Si  l'on  a  (u  —  ù,  >  o.  tous  les  termes  de  la  série 


ÎG) 


11^^'^] 


finissent  par  être  positifs,  et  cette  série  est  divergente;  le  terme  général 
",,-1-1  de  la  première  série  augmente  donc  indéfiniment  en  valeur  absolue. 
Si  a,  —  b,  =  o,  la  série  (46)  est  absolument  convergente,  et  a„.(-i  tend  vers 
une  limite  finie  différente  de  zéro.  Enfin,  si  «i  —  61  <  o,  tous  les  termes  de 
la  série  (46)  finissent  par  être  négatifs,  et  celte  série  est  divergente;  M,j-t-i 
tend  donc  vers  zéro  lorsque  n  croit  indéfiniment.  Ces  résultats  sont  dus  à 
Gauss  (voir  n°  163). 

178.  Déterminants  d'ordre  infini.  —  Soit   y  0,7.  une  série  double  abso- 

jÊad 
i,  I. 

lument  convergente  dans  laquelle  chacun  des  indices  ('. /.  varie  de  — =c 
.1  ^30.  Considérons  le  déterminant  suivant  : 


Le  produit  n,„=   I  I  (i -(- I  ",/,  1 1,  "ii    les   deux   indices   i   et   /.    varient 

/.  A- 

d'e  —  m  à  -7-  m,  est  supéiieur  à  |  D,,,  |.  car  un  terme  quelconque  de  D„,  a 
pour  module  un  ternie  de  D,,,,  et  ce  produit  contient,  en  outre,  d'autres 
termes  tous  positifs.  On  voit  de  même  qu'un  terme  quelconque  de  la  drffé- 
rence  D„,.t-/) — D/«  a  pour  module  un  terme  de  la  différence  Tl,„+i,  —  H,,,, 
qui  renferme  d'autres  termes  tous  positifs.  On  a  donc 


n„ 


n„ 


|D,„,„-D„ 

iWais  la    série  ^|a/*|   étant  convergente,  le   produit  n,„  tend   vers   une 

limite  lorsque  ni  croit  indéfiniment;  la  différence  n„,.4-,, —  D,,,  et,  par  suite, 
la  différence  D,,,^^ —  D„,  tend  donc  vers  zéro  lorsque  les  deux  nombres  m 
et  m -T- p  augmententindefiniment.il  en  résulte  que  le  déterminant  D,„ 
tend  vers  une  limite  (n"  b). 
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EXERCICES. 


1.  Pour  qu'un  produit  infini  soit  con\eigent  sans  être  nul,  il  faut  el  il 
suffit  qu'à  tout  nombre  positif  t  on  puisse  faire  correspondre  un  nomluc 
entier  n  tel  que  l'on  ait 

I(l  -H  M„+i)(l  4-  M«  +  o,l.  .  .  (l-t-  U„  +  i,)  —i\<^, 

quel  que  soit  le  nombre  entier/). 
2*.  La  série  à  termes  positifs  it^j-h  iii~h  .  .  .-t-  «„~I-  .  .  .  est  convergente 

...      «0  "l  l'n 

OU  divergente  en  même  temps  que  la  série 1 — ; — h  . .  .   !-  -;—  -h  .  .  .  . 

I  On  peut  écrire  —  =  I  I  1  i ^  )>  el  appliquer  le  théorème  du  n"177.  I 

3.  Eb  évaluant  de  deux  façons  différentes  la  somme  des  termes  d  un 
tableau  à  double  entrée,  établir  les  formules 

_       -/        .       y'-       .       '/■'       ,  .        <)" 


7 
1-9 

1 

-^ 

r/» 
l-q" 

1 

+  - 
1 

f 

-\- 

9' 

i-hy 

1  -4-  q^ 

,  +  q^ 

1 

1 

iq"- 

+ 

3./3 

\-q 

l-q^ 

1-9-3 

<l 

H 

3^3 

H- 

59" 

X-q^ 

1  — 9'» 

J            _ 

v/^ 

—. — \- 

v/^ 

I — 9*         I — q'         I — 9"  1-9'" 

-^ 'l-      +    -11-      -.     .. 

I  —  9  I  —  93  I  —  q'> 

1  ^         ?'  ,  f" 


ti-q)-        (1  —  9-)-         (,"  — 9')^ 
^  >/(i->-q-)    .    9^('-'-?')    ,    9'(l-H9"')    , 
(,_<,î)2   -"    (i-9«)'  (1-9'»)-^      " 

,  +  „         3(1  +  93;        5(1-1-95)        •••=  ■irctangv/9  — arctangy/^+arctanRv/?'- 
où  l'on  suppose  |  9  |  <  i. 

4*.  Soit  9  un  nombre  positif  inférieur  à  l'unité.  Posons 

+  00  +»  +  » 

Q.=JJ('-+-7-":n  Q2  =  f[('  +  'y^"-'),  Q3  =  |^('-9"'-'): 

n  =  l  n  =  l  71  =  1 

démontrer  la  formule 

QiQ2Q3  =  i. 


CHAPITRE  IX. 

SÉRIES  ENTIÈRES.  -  SÉRIES  TRIGOXO.MÉTRIQUES. 


I.  -  SERIE  DE    TAYLOR.  —  GENERALITES. 

179.  Série  de  Taylor. —  Lorsque  la  siiile  des  dérivées  d'une 
hncùon  J\x j  est  illiniilée  dans  un  intervalle  (a,  a -h  h),  on  peut 
supposer  le  nombre  n  qui  ligure  dans  la  formule  (-j)  (p.  4')  aussi 
grand  qu'on  le  veut  ;  si  le  reste  R„  tend  vers  zéro  lorsque  n  aug- 
mente indéfiniment,  on  est  conduit  à  écrire 

.  ï)    fia  -^  h)  =f{a)  -  ^/(«^  -^-^/''(a)-f-.  ..  +  .j-^^/"'  (a)  -T-..., 

lorniule  qui  exprime  que  la  série 

h  „  h" 

I  -^  1  .■>-...  n  -^ 

est  convergente  et  a  pour  souime/(a  +  h).  C'est  celte  formule  (ij 
qui  constitue  la  formule  de  Taylor  proprement  dite,  mais  elle  n'est 
légitime  que  si  l'on  a  établi  que  le  reste  R„  tend  vers  zéro  pour  n 
infini,  tandis  que  la  formule  générale  (7)  ne  suppose  que  l'exis- 
tence des  dérivées  jusqu'à  la  (/i  +  i)'^™".  La  formule  (i)  peut 
encore  s'écrire,  en  remplaçant  a  par  x, 

f{x  -  /,  )  =f(.c)  +  -J-iœ)  +  .  .  .-  _ijl_/")(i.)  +•  •  •; 

.\u  contraire,  si  Ion  fait  a  =  o,  et  qu'on  remplace  h  par  x.  il  vient 

,. .  /(.r)  =  /(o)  +  ^f(o)-^. . .+  ,  j^".„/"''(o)-^- ... 

Cette  dernière  formule  (2)  est  appelée  aussi  quelquefois  formule 
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de  Maclaurin;  mais  on  doit  remarquer  que  ces  diiïéreiUes  for- 
mules sont  au  fond  équivalentes.  Tandis  que  la  formule  (2)  donne 
le  développement  d'une  fonction  de  x  suivant  les  puissances  de  a;, 
la  formule(ij  donne  le  développement  d'une  fonction  de  h  suivant 
les  puissances  de  h;  il  suffit  d'un  sim[)le  changement  de  notation 
pour  passer  de  l'une  à  l'autre. 

Il  est  un  cas  assez  étendu  où  l'on  peut  affirmer  que  le  terme 
complémentaire  R„  tend  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfini- 
ment :  c'est  celui  oîi  la  valeur  absolue  d'une  dérivée  d'ordre  quel- 
conque reste  inférieure  à  un  nombre  fixe  M,  lorsque  x  varie  dans 
l'intervalle  (a,  a  +  h).  On  a.  en  ellet, 

I  R«  |<  M 


I  .•>...(«  —  I  ) 


et  le  second  membre  est  le  terme  génér.d  d  une  série  convergente . 
(j'cst  ce  qui  arrive  pour  les  fonctions  e'",  sina:,  cosjc;  toutes  les 
dérivées  de  e^  sont  égales  à  e*'  et  admettent,  par  conséquent,  le 
même  maximum  dans  l'intervalle  considéré.  Quant  aux  dérivées 
de  sina?  et  de  cosj",  leur  valeur  absolue  ne  dépasse  jamais  l'unité. 
La  formule  (1)  est  donc  applicable  à  ces  trois  fonctions,  quelles  que 
soient  les  valeurs  de  a  et  de  h.  Bornons-nous  à  la  formule  (a"); 
siy"(a;)  =  e'",  la  fonction  et  toutes  ses  dérivées  sont  égales  à  un 
pour  X  ^  o,  el,  par  suite,  nous  avons  le  dévelop[)ement 


(3, 


qui  s'ap|)lique  à  toutes  les  valeurs,  positives  ou  négatives,  de  x. 
Si  a  est  un  nombre  positif  quelconque,  on  a  «■'■^=  pTiog«  gj^  pgj. 
conséquent, 

.rlu^«        i.rlo£;o)-  (xlogrt)" 

~  I  I  .  '  '  '  '         \  .  i.  .  .n 

Prenons  encore  y  (a?)  =  sinj:  ;  les  dérivées  successives  forment  une 
suite  périodique  à  quatre  termes  cos.r,  —  sin.r,  — cosx,  sina",  et 
les  valeurs  de  ces  dérivées  pour  x  ^  (j  forment  également  une 
suite  périodique  1,0,  —  1,  o.  On  a  donc,  pour  toute  valeur  posi- 
tive ou  négative  de  .r, 

(  )  I     sina"  = : ...-^1  —  11" .  . . 


I.  —  siiRii:  i)i:  TVM.iiR.  —  (;i':,\]':i(Ai.iTi';s.  44' 

;l  i  ..,i  trouve  cle-nièiiie 


lievenons  au  cas  général.  La  iliscussion  du  reste  H,,  est  rarement 
aussi  simple  que  dans  les  exemples  précédenis;  mais  on  peut  la 
i'aciliter  en  remarquant  que,  si  ce  reste  tend  vers  zéro,  la  série 

f{<n-  -/  <(>,-^...     -  1— ; ^/    "  ir,  i^... 

est  nécessairement  convergente.  En  générai,  il  vaut  mieux  s'as- 
surer, avant  d'examiner  H„,  que  la  série  est  convergente  ;  si,  poui- 
(les  valeurs  données  de  a  et  de  /i,  cette  série  est  divergente,  il  esl 
inutile  de  pousser  la  discussion  plus  loin  :  on  peut  affirmer  queR,, 
ne  tend  pas  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment. 
La  réciproque  n'est  pas  exacte.  La  série 

/'lo  1  —  -/'(t>)  -^  ^ —  f"(o)  +.. .- ' /■'"'(  o)  — .  .  . 

]ieut  fort  bien  être  convci-gente,  sans  représenter  la  (onction  /"(a;) 

qui  lui   a  donné  naissance:    l'exemple  suivant   esl   dû   à  Cauchy- 

I  I 

Soil /(x j  =  c    '';  on  a  f'[X)  ^  -ï- e    '    et,   d'une  manière  géné- 
rale, 1.1  dérivée  /("■'""'  est  de  la  forme 

I'     -- 
1'  désignant  un  polynôme.  Toutes  ces  dérivées  sont    nulles   pour 

/  r=  o,  car  le  quotient  de   e    '"  par  une  puissance  positive  quel- 
<  oncjue  de  x  tend  vers  zéro  a\ec  x:  on  peut  écrire  en  effet 


on  posant  x^  -,  et  l'on  sali  que  —  augmente  indéfinimentavec  z, 
.nissi  grand  que  soit  m.  Soit,  d'autre  part,  -^  i  x)  une  fonction  à 
laquelle  s'applique  la  formule  (•/) 

îp(.7-)  =  3(0)  -f-  —  o'(o)  -:-.  .  .H '- f  "'(°)  -r-  ■  ■•• 
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Po.sons  V{ù:)  =  f{x)  -+-  e    ''  ;  on  a 
F(o)  =  !p(o),        F'(o)  =  *'(o),         ....        F('"(o)=  tp'«'(o), 

de  sorle  que  le  développemenl  de  V  (x)  par  la  formule  de  Maclauriii 
sérail  identique  au  précédent.  La  somme  de  la  série  que  l'on 
obtient  ainsi  représente  donc  une  (onction  tout  à  fait  différente  de 
celle  qui  a  donné  naissance  à  cette  série. 

D'une  façon  générale,  si  deux  fonctions  f{x)  et  <f{x)  sont 
égales,  ainsi  que  toutes  leurs  dérivées,  pour  a?  =  o,  sans  être 
identiques,  il  est  clair  qu'elles  ne  peuvent  être  toutes  les  deux 
développables  en  série  par  la  formule  de  Maclaurin,  puisque  les 
coefficients  du  développement  seraient  les  mêmes  pour  les  deux 
fonctions. 

180.  Formule  du  binôme.  —  Prenons  comme  dernier  exemple 
la  fonction  (i  -\-  x)'",  qui  est  continue,  ainsi  que  toutes  ses  déri- 
vées, pourvu  que   i  +  Ji"  soit  positif.  La  série  (2)  correspondante 

m  {m  —  !)...(»(  —  n  -A-x) 


est  divergente  si  l'on  a  |.r  |  >■  1 ,  à  moins  que  m  ne  soit  un  nombre 
entier  positif.  Pour  démontrer  que  le  reste  tend  vers  zéi'o,  lorsque 
X  est  compris  entre  — i  cl  +1,  écrivons  ce  reste  sous  forme 
d'intégrale  définie  (11°  88) 

R„=  -^   f    Fi''+''(3)r.r  — ;)"rfi 

=  """'-'^;^;<"'-"'  /""■(, H-  =)'"-. (^)" dz. 

Lorsque  z  varie  de  o  à  a?,  (  i  4-  z)"'~^  reste  inférieur  à  un  maxi- 
mum M  indépendant  de  n.  Le  quotient  ^  reste  plus  petit  que  a: 

en  valeur  absolue,  car  si  l'on  pose  .;  =  O.r,  il  vient 

et  le  coefficient  de  .r  est  plus  petit  que  un,  lorsque  G  croît  de  o  à  1 . 
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Il    s'ensuit  que  la  valeur  absolue  de  R„  est  inférieure  au   lermo 

général  d'une  série  convergente. 

Pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  — i  et   -f- i ,  on  a,  par 

conséquent, 

m                   i»(  m  —  !;...(  //(  —  «  —  I  ) 
•  -)     (l-(-.T)"'=  I  -J x-^...-\ .r"-;- 


La  même  méliiode  conduit  aussi  au  développeiiieiil 

x"^       x* 


0  log(i-^-x)= 


3 


qui  s'applique  pour  —  i  <<  ./'  i  i . 

En  dehors  des  exemples  que  nous  venons  de  traiter,  el  de 
ijuelques  autres,  la  discussion  du  reste  offre  de  grandes  difficultés, 
à  cause  de  la  complication  croissante  des  dérivées  successives.  11 
semblerait  donc,  d'après  ce  premier  aperçu,  que  les  applications 
de  la  formule  de  Taylor  pour  le  développement  d'une  fonction  en 
série  doivent  être  très  limitées.  Une  telle  vue  serait  absolumeni 
inexacte,  el  ces  développements  jouent,  au  contraire,  un  rôle  fon- 
damental dans  l'Analjse  moderne.  Mais,  pour  apprécier  leur 
importance,  il  faut  se  placer  à  un  auire  point  de  vue,  et  étudier 
en  elles-mêmes  les  propriétés  des  séries  entières,  sans  se  préoc- 
cuper de  leur  origine. 

II.  —  SÉRIES  E.NTIÈRES  k  LNE  V.\IUABLE. 

Nous  allons  maintenant  faire  une  étude  directe  des  séries 
entières  à  une  ou  plusieurs  variables,  auxquelles  conduit  tout  natu- 
rellement la  formule  de  Taylor.  Quoiqu'on  ne  s'occupe  que  de 
\ariables  réelles,  les  raisonnements  s'étendent  d'eux-mêmes  aux 
variables  imaginaires,  en  remplaçant  parlout  les  mots  valeur 
absolue  par  module. 

181.  Ré^on  de  convergence  —  Considérons  d'abord  une  série 

(9)  A„-+-  A,  X  ^  .\,\"---. .  .^  A„X''-f^ . . . , 

où  tous  les  coefficients  A,,,  A,.    V^,  ...   sont  positifs  et  où  l'on 
n'attribue  à  la  variable  indépendante  X  que  des  valeurs  positives. 
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Nous  pouvons  ranger  les  nombres  positifs  en  deux  classes  :  nous 
dirons  "qu'un  nombre  positif  X  ap|)artienl  à  la  classe  (a)  si  la 
série  (9)  est  convergente,  el  qu'il  appartient  à  la  classe  (P)  si  cette 
série  est  divergente.  Supposons  d'abord  qu'il  existe  des  nombres 
positifs  "des  deux  classes.  Comme  un  ternie  quelconque  de  la 
série  (9),  dont  le  coefficient  n'est  pas  nul,  va  en  croissant  avec  X, 
il  est  clair  qu'un  nombre  quelconque  de  la  classe  (a)  est  plus  petit 
qu'un  nombre  quelconque  de  la  classe  (j3).  Il  existe  donc  un 
nombre  R  >  o  (n"  2)  tel  que  tout  nombre  X  supérieur  à  R  rend 
la  série  (9)  divergente,  tandis  que  tout  nombre  positif  X  inférieur 
à  R  rend  la  série  convergente.  Ce  nombre  R  lui-même,  mis  à  la 
place  de  X,  peut  donner  une  série  convergente  ou  une  série  diver- 
gente. 

Il  peut  se  faire  qu'une  des  deux  classes  (a)  ou  ([j)  disparaisse  : 

1'^  S'il  n'existe  aucun  nombre  de  la  classe  {p),\,i  série  (9)  est 
convergente  cpielcpie  soit  X,  el  l'on  dit  que  R  est  liilîni.  Tel  est  le 
cas  de  la  série 

\  X2  \" 


■2"   S'il  n'exisle  aucun  nombi-e  positif  de  la  classe  (a),  la  série  (9) 
est  divergente,  snnf|)(iur  X  ^  o,  et  l'on  pose    R  =  o.  Telle  est  la 

série 

1  — -  \  4-  1   2  X-  -I- . . .  —  I .),...  n  \ "  — .... 

Considérons  inainLcri;inl  une  série  entière 

(10)  0|,  -^  rt  1  .r  -H  ao .r-  -i- .  .  .  -;-  o„  .r  "  -1- .  .  .  , 

où  les  coefficients  «,-  el  la  variable  .z*  peuvent  avoir  <les  signes  quel- 
conques. Nous  poserons  dorénavant  \,=  |  c</l,  X=  \x\,  de  façon 
que  la  série  (9)  sera  formée  par  les  valeurs  absolues  des  termes  de 
la  séiie  (10).  Soit  R  le  nombre  qui  vient  d'être  défini  pour  cette 
série  (9);  il  est  évident  que  la  série  (10)  est  absolument  conver- 
gente pour  toute  \aleur  de  x  comprise  entre  — R  et  +  R,  d'après 
la  définition  même  du  nombre  R.  Il  nous  reste  à  montrer  que  la 
série  (10)  est  divergente  lorsque  la  valeur  absolue  de  x  est  supé- 
rieure à  R.  C'est  ce   qui  résulte  de  la  proposition  fondamentale 
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iTAbel  (')  :  Si  la  série  (lo)  est  convergente  pour  une  valeur 
})arliculière  Xo,  elle  est  absolument  convergente  pour  toute 
oaleur  de  x  dont  la  valeur  absolue  est  inférieure  à  \xa\. 

En  efl'el,  la  série  (lo)  étant  supposée  convergente  pour  jc  =  Xu. 
désignons  par  M  un  nombre  positif  supérieur  à  la  valeur  absolue 
lie  l'un  quelconque  des  termes  de  cette  série,  de  (elle  sorte  qu'on 
ni.  quel  que  soil  le  noiidire  n. 

.V„h-„|''<M. 
Nous  pouvons  écrire 

..x...A.,,.,(ï^)-<».('^y, 

la  série  (y)  est  donc  convergente  si  l'on  suppose  X<;  \x„\.  ce  qui 
démontre  la  proposition  énoncée. 

Cela  posé,  si  la  série  (lo)  est  convergente  pour  jt  =  Xa,  on  voit 
que  la  série  des  valeurs  absolues  (cj)  sera  convergente  pourvu 
que  X  soit  inférieur  à  |~Fo|-  On  ne  peut  donc  avoir  |  :rQ  |  >Pi,  car 
alors  le  nombre  R  ne  serait  pas  la  borne  supérieure  des  valeurs 
de  X  qui  rendent  convergenle  la  série  (9). 

En  résumé,  étant  donnée  une  série  entière  (10)  où  les  coeffi- 
cients ont  des  signes  quelconques,  il  existe  un  nombre  positif  R 
possédant  la  propriété  suivante  :  La  série  (10)  est  absolument 
convergenle  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  — R  ef  +R, 
et  divergente  pour  toute  valeur  de  x  supérieure  à  R  en  valeur 
absolue.  L'intervalle  ( — R,  +R)  s'appellera  la  région  de  conver- 
gence; cette  région  sétend  de  —  00  à  -i-  oc  dans  le  cas  limite  où 
R  est  infini.  Elle  se  réduit  à  l'origine  si  R  =  o  ;  nous  laisserons  de 
côté,  dans  la  suite,  ce  cas  particulier. 

La  démonstration  ne  nous  apprend  rien  sur  ce  qui  arrive  pour 
les  valeurs  limites  o"  =  R.  .r  ^  —  R.  La  série  (10)  peut  être  abso- 
lument convergente,  simplement  convergente,  ou  divergente. 

Considérons,  par  exemple,  les  trois  séries 


-!:?■   -2:5^ 


(  '  )  Recherches  sur  la  série  i  ~\- 


m  {  ni  —  I  ) 
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on  a,  pour  ces  trois  séries,  R=  i,  car  le  rapport  d'un  terme  au 
précédent  a  pour  limite  x.  La  première  série  est  divergente  pour 
x^±\,  la  deuxième  est  divergente  pour  x  =  i  et  conveigente 
pour   T  =  — i;    la    troisième    est   absolument   convergente    pour 

Remarque.  —  L'énoncé  de  la  proposition  d'Abel  peut  être 
généralisé;  il  suffit,  en  efTel,  pour  la  suite  du  raisonnement, 
de  supposer  que  la  valeur  absolue  d'un  terme  quelconf]ue  de  la 
série 

«O-l-  «1  ■Î'O  -i-  •  •  ■-•-  «/l3?0  -+-  •  •  • 

reste  inférieure  à  un  nombre  fixe.  Lorsqu'il  en  est  ainsi,  la  série  (lo) 
est  absolument  convergente  pour  timte  valeur  de  la  variable  dont 
la  valeur  absolue  est  inFérieure  à  |  Xd\. 

Le  nombre  R  est  lié  par  une  relation  très  simple  au  nombre  w  défini 
plus  haut  (  n°  160),  qui  est  la  plus  grande  des  limites  des  termes  de  la 
suite 

Al,      v  Asi      V '^•1 V^Vii       ■■•■ 

En  effet,  si  l'on  considère  la  suite  analogue 

A,X,     v/ÂTx^,      ....     \/A„X",      .... 
il  est  clair  que  la  plus  grande  des  limites  des  termes  de  celte  suite  est  (oX. 
l>a  série  (q)  est  donc  convergente,  si  l'on  a  X  <  —  i  et  divergente  si  X  >  —  : 

^'  (0  tu 

par  conséquent,  R  =  —  (  ')■ 

182.  Continuité  d'une  série  entière.  — •  Désignons  par  f  {x)  la 
somme  d'une  série  entière  convergente  dans  l'intervalle  de  — R 

il  +R, 

(il)  /(^ )  =  «u -H  a,  X  -t- . . .  H-  «,i a;"  -h . . . 

et  soit  R'  un  nombre  positif  inférieur  à  R.  Nous  allons  d'abord 
moiilrer  que  la  série  (i  i)  est  uniformément  convergente  dans  l'in- 
tervalle de  — R'  à  +  R'.  En  effet,  pour  une  valeur  de  x,  dont  la 


(')  Ce   théorème,  démontré    par    Caucliy  dans    son    Cours   d'Analyse,    a  été 
retrouvé  par  M.  Hadamard  dans  sa  thèse. 
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valeur  al)Solue  ne  dépasse  pas  R',  la  valeur  absolue  d'un  terme 
quelconque  |a„x"|  est  au  plus  égale  au  terme  correspondant  de  la 
série  convergente 

A„-^-.^,K■-^...^-.\„R■"^-.... 

Il  suit  de  là  que  la  soiniiie  /{x)  de  la  série  est  une  fonction 
continue  de  x,  pour  toute  valeur  de  la  variable  comprise 
entre- — K  et  -f-R.  En  elTet,  étiinl  donné  un  nombre  a7o,  plus  petit 
que  R  en  valeur  absolue,  il  est  évident  qu'on  peut  trouver  un  autre 
nombre  positif  R',  inférieur  à  R  et  supérieur  à  [:ro|.  D'après  ce 
(|u'on  vient  de  voir,  la  série  est  uniformément  convergenle  dans 
l'intervalle  de  —  R'  à  -t-  R'  ;  la  somme  f{x)  est  donc  continue  pour 
la  valeur  a^o  qui  a|)|)artieiit  à  cet  intervalle. 

La  démonstration  ne  s'applique  plus  aux  limites  4-R  et  — R 
de  la  région  de  convergence.  La  coniinuilé  subsiste  cejiendant, 
pourvu  que  la  série  soit  convergente.  Âbel  a  démontré,  en  effet, 
que  Si  la  série  (lo)  est  convergente  pour  x  =  ^,  la  somme  de 
cette  série  est  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme  de  la 
série  f{x)  lorsque  x  tend  vers  R  en  étant  inférieur  à  R. 

Il  suffit  de  prouver  que  la  série  (ii)  est  uniformément  conver- 
gente dans  tout  l'inlervalle  (o,  R),  y  compris  la  limite  a;:=R.  En 
oli'et,  £  élanl  un  nombre  positif  arbitraire,  choisissons  un  nombre 
entier  n  assez  grand  pour  (|ue  l'on  ait,  quel  que  soit  p. 

|ar„+,R"+'-T-«„^2R"+2-+-.  . .-;- a„+,,R''+P  |  <  i; 

cela  est  possible  puisque,  par  hypothèse,  la  série  (lo)  est  conver- 
gente pour  .r:=R.  Soit  x  un  nombre  positif  inférieur  à  R;   on 

peut  écrire  (7„.r"=a„R"x  {„)   j  et  appliquer  le   lemme   d'Abel 

(n"*  77),  en  observant  que  les  puissances  successives  de  jr  lornient 

une  suite  décroissante.  Ou  a  donc  aussi,  quel  que  soit/>, 


\a„+\X"^^-T'.  ..-^On 


Celte  inégalité,  rapprochée  de  la  précédente,  prouve  que  la 
série  (lo)  est  uniformément  convergente  dans  tout  l'inter- 
valle (o,  R).  La  somme  de  la  série  est  donc  continue  pour 
la  limite   supérieure    de    cet    intervalle,    car  les   démonstrations 
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données  plus  liaul  (n°*  31-32  )  s  applifiuenl  aussi  à  une  limite  «le 
l'intervalle  de  convergence,  si  la  série  est  uniformément  conver- 
gente dans  tout  l'intervalle,  la  limite  comprise. 

On  voit  de  la  même  façon  que,  si  la  série  (i  i)  est  convergente 
pour  .r'^ — 11,  la  somme  de  celte  série  pour  x^  —  R  est  la 
limite  vers  laquelle  tend  la  somme  y'(.r)  lorsque  x  tend  vers  —  R. 
Il  suffit,  du  reste,  de  cliangcr  x  eu  — x  pour  être  ramené  an  pre- 
mier cas. 

Application.  —   Celte   proposition    permet   de   compléter   le    tliéorcme 
établi  plus  haut  (u"  168)  sur  la  multiplication  de  deux  séries. 
Soient 

S    =   «0  -T-  "l  -^   "2-1-  •  •  •+   "«-+-.  •  ■  ■ 

S'  =  Po  -I-  ^'l  -H  f.)  -I-  .  .  .  +   l'..,  4-  .  .  . 

deux  séries  convergentes,  dont  aucune  n'est  absolument  couvergenle.  la 
série  obtenue  par  la  règle  de  multiplication 

!'0''0+  ("o''l-t-  UiVt,)-^.  .  .-+-  (  »(.1'„-;-.  .  .-r-  «„l^o)  -H.  .. 

peut  être  convergente  ou  divergente:  mais,  si  elle  est  convergente,  sa 
somme  S  est  égale  au  produit  des  sommes  des  deux  premières  séries,  S  =  SS'. 
Considérons,  en  eft'et,  les  trois  séries  entières 

f{x)  =  Itff-h  UiX  -^  .  .  .-i-  U„X-"-h.  .  ., 

tp  (  a"  )  =  f  0  H-  i'  I  ^  -!-...  -4-  r„  .ï'"  -I-  .  . . , 

<h(x)  =  «o<'o   -  ("o<'i  +  Mii'(i).r  H-.  .  ,-T-  («oi'/iH-.  ■  -^  î/„ i'o)ar"  +  . .  .: 

ces  séries  sont  convergentes,  par  hypothèse,  pour  a- —  i ,  et,  par  suiti-, 
sont  absolument  convergentes  lorsque  a;  est  compris  entre  —  i  et  -t-i.  Pour 
ces  valeurs  de  x,  le  théorème  de  Cauchy  sur  la  multiplication  des  séries  est 
applicable  et  nous  donne  la  relation 

(12)  /(.r)tç(.r)  =  <]/(>); 

or,  lorsque  x  tend  vers  l'uni  té,  y  (a;).  ç>(a;),  i\i  (  x)  onl  respectlvenienl  pour 
limites,  d'après  le  théorème  d'Abel,  S,  S'  et  S.  Les  deux  membres  de  la 
formule  (12)  restant  constamment  égaux,  on  a  donc,  à  la  limite,  S  =  SS'. 
Le  théorème  est  encore  vrai  pour  les  séries  à  termes  imaginaires  et 
s'établit  de  la  même  façon. 

183.  Dérivées  successives  d'une  série  entière.  —  En  diflV— 
rentiant  ternie  à  terme  une  série  entière 

J'(x)  —  citi-h  ajX  -i-  a^x^-i-. . .+  a„a;"  +  .  .  ., 
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convergeiile  dans  1  liilfi-valli-  i —  li.  -j-  l'i  i,  on  oldlcnl  une  nouvelle 
série  enliôrc 

il/  <?i  -^  a«2.7'  —  .  .  .  -^  /i«„;r''-i  -4-.  .  ., 

(lui   est   convergente    dans    le   inènie  Inlervalle.  Il   suffit,  pour  le 
[Honver,  de  iiioulrer  que  la  série  des  valeurs  ah>((luc~ 

14 )  A,  ^  ■}. .\iX  -  . .  .  -;-  n  A„  \"-'  - . . . 

est  convergente  si  X<[R,  et  divergente  si  X  >- R. 

Pour  démontrer  la  première  partie,  supposons  X  <C  R,  et  soitR^' 
un  nombre  compris  entre  X  et  R.  X  <  H'<;  R.  La  série  auxiliaire 


IV        H    R         R'  \R7  R'\l</ 


est  convergente,  car  le  rappoil  d'un  Icime  au  précédent  a  pour 
limite  un  nond)re  ^j  inférieur  à  l'unit'',  iùi  nndti|)l;ant  les  difle- 
renls  termes  de  celte  série  par  les  facteurs 

A,R\     \i\\K     ....     A„R'",     .... 

qui  sont  tous  plus  petirs  (pTun  nombre  fixe,  puisipii'  R'<;R.  il  est 
évident  que  l.i  nouvelle  série  obtenue 


est  encore  c(^uvergentc. 

La  seconde  partie  se  démontre  de  même.  Si  la  série 


A,-^2A2X,^...-+-/iA„Xï   ' 


où  Xi  est  supérieur  à  R,  était  convergente,  il  en   serait   de  même 
de  la  série 

A|X,-J-iA,Xf-h...+  rtA„X74-... 

et,  par  suite,  de  la  série  7  A„X"  qui  a  ses  termes  plus  petits  que 

I 
ceux  de  la  précédente.  Le  nombre  R  ne  serait  donc  pas  la  borne 
supérieure  des  valeurs  de  X  qui  rendent  la  série  (9)  convergente. 
La  somme  /i(-p)  de  la  série  entière  (i3)  est  une  fonction  con- 
tinue de  la  variable  dans  le  même  intervalle.  Cette  série  étant  uni- 
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formément  convergente  clans  loul  intervalle  ( — R',  +  R'),  où 
R'<[R,  r-eprésente  la  dérivée  dey(:c)dans  cet  intervalle  (n"  32). 
Comme  le  nombre  R'  peut  être  pris  aussi  i-approclié  de  R  qu'on  le 
vent,  on  en  conclut  que  la  fonction  f{x)  admet,  pour  toute  valeur 
de  X  com.prise  entre  —  R  et  +  R,  une  dérivée  qui  est  représentée 
par  la  série  obtenue  en  dilFéreniiant  terme  à  terme 

(i5)  /'(-t)  =  rti  -i-  aflj.r  -+-. . .-(-  na„x''~^  -t-. . .. 

En  raisonnant  sur  cette  série  entière  comme  on  a  raisonné  sur 
la  première,  on  en  conclut  qaef{x)  admet  une  dérivée  seconde 

/"(.x)  =  2a2-i-  Gaa.r  -H.  .  .-H  /»(«  —  i)a„.T"--^.  .  ., 


et  ainsi  de  suite.  La  fonction  /(x)  admet,  dans  l'intervalle 
( — R,  -f- R),  une  suite  IJlimitéede  dérivé>^s  qui  sont  représentées 
par  les  séries  obtenues  en  différentiant  terme  à  terme 

(i6)  y">"'(a;)  =  1 .2. .  .11  an-h  2.3.  .  .11  (n  -+-  ])a„+i-r  -H.  .  . . 

Si  l'on  fait  dans  ces  formules  x=  o,  il  vient 

et,  dune  manière  générale. 


de  sorte  que  le  développement  de  /(x)  est  identique  au  dévelop- 
pement que  fournirait  la  formule  de  Maclaurin 

/(.r)  =/(o)-i- ^/'(o,  - -i^/'(o) -.  .  .+  -^-^^/ '"(o) +.  .  .. 

Les  coefficients  cig.  a,,  ...,  a„  étant  égaux,  à  des  facteurs 
numériques  près,  aux  valeurs  que  prennent  la  fonction /"(a:)  et 
ses  dérivées  successives  pour  x  =  o,  il  est  clair  que  le  développe- 
ment d'une  fonction  en  série  entière  ne  peut  être  possible  que 
d'une  seule  manière. 

De  même,  en  intégrant  terme  à  terme  une  série  entière,  on 
obtient  une  nouvelle  série  eniièpe,  avec  un  terme  constant  arbi- 
traire, qui  est  convergente  dans  le  même  intervalle  que  la  pre- 
mière,   et  l'admet   pour  dérivée.  En   intégrant   de    nouveau,    on 
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()l)liondfa  une  nouvelle  si  rie  dont  les  deux   piemiei's  coeKicicnts 
seront  arbiliaires,  el  ainsi  de  suite. 

Ernmples.  —   i"   l'our  toute  valeur  de  x  eoinprise  entre    — i 
et  ^  I.  la  progiessiou  i;éoini'lri(|iie  de  raison  —  x 

I  —  .r  +  X- —  ,?-'i  +  . .  .-H  (—  \)'x"  ^  .  .  . 

est   coiiveroente   et   a    pour  somme En  inlégranl  terme    à 

terme  entre  les  limites  o  et  ,r,  où  |  .i' 1  •<  i  ,  ou  retrome  le  déve- 
lop|)emeut  de  logi  i  -i-  x)  (n"  180) 


et  la  formule  est  encore  vraie  pour  j;  =  i ,  puisque  la  série  qui  est 
an  second  membre  reste  convert;eiite  pour  x  =  i . 

■>."   Pour   toute   valeur  de  x   comi)rise  entre   — i    el   +i,   on  a 


=  1  —  X-  -h  x''  —  x'>  -^ . . .  -h  ( —  i)"x-"  - 


en  intégrant  terme  à   terme  entre  les  limites  o  et  J7,  où  i  x  |  <I  i , 
il  \ient 

Ai'c  tang.r  =  '■ T  ~^  ^ ...—  (—  i)"  ■ h.  .  .. 


3     ■     5 
i^a  série  restant  convergente  pour  a?  =  i,  on  en  conclut  l'égalité 

-  _  Il        I  I 

4  3       5        -  ^  •  •  •  '   V  .j  „  _,_  [  ^  •  ■  " 

.3"  Soit  F(x)  la  somme  de  la  série  convergente 


F(./-,  =  i 


m  [ni  —  I  ) 


m  I  m  —  I  ) .  .  .  (  /»  —  /)  —  I  ) 


I  I  .2  l  .■}...  ■/! 

où  m  est  un  nombre  cpielconque,  et  où  |  jc  |  <  i .  On  en  déduit 

F  ix)  =  m\  \- X  +. .  .H ; i.7-/'"'  -T-. .  .    : 

'  L  '  I.2...(/>-IJ  J 

si  l'on  multiplie  les  deux  membres  par  {\ -^  x)  et  qu'on  réunisse 
les  deux   termes  qui  contiennent  une  même  puissance  de  x,  il 
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vienl,  d'après  l'idenlilr 

(m  — i)   ..fin — p  +  i.l         ('»  —  {)...( /Il — p)        mi  m    -  II... {m — p-r-i) 
I.  •>...(/< — I)  \.i...p  I.D.  .../> 

qu'il  esL  IikmIg  de  vérilicr. 

,  X  17/      X  r         '"  m{m  —  I) 

,       ,    ,.  i.'...r  "•■•]' 

c  esl-a-dirc 

(i  -\-  x)  V'{x)  =  m  F(x). 

Celle  relation  peut  s'écrire 

F  '  I  a"  )  m 

Vix)         1  -h  x' 

et  l'on  en  déduit  que  F(x)  est  de  la  forme 

p(x)=  Cd-^.r)'". 

Pour  déterminer  la  eonstante  C,  il  >ullit  de  remarquer  qu'on 
a  F(o)  =  i,  ce  qui  donne  C=i,  et  nous  retrouvons  le  dévelop- 
pement de  (1  +  x)"'-  (n°  180) 

,   _    m  /Il  (  III  —  !)...(/«  —  /'  -I- 1  ) 

'  ■   ~  ~^  I i .'.../> 

i"    lÀiMnpIaçons,    dans    la    lorrnule    précédente,    x   par   — x-, 

I     .,     . 

m  nni- ;  il  vient 

'  ■?. 

I  I      „         I  •  3      ,  I  .  i .')...(  2  /i  —  11, 

=  1  -     -  T-  H a-i  -+-.,.  +  ■ ■ — : X-"  H- .  .  . . 


\/  I  — a?2 

lormule  (|Lii  est  xalablc  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  —  i 
el  +  I .  Eu  inléi;rani  les  deux  membres  entre  les  limites  o  et  .r, 
où  I  j- 1  <;  I ,  on  obtient  le  développenu  nt  de  Arc  sin^r 

X        1   .r'         1  . 3  a-5  1 . 3.  j ..  .(•>.«  —  1)    jr-"+' 

Aicsin.i'= i —  — — I -T — h ...  -H  ■ 


3         -2 .  i    5  2 . 4  ■  (J  •  •  .  .*  '!        a  «  -H  1 


18i.   Seconde  démonstration.   —  Les  propriétés  des   fonctions 
représeniécs  par  des  séries  entières  peuvent  être  établies  par  une 
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méthode  plus  élémenlaire.  Soient  x„  nu  nombre  compris  eriire 
—  R  et  +  R.  et  x,  un  nombre  voisin  com()ris  dans  le  même  inter- 
valle. Pour  démontrer  que  la  diirérence  /(a;,) — /(^o)  tead  vers 
zéro  lorsque,  x„  rest^ml  fixe,  x,  tend  vers  x„,  retranobons  terme 
à  terme  les  deu\  séries  qui  représentent  ^i^o)  ^^  /{^t)\  il  vient 

fi  .v,)  — /(a-o)  =  a,( .Vi  —  J"o)3-*-  (h^^l  —  .r;  i  -r- .  .  . -f-  a„( x'[  —  a;J)  -t-. . .. 

Le  terme  général  de  cette  nouvelle  série  peut  s'écrire 

a„{Xi  —  a-o)  (J"""'  -i-  x"'-  Xf,-r-.  .  .-ï-a-'û"'). 

Pour  avoir  une  limite  supérieure  de  la  valeur  absolue  de  ce 
terme,  désignons  par  /  un  nombre  positif  inférieur  à  R  et  supé- 
rieur à  I  Xfl  I  ;  comme  on  doit  faire  tendre  X|  vers  Xa.  nous  suppose- 
rons aussi  que  l'on  a  /  >  |  a;,  |.  La  valeur  absolue  de  l'un  quelconque 
des  produits  Je"~',  x"~'x„^  ...  est  alors  inléricure  à  /""'  et  par 
suite  la  valeur  absolue  du  terme  général  considéré  est  inférieure 
à  n A„  l"~*  \Xi  —  Xq  \.  Nous  avons  donc 

i/(a-i)— /(.ro)  \  <\r^  —  x„\{\y—  i\,l  ^ .  .  .-  /i.A;,/''-^-^-. ..); 

or  la  série  entre  parenthèses  est  une  série  convergente  puisque 
/<<R(n°  183).  Donc  la  différence /(x,  ) — /(^o)  ^^^^  l>'en  vers 
zéro  en  même  temps  que  Xt  —  x^.,  et  la  fonction /"(.r)  est  continue 
en  tout  point  compris  entre  — R  et  +  R. 

Pour  démontrer  cpie  f\{x)  est  la  dérivée  de  /{x),  il  suffit  de 
même  de  promer  que  la  dillerence 

.r,  — .To 

1.1  1  r  •  f(^t} f(^o) 

tend  vers  zéro,  lorsque  .«i  tend  vers  Xg-  Le  quotient"^ ■ 

est  égal,  nous  .venons  de  le  voir,  à  la  somme  de  la  série  conver- 
gente 

a,  -i-a,(.r, -^.<:o)  -H.  . .  —  rt„(a-','-'  —  .-ry-'.ro-!-.  .  .  — .rj"')  —  •  ■  •■ 

En  retranchant  terme  à  terme  de  cette  série  la  série  qui  représente 
f\ixo).  on  trouve  pour  D  une  série  dont  le  terme  général  peut 
s'écrire 

«  r,[ix'i~^  —  x'i'^  )  -^  {x'{--  Xa—  x'^-^)  — .  . .--  {Xix'i''^  —  x'^-^)] 
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et  chacune  des  dillerences  a;""'  — ^ô'^',  x"~- Xo  —  x-'^~',  ■■■  esl  le 
produit  de  .r,  —  .r'o  par  des  produits  de  la  forme  x^  xf,  p  etq  étant 
deux  nombres  entiers,  dont  aucun  n'est  négatif,  et  dont  la  somme 
est  égale  à  71  —  2.  Le  nombre  total  de  ces  produits  est,  il  est  aisé 

de    le    voir,   («  —  1)  4- (/*  —  2)  +   ...   +2  +  1  = -<   et  la 

valeur  absolue  de  chacun  d'eux  est  inférieure  à  /"^-,  le  nombre  t 
ayant  la  même  signification  que  plus  haut.  On  a  donc 

I  D  I  <    '  '""'  ^  •'"  I   [îAj-H  6A3/  +.. .+  «(«  -  i)A„Z''-'--l-..  .], 

et  la  série  entre  |)iirenllK'ses  est  convergente  lorsque  l  est  un 
nombre  positif  inférieur  à  R,  car  c'est  la  série  des  modules  de  la 
série  entièrey:.(x),  que  l'on  déduit  de/,  (.z;)  en  différentiant  terme 
à  terme.  Par  conséquent  D  tend  \ers  zéro  lorscpie  x^  tend  vers  Xu- 

I80.  Extension  de  la  formule  de  Taylor.  —  Soienl/(a;)  la  somme 
d'une  série  entière  convergente  dans  l'intervalle  ( — R,  -t-  R),  X(, 
un  point  de  cet  intervalle,  et  x^  +  /i  un  autre  point  du  même  inler- 
valle,  tel  que  |  a:»  |  +  |  /«  |  <  R-  La  série  qui  a  pour  somme/(a-(i  +  h) 

«0+  OiiXo-T-  II)  -)-  «i(2-oH-  /l)^-h.  .  .-h  aniXo-^  /i)"  +  .  .  . 

peut  être  remplacée  par  une  série  à  double  entrée,  que  l'on  obtient 
en  développant  les  diverses  puissances  de  x^  +  h  et  écri\  ant  sur 
une  même  ligne  les  termes  de  même  degré  en  h 

(17)  ag-l-rtia-o-t-      f'2^0      -H... -h     Cln^'t  -^  ■  ■  . 

-h  Uih  -+-  xa^Xfili  +  .  .  .  +  na„x'^~^  h  -h  .  .  . 

;•>                          /(('(  — 1)  „_.,  ,, 

-t-      «2''         +...-t ■_ Cln-to     -"    -t-... 


Cette  série  à  double  entrée  est  absolument  convergente;  en  effet, 
si  l'on  renqDlace  chaque  terme  par  sa  valeur  absolue,  on  a  la  nou- 
velle série  à  double  entrée  et  à  termes  positifs 

(18)     A„+A,|.7-„|-4-    Ao|'''o|-        -...+     A„|.r„|"-f-... 

+  A,|/i  I    H--2A.,|.r„||/j|+...-T-/iA„|a-ol«-M/'  |+...- 

t    I  >  1.1  iii't  —  i  )  ,.  ,    , 
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Si  l'on  fait  la  somme  des  élémenls  de  ce  inMeaii  par  colonne-  ver- 
ticales, on  ohiieiil  la  série 

Ao-^  A,  1 1  :r,  I  ^  I  /,  i]  -.  .  .-  A„[|  i-o  I  -  I  /,  |]''-. . . 

(|iii<-.|  convergenle  piiisqn  on  suppose  1  jTo  | -|- | /<  |  <1  P>.  <'n  peut 
doue  faire  la  somme  des  éléments  du  tableau  (17),  soit  par  lignes, 
soit  par  colonnes.  En  faisant  la  somme  par  colonuts,  on  re- 
trouve y"(.r„-i- /«)  :  en  faisant  la  somme  par  lignes  horizontales,  le 
résultat  est  ordonné  suivant  les  puissances  de  II  et  les  coefficients 

de  h.  Il-,  ...  sont  respecti\  einent  /'«.r,,!.  ". — --^z  ■■■■  Nou'^  pou- 
vons donc  écrire,  en  supposant  ]  /;  I  <  R  —  |  Xj  |, 


L;i  formule  (19)  s'applique  cerlaii)emenl  dans  l'intervalle  de 
'  ,1  —  Pi  -r  I  .ïfl  I  à  jr„  -j-  Il  —  I  JTa  ].  mais  il  peut  se  faire  que  la  série 
qui  est  au  second  meniljre  soit  convergente  dans  un  intervalle 
])lus  étendu.  Considérons  par  exemple  la  fonction  (i-r-x/",  où 
/?j  n'est  pas  un  nomhre  entier  positif;  le  développement  suivant  les 
puissances  de  x  est  valable  de  x  =  —  1  jusqu'à  x  =  -h  i  ■  Soit  Xo 
une  valeur  de  .r  comprise  dans  cette  intervalle,  nous  pouvons  écrire 

(iH- x/"  =  (1 -r- ro-i- ar  — arc)"' =  (1 -I- j-o)"'[l  ^  5]'", 


et  développer  (i -)-;;)'"  suivant  les  puissances  de  ;.  Ce  nouveau 
développement  sera  valable  pourvu  que  |  ;  |  <;  i ,  c'est-à-dire  pour 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  —  1  et  i  -i-  ix„.  Si  x„  est  positif, 
le  nouvel  intervalle  est  plus  grand  que  le  premier  ( —  i,  -i-  1  )  et, 
par  conséquent,  la  nouvelle  formule  permettra  de  calculer  la 
valeur  de  la  fonction  pour  des  valeurs  de  la  variable  situées  en 
dehors  de  l'inlervalle  jirimitif.  En  approfondissant  celte  remarque, 
on  est  conduit  à  une  notion  extrêmement  importante,  celle  du 
prolongement  analytique,  dont  nous  réservons  l'élude  pour  le 
^  olunie  suivant. 

Renianjue.  —   Les  [iropriélés  établies  pour  les   séries  urtiou- 
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nées  suivant  les  puissances  positives  d'une  variable  x  s'étendent 
évidemiiieni  sans  difficullé  aux  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances positives  de  a?  —  a  et,  plus  généralement,  aux  séries  ordon- 
nées suivant  les  puissances  positives  d'une  fonction  continue 
quelconque  3(.r);  il  suffit  de  les  traiter  comme  des  fonctions 
composées,  la  f'oiiclion  intermédiaire  étant  !p(.r).  Ainsi,  une  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  positives  de  —  est  convergente 
pour  les  valeurs  de  .r  dont  la  valeur  absolue  dépasse  une  certaine 
limite,  et  représente  une  fonction  continue  pour  toutes  ces  valeurs 
de  la  variable.  Considérons,  par  exemple,  la  fonction  \^ x-  —  a,  que 

nous  pouvons  éci-ire  :±ixi\ -;)    :  pour  des  valeurs  de  x  dont 

la  valeur  absolue  est  sîqîérieure  à  \fa .  (  i -\  peut  être  déve- 
loppé suivant  les  puissances  de  -^i  et  l'on  obtient  ainsi  la  formule 

f— I   rt  I     a-  1.3... (2/»  —  3)      al' 

\  X  —  a  —  .r  —  -  -  —  —  —       ...  ■).  i.6.  .  .ip      .r'-r-^ 


qui  donne  le  dé\  eloppemenl  de  y. y- — a,  lorsque  x  est  >  y/a. 
Lorsque  x<C- — \/a.  la  série  est  encore  convergente  et  a  pour 
somme — ■\/x'-  —  a.  Celle  formule  peut  ser\ir  à  trouver  le  déve- 
loppement de  la  racine  carrée  il  un  nombre  entier,  lorsfpic  l'on 
connaît  le  carré  pai(ait  immédialemiiit  supérieur. 

186.  Fonctions  majorantes.  —  Les  iiropiirtés  déjà  déinontrées 
établissent  une  grande  analogie  entre  les  [jolynomes  et  les  séries 
entières.  Etant  données  plusieurs  séries  enlièresy,  (.r). /^(.r),  ..., 
f,t{x)i  soit  ( — /•,  -t- /•)  la  plus  petite  des  régions  de  convergence 
de  ces  séries  ;  pourvu  que  |  a;  |  <  /•,  ces  séries  sont  absolument  con- 
vergentes et  l'on  peut  les  combiner  par  addition  et  multiplicaiion, 
comme  des  polynômes.  D'une  façon  générale,  tout  polynôme 
entier  enyi(a;),  /^{x),  ...,  /n{x)  peut  être  développé  en  une 
série  entière  convergente  dans  le  même  intervalle. 

Pour  étendre  ces  propriétés,  nous  définirons  d'abord  certaines 
expressions,  qui  seront  employées  par  la  suite.  Soient/(3^)  une  série 

entière 

y  (.r  )  =  «0  —  «i  .r  -i-  flj  .r-  -^ .  . .  -^  a„  x"  ^- . , . 
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t!l  z)(x)   une  autre  série  enlière  coiivergenle  d;iiis   un    intervalle 
<'onvenable 


?(-^)  ■■ 


(loai  tous  les  coeflicienls  a,  sont  positifs.  On  dit  que  la  fonc- 
tion 'f{x)  est  majoranlc  pour  la  fonction  f{x)  si  chacun  des 
coefficients  a„  est  supéiicur  ou  au  moins  égal  à  la  valeur  absolue 
<lu  coefficient  correspondant  àe  j\x) 


d'après  une  notation  pro|)osée  par  M.  Poincaré.  on  indique  ainsi 
celte  relation  entre  les  deux  fonctions  /'(a?)  et  '^[x)  : 

f{:r)  <  o{:c). 

Lmilité  des  fonctions  majorantes  dans  les  raisonnemenis  lient 
à  la  propriété  suivante,  qui  est  une  consi'queuce  iniinédiale  de  la 
définition  :  Soit  ?„(«„,  dy,  ....  a,,)  un  polynôme  dépendant 
des  «  +  •  premiers  coeflicienls  île  fi x),  et  dont  les  coelficienls 
sont  réels  el  positifs;  si  Ion  remplace  dans  ce  polynôme  «o: 
a ,  a„  par  [es  coefficients  coirespondants  de  la  fonction  majo- 
rante ^{x),  on  a  évidemment 

|P(.ro.  «1,  ...,  a„)|^P(ao.  a,,  ...,  a„). 

Par  exemple,  si  'f{x)  est  une  fonction  majorante  poury'(x),  la 
série  qui  représente  [  !p(aj)]-  sera  majorante  pour  [/(:r)]-,  ...  et, 
en  général,  [«(-y)]"  sera  majorante  pour  [/  (x)J".  De  même,  si  œ 
et  !p,  sont  des  fonctions  majorantes  pour  f  el  /,  respectivement, 
le  produit  ov,  sera  une  fonction  majorante  pour_^'i,  .... 

Etant  donnée  une  série  enlière  /{x)  convergente  dans  l'inter- 
valle ( —  R,  4- R),  la  recherclie  d'une  fonction  majorante  est  un 
pi-oblème  d'une  grande  indétermination.  Mais  il  y  a  intérêt,  pour 
la  suite  des  raisonnemenis,  à  choisir  une  fonction  majorante  aussi 
simple  que  possible.  Soit  /•  un  nombre  positif  inférieur  à  R,  mais 
aussi  voisin  de  R  qu'on  le  \oudra.  La  série  étant  absolument  con- 
vergente pour  ,î;  =  7-,  soit  M  la  borne  supérieure  de  la  valeur 
absolue  des  termes  de  cette  série  ;  on  a,  quel  que  soit  n. 
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La  série  dont  le  terme  général  est  1\I  — ;  c'est-à-diie 


est  donc  une  fom-tinn  m;ijorante  poiiry(.r');  c'est  celle  dont  on  se 
sert  le  plus  soiuenl.  Lorsque  la  série  f{x)  ne  présente  pas  de 
terme  constant,  nii  [wiil  de  même  prendre  pour  fonction  majorante 


fonction 


-^-M. 


On  peut  prendre  pour  r  un  nombre  quelconque  inférieur  à  R,  et 
il  est  clair  que  le  nofnhre  correspondant  IM  diminue  en  général 
avec  /•,  mais  ne  peut  jamais  être  inférieur  à  V,,,  si  Ao  n'est  pas 
nul.  Lorsqu'il  en  est  ainsi,  on  peut  toujours  trouver  un  nombre 
positif  p  <<  R,  tel  que  la  fonction  — —  soit  majorante  pour  f{x). 

En  clfel,  soit 

M  +  M-  -M—  --...^M—  --..., 

où  M  >  Ao,  une  première  fonclioii  majorante.  Prenons  un  nombre  p 

•    r-    •  .       A„  .      .  -^ 

intérieur  a  /■  — ;    on  peut  ccnre,  en  supposant  /î  ^  i , 

et  par  suite  |  a„z"  |  •<  \o  •  d'ailleurs,  on  a  |  a„  \  =  A,,.  La  série 

x  x-^  X"- 

Ao  —  Ao  -  —  A„  —  -^  . .  .  -T-  Ag  —  -<- .  . . 

est  donc  majorante  poury(.r  i;  cetle  propriété  nous  ser\ira  tout  à 
rbeure.  Plus  généralement,  on  peut  prendre  pour  M  un  nombre 
quelconque  supérieur  ou  au  moins  égal  à  Ao- 

On  verra  de  la  même  façon  que,  dans  le  cas  où  «,,  =  o,  on  peut 
prendre  pour  fonction  majorante  une  expression  de  la  forme 


où  ]x  est  un  nombre  positif  arbilraire. 
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Remarque.  —  La  connaissance  d'une  piogiession  géoniélriqnc  décrois- 
sanlo  (-omme  fonction  majorante  permet  ans*i  de  se  rendre  compte  de 
l'approximatinri  obtenue  quand  on  remplace  la  somme/(.r)  de  la  série 
pal  la  somme  des  /(  -^  i  premiers  termes  (  l'oir  n"  159,  licinarquo  II). 

187.   Substitution  dune  série  dans  une  autre  série.  —  Soit 

(  910  )  z  =  f(r  )  =  «0  +  «  1  „>'  ^ . . .  -1-  «/i.K"  -'-■■■ 

uni'  série  ordonnée  suivant  les  puissances  d'une  \ariable  y,  et 
convcrgenle  pourvu  que  l'on  ail  |j)'|<^K-  Soit,  d'autre  part. 

(21)  /  =  -.f  (.r)  =  i„+  /.-..r  — .  .  .-^  /,„,,••■-!-.  .  . 

une  autre  série  convergente  dans  l"iuler\alle  de  — /à  -^  r.  Ima- 
ginons i[ti'oi)  remplace,  dans  la  séi'ie  (20  ).  j\  y",  i'',  ...  par  leurs 
développements  eu  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  .c. 
déduits  de  la  formule  (21);  nous  obtenons  de  cette  façon  un 
tableau  à  double  entrée 

••'       «u-r-rti^'o      -t-     «a^'o  -f-...-î-     «„/<J{-l-... 

H-«i/)iJ-  -n-  2a.,b„biX  -^  .  .  .-^  na,ib"''  Oi.r  -T- .  .  . 

-I-  Oi/j^x--^  a2{b']-T-  iù„ù.2).r'-  — .  .  . 


et  nous  allons  clicrclier  si  ce  tableau  à  iIomMc  entrée  peut  être 
absolument  con\ergent.  Il  faut  d  abord  que  la  série  obtenue  en 
prenant  les  termes  de  la  première  ligne,  c'est-à-dire 

Oo-i-  «1  bd-r-  ii^bl  ^  .  .    , 

soil  absolument  convergente,  ou  que  l'on  ail  |  6,,  |  <  Pi.  Celte  con- 
dition est  suffisante.  En  effet,  si  elle  est  remplie,  on  peut 
prendre  jiour  fonction  majorante  de  'j(.i')  une  expression  de   la 

,.               m  ,  ,  ....  ,  . 

lorme  -■,   ou  m  esl    un   nombre   posilil  rpielconque  supérieur 

T  —  — 

à  I  60  I,  et  où  0  <;  /■  ;  on  peut  donc  supposer  cpie  Ion  a  pris  m  <i  R. 
Soit  R'  un  nombre  positif  conqiris  entre  m  et  R;  la  fonction /(y) 
admet  elle-même  pour  fonction  majorante  une  expression  de  la 
forme 
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bi  diuis  celte  dernière  série  on  remplace  y  piir -,  et  qu  on 

développe  les  diverses  piiiss;inces  de  y  suivant  les  puissances 
croissantes  de  x  par  la  rormule  du  hinoine,  on  obtient  un  nouveau 
tableau  à  double  entrée 


dont  tous  les  coefficients  sont  positifs  et  supérieurs  aux  valeurs 
absolues  des  coefficients  correspondants  du  tableau  (22),  car  un 
coelfieient  quelconcfue  du  tableau  (22)  se  déduit  des  coefficients  «o. 
«,,  Mo,  ...,  bai  ^11  '''27  •■•)  pai'  (les  additions  et  des  multiplica- 
tions seulement.  Si  donc  la  série  double  (28)  est  absolument  con- 
vergente, il  en  sera  de  même  a  fortiori  de  la  séi'ie  double  (22). 
Si  dans  la  série  (a3)  on  remplace  a;  par  sa  valeur  absolue,  il  faudra, 
pour  (pie  le  tableau  soit  convergent,  que  les  séiie  obtenues  en 
prenant  les  termes  d'une  même  colonne  soient  convergentes,  c'est- 
à-dire  que  Ton  ait  1  x  j  <  p.  Celte  condition  étant  remplie,  la  somme 
des  tenues  de  la  (/(  -H  i)''""^  colonne  est  égale  à 


■'(■-^)1"' 


fl  il  faudra  en  outre  ipi  on  ait  aussi 
c'esl-a-dire 

La  dernière  inégalité  (24)  entraînant  la  précédente  |x(<p. 
il  s'ensuit  qu'elle  exprime  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  la  série  double  (aS)  soit  absolument  convergente.  La 
série  double  (22)  sera  donc  aussi  absolument  convergente  pour 
les  valeurs  de  x  satisfaisant  à  celte  condition;  remarquons  que 
toutes  ces  valeurs  de  x  rendent  convergente  la  série  's{x),  et  que 
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la   valeur   corresponilante    de    f    c>l    nioindic    (|iif    Pi    en   valeur 
absolue,  car  les  inégal! lés 

I  ?(•■«•.»  I  < 


!■'■ 


entraîiieal  1  inégaiilé  I '^(  .r)  I  •<  R'.  SI  l'on  fait  la  SDiiiiue  de  celtr 
série  ('.a)  en  aioutanl  pai'  colonnes,  on  Irouvo 

c  esl-à-direy'[ 'j(.r)]  :  an  contraire,  si  l'on  ajoulr  par  liijiies  hori- 
zontale-;, on  ol. lient  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
croissantes  (\ti  x,  et  l'on  peut  écrire 

(as)  /['?(•''')]  =  (-'o-H  CiX  +  Co a-- -T-.  .  .-7-  r„. /■■'  —  ... . 

les  coefficients  Co,  c,,  c.,  ...  s'e\primant  au  moven  des  coefli- 
cients  des  deux  séiies  par  des  formides  faciles  à  étahlir 

iCo  ==  «0 -*-  «  1  ^0 -i-  «2  ^0  +  •  •  ■  ~=~  ""  ^0  +  •  •  ■  î 
Cl  =  «I  il  -!-  2fl-2^i  '-'o^~-  •  -"^  ^Oiib"~^  h,-h  ■  ■ ., 
C»=  «1  t.,  +  «0(6;  -!-  260^2)  -    •  •  ■  • 


l^a  relation  (aS)  n'est  étalilie  que  pour  les  valeurs  de  x  qui 
satisfont  à  l'inégalité  (24)  mais  ce  nesi  là  qu'une  limite  inférieure 
de  rinler\allc  où  celte  lelailon  est  applicable.  Il  peut  se  faire 
qu'elle  subsiste  dans  un  int("r\alle  beaucoup  plus  étendu.  C'est 
une  question  dont  la  solution  complète  exige  l'étude  des  fonctions 
d'une  variable  Imaginaire  et  qui  sera  repi-i-e  plus  lard. 

Cas  p/irCiciiliers.  —  i"  Le  nomlire  R'  (jui  figure  dans  l'iné- 
galité ('^4)  pouvant  être  suppo-é  aussi  voisin  de  R  qu'on  le 
veut,  il  s'ensuit  (]ue  la  formule  (aS)  s'applique  pourvu  que  l'on 

ail  I  X  I  <  p  (  1  —  T-  )  •  Cela  posé,  si  la  série  (20)  est  convergente, 

quel  (|ue  soii  v.  on  peut  supposer  R  infini,  et  p  aussi  voisin  de  /• 
c|u'on  le  voudra.  I.a  formule  (a5)  sera  donc  applicable  pourvu  que 
Ion  ait  |x|<;''-  c'esl-à-dire  dans  le  même  intervalle  (|ue  la  for- 
mule (21).  lin  particulier,  si  la  série  '■^{x)  est  convergente  quel 
que  soit  X,  comme  /(.!'  ),  on  peut  aussi  supposer  /■  infini,  et  la 
formule  (25j  subsiste  (piel  (pie  soit   x. 
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■2°  Lorsque  le  terme  constant  b(,  de  la  série  (21)  est  nul,  on  peut 
prendre  comme  fonction  majorante  de  »(j?)  une  expression  de  la 
forme 


où  I  <^ /•,  m  pouvant  être  quelconque.  En  raisonnant  comme  dans 
le  cas  généra!,  on  démontrera  que  la  formule  (25)  est  applicable, 
pourvu  que  l'on  ait 

(27>  |-^I<?ÏT— ^ ' 

R'  élanl  aussi  voisin  de  R  qu  on  le  \ouJra.  ijinler\alle  loiirni  par 
celte  dernière  inégalité  est  plus  l'tendu  que  celui  (|ui  est  donné 
par  la  condition  générale  (24). 

Ce  cas  particulier  se  présente  fréquemment  dans  la  pratique. 
L'inégalité  |  èo  |  <  R  est  alors  satisfaite  delle-méme,  et  le  coeffi- 
cieni  c„  ne  dépend  que  de  «(,•  "1  ^  ■...((„.  b,,  . . .,  b„, 

C(,=  «i),       C,=  rt,^,,       Co  =  rtiè2-7- «2»;,        ...,       C„  =  fli6n-f-.  ..-+-«„  6','. 

Exemples.  —  1"  Cauchy  a  montré  qu'on  pouvait  déduire  la  formule  du 
binôme  du  développement  de  log(i  +  3:).  On  peut  écrire  en  elVet 

1  I  _,r)(i=  e;j.ios.i+.r)  =  ^.1  =  ,_■_  Z  .^  ZL  ^. .  . . 
11.2 
en  posant 

,      ,  Ix       X-        ar^        T'        \ 

%■  =  <i  lo?(  I  —  X)  =  'j-X ; — T-  ■  ■  )  ' 

'   V  I  2  j  4         / 

ce  qui  donne,  en  substituant  le  second  dé\eloppement  dans  le  premier, 


{\  +  x)V-  = 


\  \x-    I X        x''-        .r'         ',  - 


Il  est  clair  qu'en  ordonnant  le  second  membre  suivant  les  puissances 
de  .T,  on  obtient  pour  coefficient  de  x"  un  polynôme  de  degré  n.  en  ji, 
soit  P„([ji).  Ce  polynôme  doit  s'annuler  pour  ;ji  =  o,  i,  2.  . .  ,  «  —  i  et  se 
réduire  à  l'unité  pour  ;j.  =  /i,  ce  qui  suffit  à  le  déterminer 


P,,^ 


iJi  (  [i  —  1  ) .  .  .  f  ;j.  —  /(  -i-  I  ) 


\  .1.  .  .n 
2"  Soit  z  =  (i-T-.r  )',  X  étant  compris  entre  — 1  et  -H  i.  On  peut  écrire 

.-  =  «,  =  , +  Z  +  Z1^... 

I  1.2 
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en  |i(i5iuit 

■^    "     X      "'■'  '       ■      •'    ~  .,  -j  •    •    •     T-    t.  '„.,_, 

l.o  pi'omioi'  (K'-velop|ienn;iil  csl  valalilc  quel  que  -nil^^;  le  second  n'est 
\alable  que  si  |a-|  <  i.  La  fininiile  obtenue  en  subsliluanl  le  second  déve- 
loppement dans  le  picniier  s'appliquera  donc  aux  valeurs  de  x  comprises 
entre  —  i  et  -i-  i. 

En  se  bornant  au\  doux  premiers  termes,  on  a 


(,  I  -i-  a-) ■■  =  e (  '  "^ 


Lorsque  .r   tend   ver-;    /.l'ro   par    valeurs   positives.   (i-t-.r)''    tend    donc 
vers  e  en  croissant. 

188.    Division  des  séries  entières.  —  Coiisidéions  d'abord  l'in- 
VI  l'^i'  d'une  série  entière  commençaiil  par  l'unité 

/(>)  = 


1  — />,.r-^6,,7-2— ... 

el  convergente  dans  l'inlervalie  ( —  /•.  -|-  /•).  Posons 
)•  =  6 1  .e  -^  6-2 .r-  -^- . .  .  ; 


peut  ecrir« 


/(•^^  =  Tipy  =  '-..''+->''-r'  +  ---. 


et,  fil  subsliluanl  le  premier  développement  dans  le  second,  on 
obtient  pour_/"(,7?)  un  développetnent  en  série  entière 

/(  .r)  =  i  —  6iar-(- (6;  —  6.,).r--K.  .  . 

qui  est  valable  dans  un  certain  intervalle. 

(Jn  développerait  de  même  l'inverse  dune  série  entière  quel- 
conque commençant  par  un  terme  constant  diflérent  de  zéro. 

Soit  mainlenatit  à  développer  le  qitotienl  de  deux  séries  entières 

convergentes 

<^{x )  _  ao—  «i.ï"  -i-  '»2^-  +  .  . . 

^{X)  bo-i-   biX  -r   />2X'-^  .      . 
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Si  b„  n'est  pas  nul  on  peut  érriie 


•H-'-) 


=  (a„-i-  a,x  +  ri.,.r"--h.  .  . )  i< 


et,  d'après  le  cas  que  nous  venons  de  traiter,  le  second  membre 
est  le  |)rodnil  de  deu\  séries  enlièies  convergentes;  le  c|uolienl 
peut  donc  se  mettre  sous  forme  d'une  série  entière  convergonle 
pour  des  xalenrs  de  x  voisines  de  zéio 


«ja?  -T-  «ja:--!-  .  .  . 

=  C|i-+    Cl  X  -^  CT-  - 


1)0 -+-  hiX  ■+-  biX^- -i-  .  .  .   " 

En  chassant  le  dénoniinatenr  et  éf;alaiil  les  coeflîcieuts  des 
mêmes  puissances  de  x  dans  les  deux  mcmhres.  on  oiûlient  les 
relations  snivantes  ■ 

<^H  =  boC-n  -i~  f>\  Cii-i  +  .  .  ■  +  ^'/i  Co  (  /J  =  O,   I  ,   2,    .  .  .  !, 

cjui  déterminent  de  proche  en  proche  les  coefficients  Cg,  c,,  . .  ..  c„. 
On  remarqnera  que  ces  ci>e(ficienls  sont  précisément  ceux  que 
l'on  obtiendrait  en  elTectnanl  la  (li\ision  des  deux  séries  par  la 
règle  ordinaire  de  la  division  de  deux  jjolvnomes  ordonnés  suivant 
les  puis>ances  cioissanles  de  x. 

Lorsque  6o  =  o,  le  résultat  est  difl'érent.  Supposons,  pour  plus 
de  généralité,  'hi^x)  ^^  x'''ht{x),  k  (■{auI  nn  nombre  entier  positif, 
et  ili|  [x)  désignant  une  série  entière  où  le  terme  constant  est  diffé- 
rent de  zéro. 

On  peut  écrire 

•iix)   _       1        o(.T') 

et,  d  après  ir  (|u  on  \ient  de  voir,  on  a 

y-7—,  =  C(,+ Ci.r  4-.  ..+ c/(,-.ia.-'—i  + c/,î-''-i-C/,+  i.i-'' '-'  +  ..  ,. 
(}n  en  déduit 

<!/(.r)        x'''        ,r/.-i  "^  •  •  ■  ,-,,     ~^     •   '       .  +  !•         ••■■ 

le  quotient  est  donc  égal  à  la  soinnio  dune  fiaclioii  rationnelle, 
qui  <levienl  infinie  pour  ,7' =  o,  ei  d'une  série  entière  (uii  est  con- 
vereenle  dans  un  certain  intervalle  autour  de  l'oricine. 
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Heiuaicjiii'.  —  Pour  calculer  les  puissances  successives  d'une  série 
entière,  il  est  avantageux  ilans  la  pratique  d'opérer  comme  il  suit.  Si  dans 
l'identité 

(  «0  -;-  «1  a:  -!-  .  . .  -i-  rt„  .r"  -7- .  .  .  )'"  =  Co  -T-  Cj  a7  -r- .  .  .  -^  c„  .r"  — .  . . , 

on  prend  les  dérivées  logarithmiques  des  deux   membies  et  qu'on   chasse 
les  dénominateurs,  on  parvient  à  une  nouvelle  identité 

(29)  /«(Oi-r-aasJ- -h... ^- ««„.?■"-'-(-...)  (ro-i-  Cyx  -^...^  c^x"  -1-...) 

=  (a0-T-  atx  -h...-i-  a„.r"  -^...)  (c, -^  20,3" -i-...-i- nc„a-"-'H-...). 

Il  est  facile  de  former  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  x  dan? 
les  deux  membres,  et,  en  égalant  les  coefficients  des  mêmes  puissances, 
on  a  une  suite  de  relations  qui  déterminent  de  proche  en  proche  Cj , 
•  ..  . . .,  c„,  ....  connaissant  ("o.  Or  on  a  évidemment  Co  =  «(('. 


18'J.  Développement  de  •   —  l'roposons-nous  de  dé\e- 

v'i  — 2./-;  -  3' 

suivant  les  puissances  de  3.  En  posant  y  =  ixz  —  .;-'. 


on  peut  écrire,  pourvu  que  \y\  •<  ' 


c'est-à-dire 


3  . 


et,  en  réunissant  ensemble    tous   les   termes   qui   sont  divisibles  par  une 
même  puissance  de  ;.  on  obtient  un  développement  de  la  forme 


P„=,,  P,  =  x.  V.=  — '-, 

■>. 

P„  étant  un  poljnome  de  degré  n  en  x.  Ces  polynômes  se  déterminent  de 
proche  en  proche  par  une  loi  de  récurrence.  En  différentiant  la  formule 
précédente  par  rapport  à  z,  il  vient  en  elfet 

^—^ =  Vi^iP.z^...^  nP„j''-' -!-..., 

I  I  —  ■y.xz  -T-  z-^- 

'c  qui  peut  s'écrire,  en  tenant  compte  de  la  formule  (3i)  elle-même, 
<  -3)(:P„-^P,;^...-hP„;''^...)  =  (i-2a---^:')(Pi-!-2p,s-4-...>; 
G..  1.  3o 
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égalons  les  coefficients  de  z"  dans  les  deux   nieinbjes,  et  nous  liouvons  la 
relation -de  récurrence 

(n  -+- 1  iP„-M  =  (■>.«  -^i).'-|'„  —  /i  P„  _,. 

Oi'  cette  l'olalioii  est  identique  à  colle  qui  lie  trois  polynômes  de  F^egendie 
conséculifs(n°90),  et  l'on  a  P»  =  Xo,  Pi  =  X,,  l'.,  =  X.^.  On  a  donc  P„  =  X„, 
quel  que  soit /).  et  la  formule  (  3i)  de\ienl 

(:;2)  '  =  1 -- X,;  H- Xo;^^...-;-X„  ;«--..., 

v' I  —  5.rû  -r-  z''- 

X„  étant  le  /)"""■  polvnomc  de  I^egcndre 

X„  = 


.  4  ■  0 . . .  •->.  n  d.r" 
On  verra  |)lu5  tard  daif^,  quel  intervalle  cette  formule  est  ap|)licable. 

m    —  SKlUliS  ENTIl'il'.liS    V  PLUSUiUlVS  VAIU\tiLliS. 

190.  Région  de  convergence.  —  Coiisidéroiis  tl'ahord  une  série 
enlièrc 

(33)  2a,„„.X"'V", 

dont  tons  les  coefficients  \„„,  sont  positifs,  el  oii  les  variables  X 
el  Y  ont  elles-mêmes  des  valeurs  positives.  11  est  clair  que  si  la 
série  est  convergente  pour  un  système  de  valeurs  positives  Xj,  Y,,. 
elle  sera  convergente  pour  tout  sjstcine  de  valeurs  (X,  Y)  lel 
qu'on  ait  X^Xo,  Y  ^  Yo.  Au  contraire,  si  la  série  (3.3)  est  diver- 
gente pour  les  valeurs  Xo,  Yq.  elle  sera  a  fortiori  divergente  si 
l'ona  à  la  l'ois  X^Xo,  YJ^o-  En  d'autres  termes,  si  la  série  (33) 
est  convergente  pour  les  coordonnées  d'un  point  M  situé  dans 
l'angle  XOY,  elle  est  aussi  coiivergente  pour  tous  les  points  situés 
à  l'intérieur  ou  sur  les  côtés  du  rectangle  OPMQ  {fig-  32);  au 
contraire  si  la  série  est  divergente  pour  les  coordonnées  du  |)ointM, 
elle  est  divergente  en  tout  point  situé  à  l'intérieur  ou  sur  les  côtés 
de  l'angle  droit  P'MQ'. 

Gela  posé,  considérons  une  demi-droite  indéfinie  0!^,  dans 
l'angle  XOY,  et  un  point  m  décrivant  cette  demi-tlioite  à  partir 
de  l'origine.  Les  coordonnées  de  ce  point  /h,  et  par  suite  tous  les 
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leriiics  lie  la  série  (33),  où  A,„„  n'est  pas  nul,  vont  en  croissant 
lorsque  le  point  m  s'éloigne  de  rorijiine.  il  y  a  rlonc  sur  la  droite 
()L  un  point  séparatif  M  tel  que  la  série  (33)  est  convergente  pour 
tout  [Joint  du  segment  OM  compris  entre  l'origine  et  le  point  M, 
et  ilivergi'nte  pour  tout  |ioint  de  ()1,  au  di'là  du  point  M  (  '  ). 


y 

M 

«N 

Q 

y^^^^ 

-^ 

-'S 

0 

P 

'^ 

('.()  lime  cas  particuliers,  il  peut  arrner  (jue  le  point  M  soit  à 
l'origine;  la  série  (33)  est  alors  divergente  pour  tout  |)oint  non 
situé  sur  l'un  des  axes  OX  ou  0\ .  Si  le  point  M  est  rejeté  à  l'in- 
fini, la  série  (33)  est  au  contraire  convergente  quels  que  soient  X 
et  Y,  c'est-à-dire  dans  tout  l'angle  XOY. 

Laissant  de  côté  ces  deux  cas  extrêmes,  sur  cluicpie  demi-droite  OL 
située  dans  l'angle  X0\  nous  avons  ainsi  un  point  M,  dont  la 
distance  à  l'origine  varie  d'une  manière  continue  avec  le  coefficient 
angulaire  \  de  celte  droite.  Soit  en  eflet  OL'  une  demi-droite  voi- 
>  wc  de  OL  (Jig.  Sa).  La  série  (33),  étant  convergente  en  tout 
point  du  segment  OM,  est  convergente  en  tout  p6inl  situé  à  l'inté- 
rieur du  rectangle  OPMQ  et,  par  suite,  en  tout  jjoinldu  segment  OPv. 
\ii  contraire,  la  série  (33),  étant  divergente  en  tout  point 
A<-  ML,  est  aussi  divergente  en  tout  point  de  SL'.  Le  point  sépa- 
ratif i\r  de  la  demi-droite  OL'  est  donc  un  point  du  segment  RS, 
il  par  conséquent  ce  point  M'  vient  se  confondre  avec  le  point  M 
lorsque   OL'  vient  se   confondre  a\ec  (_)L.   Le   lieu   décrit  par  le 


('  )  Si  >.  est  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  OL,  l'abscisse  du  point  M  est 
l'inverse  de  la  plus  grande  des  limites  de  l'ensemble  des  nombres  \/.\  "hi.  où 
"  = /• -^  q  (Lemaire,  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  \%<>,  p.  286). 
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point  M  lorsque  la  demi-dioile  OL  décrit  Tangle  XOY  est  une 
courbe  F  qui  sépare  cet  angle  XOY  en  deux  régions  distinctes, 
une  région  intérieure  (I)  et  une  région  extérieure  (E).  Un  point/» 
est  dans  la  région  (I)  si  re  point  est  silué  entre  l'origine  et  le 
point  séparalif  M  de  la  droite  0//«,  et  il  esl  dans  la  région  (E)  dans 
le  cas  contraire.  Il  résulte  de  la  définition  même  de  celte  courbe  F 
que  la  série  (33)  est  corwergeiite  en  tout  point  de  la  région  (1) 
et  divergente  en  tout  point  de  la  région  (E).  En  un  point  de  la 
courbe  séparatrice  F  la  série  peut  être  con\ergente  ou  divergente 
suivant  les  cas. 

Cette  courbe  séparatrice  F  peut  avoir  des  formes  très  di\ erses, 
suivant  la  série  considérée.  Il  résulte  seulement  du  raisonnement 
fait  plus  haut  que  l'ordonnée  d'un  point  de  celte  courbe  ne  peut 
augmenter  lorsque  l'abscjsse  augmente  et  inversement.  Pour  voir 
ce  qui  arrive  lorsque  OL  tend  vers  OX,  il  suffit  de  remarquer  que 
l'abscisse  du  point  M  ne  peut  décroître  et  que  l'ordonnée  de  ce 
point  ne  peut  augmenter;  y  tend  donc  vers  une  limite,  tandis 
que  X  peut  tendre  vers  une  limite  ou  augmenter  indéfiniment.  La 
courbe  F  peut  donc  aboutir  à  un  point  A  de  OX,  ou  avoir  une 
asymptote  parallèle  à  OX,  qui  peut  être  l'axe  lui-même.  Remar- 
quons seulement  que,  lorsque  la  courbe  F  aboutit  à  un  point  AdeOX, 
la  série  (33)  n'est  pas  forcément  divergente  pour  tout  point  de 
l'axe  OX  au  delà  du  point  A.  Il  est  clair  que  tout  cela  s'applique 
aussi  à  l'axe  OY. 

\  m  Y" 

Exemples.   —   i"  La  série  S  M  ' 7—  est  conver!;enle  si  l'on  a  à  la  fois 

'  a'"  0" 

'^' 

X<rt,  Y  <6, et  dansce  cas  seulement,  et  a  pour  soin  me ^^ rrr  • 

La  courbe  r  est  foimée  ici  des  deux  côtés  d'un  rectangle  paiallèles  aux  axes. 
■1"  La  série  double 

(/»-+-«)'   X"'V"  iM 


ilM 


'  /;" 


'}^i) 


X        Y 

est  convergente  fi  l'on  a  ^ — 1-  —  <  1.  La  courbe   T  est  ici  un  segment  de 
a         Cl 

droite  compris  entre  les  deux  axes  OX,  OY. 

3°  La  série  double  XA,„„X"'Y''.  où  l'on  a  A,„„,  =  i,  et  A„,„=  o  (pour 
m^n),  n'est  convergente  que  si  l'on  a  XY' <  i.  La  courbe  T  est  une 
branche  d'hyperbole  asymptote  aux  deux  axes. 
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ifio 


->'Qy(iY 


oii  les  indices  m  el  /i  varient  de  un  à  -;-  x,  est  convergente  à  1  intérieur 
du  même  rectangle  que  la  série  du  premier  exemple  et  en  outre  en  tous 
les  points  des  axes  OXet  OY.  Lorsque  la  demi-droite  OL  tend  vers  0\.  le 
point  M  de  OL  tend  vers  le  point  d'abscisse  a  de  OX  tandis  que  le  point 
séparatif  de  OX  est  rejeté  à  l'infini. 

■j"  La  série  S /!  !X"  Y"  est  divergente  en  lnut  point  non  situé  sur  les  axes. 


191.   Propriétés  des  séries  entières.  —  Prenons  mainlenaiil  une 
série  entière  à  coefficients  quelconques 


(34) 


F(.T,y)  =^a,„„.r"'/'', 


et  soient  A,„„  =  |a,„„|,  \  =  |j?|,  Y=|j'|.   La  série  des  valeui-s 
ibsolues  (33)  est  convergente  si  le  point  de  coordonnées   \.   Y 


Fig.  33 
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s> 

\ 
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tyi- 

IVI 
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r\ 
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N 
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se  trouve  dans  la  région  (I)  qui  vient  d'être  définie  et  dans  ce  cas 
seulement.  Par  suite,  la  série  (34)  est  absolument  convergente 
si  le  point  de  coordonnées  [x,  y)  se  trouve  dans  la  région  du 
plan  (D)  limitée  par  quatre  courbes  égales  à  la  courbe  sépara- 
trice P,  l'une  étant  la  courbe  F  elle-mèine  et  les  autres  s'en 
déduisant  par  symétrie  {fig-  33). 
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En  lin  point  extérieur  à  la  région  (D),  non  situé  sur  les  axes, 
la  série  (34)  n'est  pas  absolument  convergente.  On  ne  peut  la 
transfoiiner  en  une  série  convergente,  quel  que  soit  l'ordre  dans 
lequel  or;  range  les  termes.  .Soient,  en  efiet,  Xq,  ya  les  coordon- 
nées d'un  point  extérieur  à  D,  et  non  situé  sur  les  axes;  la  valeur 
absolue  du  terme  général  de  la  série  '^a,„nx''^y"  ne  peut  être 
bornée.  Si  l'on  avait,  en  efl'et, 

quels  que  soient  m  cl  /;,  M  étant  un  nombre  lixe,  on  en  con- 
clurait   «pie    le    terme    général    tic    la    série    (.3.5)    est   plus    petit 

X  w<  Y  " 
Que  M — ^1 — ; r)  cest-à-dire  ciue  le  terme  eénéral  d'une  série 

qui  est  convergente  pour  X  -<  [a'o  |,  Y  <  |  y„  |.  Le  point  de  coor- 
données I  ^Tg  |,  |_)'o|  ne  lient  donc  élro  extérieur  à  la  courbe  F, 
et,  par  conséquent,  le  point  (x„,  jKo  )  "C  peut  être  extérieur  au 
domaine  D.  En  un  point  de  la  courbe  qui  limite  ce  domaine, 
la  série  (34)  peut  être  convergente  ou  divergente,  comme  la 
série  (33  )  elle-même. 

Soient  rt,  b  les  coordonnées  d'un  point  de  (Di  à  rinlérienr 
de  l'angle  xOy.  La  série  (34)  est  uniformément  convergente 
à  l'intérieur  du  rectangle  M  M' M"  M'"  formé  par  les  quatre 
droites  x=^±o,  y^±b  et,  par  conséquent,  F{x,y)  est  une 
fonction  continue  des  variables  x  et  y  dans  ce  rectangle.  11  s'en- 
suit que  Y[x,y)  est  une  fonction  continue  en  tout  point  de  L); 
en  effet,  étant  donné  un  point  quelconque  m  de  ce  domaine,  il  est 
clair  qu'on  peut  trouver  dans  D  un  autre  point  M  tel  que  m  soit  à 
l'intérieur  du  rectangle  tel  que  MM'iM"iM"'. 

En  différenliant  terme  à  terme  la  série  (34)  [^ar  rapport  à  x  ou 
par  rapport  à  y,  on  obtient  ileux  nouvelles  séries 

(35) 


uyn- 


qui  adnietlenl    le    même    domaine    de    coiwergence    que    la 
série  {i/\).  11  suffit  de  démontrer  que  la  série  /^  m  \„,u  \  "'~  '  \  " , 


III.    —    SEIIIES    ENTIi;Hi:S    A    PLlSIElItS    VARIABLES.  |7I 

par   exem[)le,     ailinel    la    iiièmc    courbe    séparalricc    V    que    la 
série  (  33  ). 

La  démonslraliiiii,  loulc  pareille  à  celle  du  u"  183,  comprend 
deux  parties  : 

1°  Si  la  série  I/»  A,„„  \"'"' \  "  est  conveigeiUe.  il  en  est  de 
même  de  la  série  5A„,„X"'~'Y    et.  par  stiile,  de  la  série  (33j; 

2°  Inversemenl,  si  la  série  SA,„„\,',"  YJJ  est  convergente,  la 
série    'S./nA,„„\"'''^"    est  convergente    pour    \ -<  X„,    \  <  ^'^. 

Supposons,  en  ellel,  fjiie  1  on  ail,  quels  cpie  soient  m  et  «, 

A„,„\ii'Y;;  <  M; 
on  en  déduit  rinéi;alil<'; 


et  le  second  membre  est  le  terme  généial  d'une  série  double  con- 
vergente dont  la  somme  est 

M  1 


Si  l'on  ordonne  les  deux  séries  F  {x.  ri  et  F,  (x,  y  i  par  rapport 
aux  puissances  croissantes  de  x,  on  a,  en  considérant  y  comme 
constant,  deux  séries  entières  en  x,  et  d"a|)rès  la  façon  dont  la 
seconde  série  se  déduit  de  la  première,  on  a 


rour  la  même  raison,  on  a  au-si 

«F 
!■.,(. r._»')  =  - — 
dy 

Plus  généraleuient,  la  série  (3^1  peut  être  dill'érentiée  tenue  à 
terme  un  nombre  quelconque  de  fois  dans  le  domaine  D.  Ainsi, 

la  dérivée  parlielle ; —  est  ésale  à  la  somme  d'une  série  double 

'  dx'"  dy"  ^ 

dont  le  terme  constant  est  ni\  ii\  cimi,'-  'es  coefficients  a„tn  repré- 
sentent donc,  à  des  coefficients  numériques  près,  les  valeurs  des 
dérivées  partielles  de  la  fonction  V(x.  y)  pour  .r  =j':=o.   et  la 
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formule  ('\'\  \  peut  encore  s'écrire 

(34')  '^(--^''=2...    r.".  ;..-'"-'-"' 

ce  qui  montre,  remarquons-le  en  passant,  qu'une  fonction  de 
deux  variables  ne  peut  être  développée  en  série  entière  que  d'une 
seule  façon.  Si  l'on  groupe  ensemble  tous  les  termes  de  la  série 
double  du  même  degré  en  .r  et  y,  on  obtient  une  série  ordinaire 

(34")  Fi  .r.   i- )  =  Oo-H  91  ^  'f  »  — .  .  . —  ■:.„  —  ■■■■ 

œ„  étant  un  polynôme  lioraogène  de  degré  /)  en  .r,  y,  f|ue  l'on 
peut  écrire,  sous  forme  symbolique. 


ce  développement  est  donc  identique  à  celui  que  fournirait  la  for- 
mule de  Tajlor  (n"  29). 

Soient  (a?,,  y„)  les  coordonnées  d'un  point  de  JJ,  et  /■,  z  les 
coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  F,  tel  que  |  J"o  |  <  ''•  i_)'o  |  <  ^• 
Prenons  dans  D  un  point  voisin  (x,,  ^ /i,  l'o  ^- /' ),  tel  qu'on  ait 

l--^o|-IM<'-.       lj-ol-|/-l<?. 

A  l'intérieur  du  rectangle  formé  par  les  quatre  droites 

.r  =  .ro=  ['■  —  !. roi  |.  r  =  Voit  [.;  —  |  roj]. 

la  fonclion  Fi  .r,  j')  peut  être  dévelojjpée  en  série  entière  ordonnée 
suivant  les  puissances  de  x — Xç,  et  i'  —  y^ 

,30)       F,.n,+A.  Ko^/o=y  (;;^^).,.=,,,^. 

^  \ rf.r "'  dy"  / ,  = , „  m.  n\ 
On  le  démontre  en  remplaçant,  dans  la  série  double 

-  Omn  (  •■'■0  +  /'  )"'  (.Vu  —  /■   I  "  . 

chaque  terme  par  son  développement,  suivant  les  puissances  de  /( 
et  de  A",  et  observant  que  la  nouvelle  série  multiple  est  absolument 
convergente,  sous  les  hypothèses  qui  ont  été  faites.  En' ordonnant 
cette  nouvelle  série  suivant  les  puissances  de  /;  et  de  /. .  on  arrive 
précisément  à  la  formule  (36). 
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Les  raisonnements  el  les  théorèmes  précédents  s'éleiidenl  sans 
difficulté  aux  séries  entières  à  un  nombre  quelconque  de  variables, 
l'ilant  donnée  une  série  entière  à  ii  variables  .r,,  x..  ...,  X,,,  il 
existe,  en  général,  une  infinité  de  prismatoïdes  définis  par  des 
conditions  telles  f|ne 

tels  qu'il  l'intérieur  de  l'un  d'eux  la  série  entière  Ki'-ri ,  x^,  ....Xn) 
soit  absolument  convergente.  Elle  représente  une  fonction  con- 
tinue dans  ce  domaine  cl  peut  être  différenliée  terme  à  terme  un 
nombre  quelconque  de  fois. 

19^.  Fonctions  majorantes.  —  Etant  donnée  une  série  entière 
à  n  variables  J  (x.  y.  z.  ...  i,  nous  dirons  qu'une  autre  série  à 
n  variables  cp(.r,  j',  ;,  ...  i  est  majorante  pour  la  première,  si  un 
coefficient  quelconque  de  çTr,  y,  :.  ...)  est  positif  et  supérieur  à 
la  valeur  absolue  du  coefficient  correspondant  àe  f( x,  y,  z,  . . .). 
I>e  raisonnement  du  n°  191  repose  en  réalité  sur  l'emploi  d'une 
fonction  majorante;  si  la  série  S[  a,„„a7'"j'"  |  est  convergente 
pour  X  =  /•.  !•:=  î,  la  fonction 

('-7j(/-7;        • 

où  iVI  est  supérieur  à  tous  les  termes  de  la  séné  l\a„,n/'"'c"  |,  est 
une  fonction  majorante  pour  la  série  Ea,n„x"'y" .  La  fonction 

6  (.r,  r  )  =  


,r  1 


est  aussi    une    fonction    majorante;    car    le    coefficient    de    x"'y" 
dans   '^{x.,y)   est   égal   au    coefficient   de    ce    même    terme  dans 

M/--^— J         et.   par   conséquent,    est   au    moins   égal   à   celui 

de  x"'j-"  dans  ■■f(x,  j'). 

De  même,  étant  donnée  une  série  triple 

/(./■.  r,  z  )  =  ï.a,„„pX"')-"z''. 
si   elle  est  absolument  convergente  pour  x  =  r,  }'  ^  r' ,  z  =  r", 
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/•,   /■',   /•"  étant   trois  nombres  positifs,   elle  admet   pour   fonciion 
majorante  une  expression  de  la  forme 


?(•'•- 7.-)  = 


(|ii  on  peut  rcMi|jlacer  encore  par  lune  quelcoïKjue  des  sui\;inle> 


Lorsqiiey^x,  )',  ;i  ne  lenferme  pas  de  ternie  constant,  on  |jeut 
prendre  aussi  pour  fonclion  majorante  lune  ou  laulie  des  précc- 
denles,  diminuée  de  M^ 

Le  théorème  sur  la  suhslilution  dune  série  enlicre  dans  une 
autre  série  entière  (n°  187)  sclcnd  aux  séries  à  plusieurs  variables. 
S/,  dans  une  série  entière  convergente  à  p  rariablcs  )|. 
yo,  ...,  Yp^  on  remplace  ces  variables  par  p  'liheloppemcnls 
en  séries  entières  à  q  variables  x,,  x-i,  ....  .r,/,  ne  présentant 
pas  de  termes  constants,  el  conK-ergentes,  le  résultat  de  la 
substitution  peut  être  mis  sous  forme  d'une  série  entière 
ordonnée  par  rapport  aux  puissances  de  x,,  x^,  ...,  x,/, 
pourvu  que  les  valeurs  absolues  de  ces  variables  soient  infé- 
rieures à  certaines  limites. 

La  démonstration  étant  la  même,  quel  que  soit  le  nombre  des 
variables,  nous  nous  bornerons,  pour  fixer  les  idées,  au  cas  parti- 
culier sui\anl.   Soit 

(3;)  P(y,z)  =  y.a,„„y"'z" 

une  série  entière  convcrgcnle  pourvu  que  Ion  ail  |  >'  |  =  11-  |  ^  l '^  '^  ; 
soient  d'autre  part 


(38) 


Z   ^  CiX  -i-  CtJ-'-  —  .  ■  .-*-  C,i  .T"  —  .  , 


deux  séries,  sans  terme  constant,  convergentes  dans  un  certain 
intervalle.  Dans  un  terme  quelconque  de  la  série  (■J7)  rempla- 
çons j^  et  z  par  leurs  développements  en  série  (38);  nous  obte- 
nons  pour  y"'z"    une   nouvelle    série  entière   en  x,   et  la   série 
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double  {i~ )  est  remplacée  par  une  série  à  triple  entrée  dont  tous 
les  coeflicienls  se  déduisent  des  coefticients  «,„„,  b„.  r„  par  des 
additions  et  des  inidli|)lications  seulement.  Il  s"agit  de  montrer 
que  celte  série  à  triple  entrée  est  elle-même  absolument  con- 
vergenle  pourvu  que  la  valeui-  absolue  de  x  ne  dépasse  j)as 
une  ceriaiue  limite,  et  qu'on  peut  par  conséquent  l'ordonner 
suivant  les  puissances  croissantes  de  la  variable.  Remarquons, 
pour  cela,  qu'on  peul  prendre  pour  fonction  majorante  de  F(j',  :■) 
la  fonction 


Fi 


et  deux  ionclions  d 


p  la  lorme 


(40) 


pour  fonctions  majoranles  des  deux  séries  (38)  respectivement. 
Ln  terme  quelconque  de  la  série  à  triple  entrée  en  question  est 
plus  |)etit  en  valeur  absolue  que  le  terme  correspondant  de  la 
série  à  Iriplo  entrée  déduit  de  la  même  façon  de  la  série  double 


NX 


NX2 


où  X  =  |xj.  Voav  (|ue  celle  série  triple  soit  converizenle,  il  suffit 
que  la  série  double 


'■I 


W.-i)_ 


IV     I  - 


X 


soit  convergente,  c'est-à-dire  que  I  on  ait  à  la  l'ois 


^<'1T 


l\  -^  \ 


IV— X' 


Remarque.  —  Le  lliéorème  est  encore  vrai  lorsque  les  sé- 
ries (38)  renferment  des  termes  ronslanls  éo  et  Co,  pourvu  (|u'on 
ail  \bo\  <I»,  |co|<R'.  On  peut,  en  elTet,  remplacer  le  dévelop- 
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pement  (3-)  par  un  développement  ordonné  suivant  les  puissances 
àe  y  —  bf)  el  de  ;  —  Cq  (n°  191  j,  et  l'on  est  ramené  au  cas  qui  vient 
d'être  traité. 

n  .  -  FONCTIONS  IMPLICITES. 
COURBES  ET  SURF\CKS  ANALYTIQUES. 

193.  Fonction  implicite  d'une  variable.  —  On  a  déjà  établi 
(p.  8i  elsiiiv.)  l'exislcace  des  fonclions  implicites,  sous  certaines 
conditions  de  continuité.  Lorsque  les  premiers  membres  des  équa- 
tions considérées  sont  développables  en  séries  entières,  on  arrive 
à  des  résultats  plus  précis,  que  nous  allons  maintenani  exposer. 

So/i  F{x,  y)  ^  0  inie  équation  où  te  premier  membre  peut 
cire  développé  en  série  convergente,  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  x  —  j",,,  y — y^,  cette  série  ne  présentant 
pas  de  terme  constant,  et  te  coefficient  de  y — y  a  n'étant  pas 
nul.  Cette  équalion  admet  une  racine,  et  une  seule,  qui  tend 
vers  _)'(,  lorsque  .r  tend  vers  x^,  cl  cette  racine  peut  être 
développée  en  série  entière  ordonnée  suivant  les  puissances 
de  X  —  Xn- 

Afin  de  simplifier  les  calculs,  supposons  x„  =  j'o=o,  ce  qui 
revient  à  déplacer  l'origine.  En  isolant  dans  un  membre  le  terme 
du  premier  degré  en  )•.  on  peut  écrire  l'équation  proposée 

('10         y=f{^'  y)  =  ri\i>-'r  -"^  (i^.n^-^  fiw^y  +  <:i«îy''-  +  — 


les  termes  non  écrits  étant  d'un  degré  supérieur  au  second.  Nous 
allons  d'abord  montrer  qu'on  peut  satisfaire  formellement  à 
l'équation  (4'  '  d  renipl;ir;inl   r  p;ir  une  série 


(4a) 


et  en  opérant  sur  le  second  membre  comme  si  cette  série  était 
convergente.  On  trouve,  en  efiet,  en  identifiant  les  deux  membres, 
après  la  substitution  elVectuée,  les  conditions 


d'une  manière  générale,  c„  s'exprimeau  moyen  des  coelTicients  «,<, 
où  j  +  /r^«,  et  des  coefficients  précédents  c,,  C2,  ■■■,  c„-\  par 
des  additions  et  des  multiplications  seulement,  de  sorte  que  nous 
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pouvons  écrire 

(43)  <-"=   P„l  «|„,  «2(1,  "]l:    ...,«„„,). 

P„  étant  un  polynôme  dont  tous  les  coclficienls  -ont  des  nombres 
entiers  positifs.  La  légitimité  des  opérnlions  piécédeules  sera  éla- 
l)lie,  si  l'on  démontre  (|ue  la  série  (/(a)  ainsi  ohtenue  est  conver- 
gente pour  des  valeurs  de  x  suffisamnicut  petites.  On  se  sert  pour 
cela  diiu  artifice  très  général,  dont  la  |)reinière  idée  est  due  à 
(laucjiv.  et  ({iii  repose  sur  l'emploi  des  fondions  inajc)rantes. 
Soit 

91  .r.  Y  I  =  ^b,„„x"'\" 

une  (onction  majorante  pour  /(o",  y),  où  1  on  a  ^f,,,  1=  601  =  o,  et 
où  b,nn  est  positif  et  au  moins  (''gai  à  li-/,,,,,!:  si  l'on  considère 
l'équation  auxiliaire 

(  II')  Y  =  9(.c,  V)  =  S6„,„.r"'  Y". 

et  que  l'on  cherche,  comme  plus  haut,  à  satisfaire  à  cette  équation 
en  prenant  pour  Y  une  série  entière  en  x, 

(',2')  Y  =  Ci.r-T-  C2ar'-4-...-4-C„x«-!-.  .., 

on   obtiendra    de   mémo,    pour   les    coefficients  C,,  C^ les 

valeurs 

'm  ='''1(1,  Co=  ^20-1-  6,,C|-^  ioîC'f, 

et  en  général 

(43')  C„=i'„(b,o../>i„,  ....h,„K 

La  comparaison  des  relations  (43)  et  ({3')  nous  montre  aussitôt 
(jiie  l'on  a  |c„[  <  C„,  puisque  tous  les  coefficients  du  pohnonie  P„ 
sont  positifs  et  que  l'on  a  1«,„„|  =  6„,„.  La  série  (42)  sera  donc 
convergente  si  la  série  (42')  «st  elle-même  convergente.  Or,  nous 
|)Ouvons  prendre  pour  la  fonction  majorante  cp('^,  Y)  une  expres- 
sion de  la  forme 

?^'-.  Y)  = ^^L —  -  M  -  M  1 , 

M,  /■.  p  étant  trois  nombres  positifs,  et  l'équation  auxiliaire  (4  1') 
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devient,  en  cli;iss;mL  les  dénominaleurs, 


V 


iM         p  -t-  i\I   r 


Celte  équation  admet  une  racine  qui  est  nulle  pour  .r  ; 
racine  a  pour  expression 

la  quantité  sous  le  radical  peut  s  écrire 


I I 


en  posant 

et  l'on  a  encore 
Y  = 


■2(  p 


Celle  racine  \  peut  donc  être  dévelo|)pée  en  série  convergente 
dans  l'inlervalle  (  —  '/,  +a^;  ce  dé\  eloppenienl  est  forcément 
identique  à  celui  que  fournit  la  substitution  directe,  ccst-à-dire 
au  développement  (  ia  ).  l'ar  suite,  la  série  (42)  esl,  a  Jorliori ^ 
convergente  dans  lintervalle  i  —  a,  +a),  mais  ce  nest  là  qu'une 
limite  inférieure  de  l'intervalle  de  convergence  qui  peut  être 
beaucoup  plus  étendu. 

D'après  la  façon  même  dont  on  a  obtenu  les  coeflicients  c„,  il 
esl  évident  C[ue  la  somme  y  de  la  série  (42)  satisfait  à  i'écpia- 
lion  (4')-  Ecrivons  cette  équation  F(a;,  j')  :^j' — y(,r,  ))  =  o, 
et  soit  y=^  P(-^)  '^  l'iicine  que  nous  venons  d'obtenir.  Si  l'on 
pose,  dans  F(.-c,  )•),  r  ^  I*i  .r  )  +  s  et  qu'on  ordonne  le  résultat 
de  la  substitution  suivant  les  puissances  de  x  et  de  :;,  tous  les 
termes  doivent  être  divisibles  par  :;,  puisque  ce  résultat  doit  être 
nul,  quel  que  soit  .r,  quand  on  fait  ;  =  o.  On  a  donc  identi- 
quement 

l"[.r,  P(.r)^-2]  =zÇi{œ,z), 

Q(x.iZ)  étant  une  série  entière  en  t  et  z,  et  si  l'on  remplace 
maintenant  ;  par  )■ — P(a?)  dans  Q(ar,  z),  on  arrive  en  définitive 
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lu  iciiuc  coiisUinl  de  (^,  doil  èlre  ligal  à  ruiiilt-,  puisque  le  foef- 
firioiit  (\e  y  doil  (Hre  égal  à  «/!,  cl  nous  pomons  écrire 

Vi.r,  }■  )  =  [y  —  i'i.r  i]  Il  ^  ï.r  -^  "iv  -*-•  ■  ■  i- 

Celle  décomposition  de  I'(.r.  )i  en  un  prodnil  de  deux  facteur» 
est  due  à  M.  Weierslrass.  Elle  met  en  évidence  la  racine  )'=  P(X): 
elle  montre  ilf  plii<  qu'il  n  v  a  pas  datilre  racine  de  F(.r,  )•  i  =:  o 
A  aiinulanl  a\ec  ./ ,  pni-(|ue  le  second  facteur  ne  lend  pas  vers  zéro 
lorsque  :v  et  )   lendenl  \ers  zéro. 

Heinarque.  —  Pour  déterminer  les  coeflicients  successifs  du  dévelop- 
pement (4'î),  écrivons  rccpialion  proposée 

{41°)    y=.\.r"-<-xr<i'(.r.y)-^C.r'*-i^...-{-r)y--{-...,         A  =  o, 

oii  'P(.T,y)  est  une  série  entière  en  .r  et  )-,  et  on  les  termes  non  écrits 
forment  dcu\  séries  entières  en  .r  et  en  y  respectivement,  dont  l'une  est 
divi.sible  par  .r''+'  et  l'autre  par^'-.  Le  premier  terme  de  la  série  cherchée 
est  Aar"  et,  en  posant  j' =  ar"(A -1-^  ),  il  reste,  après  avoir  divisé  par  .r"  les 
deux  membres  de  l'équation  (4i").  une  équation  de  même  forme 

;  =  Ai.r"i4-.r;<l>[(x,  ^ j  -H.  .  .; 

le  premier  loiine  du  développement  de  z  est  Ai.r"i,  et  par  suite  le  second 
terme  de  j'  est  Ai.r"+"i;   il  est  clair  qu'on  peut  continuer  ainsi    indélini- 

ui  1?  n  t  i  '  ) . 

loi.  Tiiéorème  général.  —  Considérons  iiiainlenaiit  un  système 
de  /)  relations  entre  p  -\-  <"/  variables 

[   Fi  (j-i,.r2,  ..  .,■'■,,:  y,,  J  ■ J,,)  =  o, 


^  I  > 


F,  (.?■,,.»;.,,  .....7-,,:  Xi,X!,  .■■,y,,)  =  o, 


\   F,,(:r,,a-2, .r,,;  yi,  Ji,  ...■,y,,)  =  o, 

OÙ  les  fondions  F,,   j'o I'^,  sont  nulles  pour  .r,^=  i  /,  =  o   et 


(')  Quand  on  a  obtenu  ainsi  un  certain  nombre  de  termes,  on  peut  doubler  le 
nombre  de  ces  termes  par  une  division.  [  f'oir  un  article  Sur  le  développement 
en  série  entière  d'une  branche  de  fonction  implicite  (Nouvelles  Annales  de 
Mathématiques,  igo-î).] 
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sont  cléveloppables  eu  séries  entières  dans  le  voisinage;  nous  sup- 

posons   de    plus    que    le    déterminant  fonctionnel  ..-^ — - — ' — — 

n'est,  pus  nul  pour  ces  valeurs.  Dans  ces  conditions,  les  écjtia- 
tions  (^i!\3) admettent  un  système  de  solutions,  et  un  seul,  de  la 
forme 

71  =  tf  1(^1,  3^2,  .-.,37,},  ...,         _>'^=  ï>,,(.r,,  .rj, v,,\, 

Oi,  Oo?  •■■'  '^p  étant  des  séries  entières  en  x,,  X2,  •••,  iCr/,  qui 
s'annulent  pour  j;,  =  ^2  ==■•.=:  J'y=  o. 

Pour  simplifier  l'écrilure,  bornons-nous  au  cas  de  deux  équa- 
tions entre  deux  fonctions  u  et  i>  et  trois  variables  indépen- 
dantes X,  y,  z, 

(  r,  =  au  ^  bf  -T-  c.r  -^  dy  -t-  e  c  -,-...=  o, 

(46)  p     .     ,,     -     ; 

Puisque  le  déterminant  rtô' — ba'  n'est  pas  nul,  par  hypothèse,  on 
peut  remplacer  les  deux  équations  (4f>)  par  deux  équations  de  la 

forme 

(  u  =  I.a,„„,i,j,-i'"'y" z''u'ri.-'\ 


(47) 


les  seconds  membres  ne  renfermant  pas  de  termes  constants,  ni 
de  termes  du  premier  degré  en  u  et  v.  On  démontre,  de  la  même 
façon  que  plus  liant,  que  l'on  Siitisfait  formellement  à  ces  équa- 
tions en  prenant  pour  u  et  v  des  séries  entières  en  x,  r,  :■ 

(48)  u  =  i:cai^'y-z',         i'  =  I.c'i^.,.f'y'z', 

les' coefficients  c,/,/  et  c'j/^/  se  dé<laisant  des  coetficienis  a,„,ip,/r 
et  bmiipqr  pai'  des  additions  et  des  multiplications  seulement.  Pour 
établir  la  convergence  de  ces  développements,  il  suffit  encore  de 
les  comparer  aux  développements  analogues  obtenus  en  cliercliani 
à  satisfaire  aux  deux  équations  auxiliaires 

M,  /•  et  p  étani  des  nombres  positifs  dont  on  a  déjà  expliqué  la 
signification.   Ces  deux  équations  auxiliaires  se  réduisent  à  une 
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équation  unique  du  second  degré 

0-  U  M  ?2  a?  -H  y  -H  3 


(|ui  admel  une  racine  nulle  pour  x^^y^r-:=o.  Cette  racine 
pour  expression 


.l(p-T-2.Vl;       ii?-^ 


^V^: 


en  posant  a  =  /•  f  ^  ^      .  j  ■ 

Cette  racine  peut  être  dévelojjpée  en  série  enlière  convergente, 

tant  que  les  valeurs  absolues  de  x.   y,  z  ne  dépassent  pas  -•  Les 

séries  (48)  sont  donc  convergentes  entre  ces  limites. 

Soient  u,  et  r,  les  solulions  développables  des  équations  (a;)- 
Si  Ion  pose  a  =  (/,  +  (/',  r  =  t^,  +  i''  et  (ju'on  substitue  dans  les 
équations  (  \- ),  puis  qu'on  ordonne  suivant  les  puissances  de  x, 
r.  :;,  a',  v',  tous  les  ternies  devront  contenir  u'  ou  v'  en  f.icteur. 
11  s'ensuit  qu'en  revenant  aux  variables  x,  y,  s,  u,  v,  les  équations 
proposées  peuvent  s'écrire 

/,  'J,/i,  O)  étant  aussi  des  séries  entières  en  x,  y,  z,  u,  v.  Les 
solutions  w  =  «,,  i'^v,  sont  ainsi  mises  en  évidence;  mais  on 
voit  de  plus  qu'il  n'y  a  pas  d'autres  solulions  s'annulant  pour 
X  =y^=  s  =  G.  En  effet,  toute  autre  solution  des  équations  (47') 
doit  annuler  /cp,  —  a/,;  or,  en  comparant  les  équations  (47) 
et  (47'),  on  voit  que  le  terme  constant  dans  /  et  o,  est  égal  à 
l'unité,  tandis  qu'il  est  nul  dans/,  et  cp.  On  ne  peut  donc  pas 
satisfaire  à  l'équation /cd,  —  tp/,  =:  o  en  prenant  pour  u  et  v  des 
fonctions  qui  s'annulent  pour  x  ^ y  =  3  =:  o. 

195.  Formule  de  Lagrange.  —  Soit 
(49)  y  =  a-^xo(y) 

une  équation  où  la  fonotion   fiy)  est  développable   en  série  convergente 

ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  y  —  a,  tant  que  la  valeur 

G..  I.  3i 
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absolue  tic  t — a  ne  dépasse  pas  une  certaine  limite, 

'f(r)  =  '■?(«)  -i-(.r  — «:)?'(«)  +  -^—j—^ '/("-)  +  ■••; 

d'après  le  théorème  général  du  n°  193,  cette  équation  admet  une  racine, 
et  une  seule,  qui  tend  vers  a  lorsque  a:  tend  vers  zéro,  et  celte  racine  est 
représentée,  pour  les  valeurs  de  x  suffisamment  petites,  par  la  somme 
d'une  série  entière  convergente 

y  =  o  4-  a  1 3-  +  05  J7-  -h . . . . 

Plus  généralement,  si  f(y)  est  une  fonction  développable  suivant  les  puis- 
sances positives  de  y  —  a,  après  y  avoir  remplacé  y  par  le  développement 
précédent,  on  aura  pour  f(y)  un  développement  ordonné  suivant  les 
puissances  de  a^,  qui  sera  encore  valable  pour  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  certaines  limites, 

(5o)  fiy)  =f(a)-+-  \,x  -¥-  k^x^-h.  . .+  A„37''-+- 

Le  but  de  la  formule  de  Lagrange  est  précisément  de  donner  l'expres- 
sion des  coefficients  Aj,  A»,  ...,  A„,  ...,  en  fonction  de  a.  Remarquons 
que  ce  problème  n'est  pas  essentiellement  distinct  du  problème  général;  le 
coefficient  A„  est,  au  facteur  n  !  prés,  la  dérivée  ni*"»",  pour  x  —  o,  àef(y), 
y  étant  définie  par  l'équation  (49)7  et  cette  dérivée  peut  être  calculée  par 
l'application  des  règles  connues.  Le  calcul  parait  compliqué,  mais  on 
l'abrège  beaucoup,  grâce  aux  remaïques  suivantes  de  Laplace.  Les  dérivées 
partielles  de  la  fonction  y  définie  par  l'équation  (49)1  par  rapport  aux 
variables  x  et  a,  sont  données  par  les  formules 

[1  — a~9'(  r)]^  =  <f(r).        U  — -^"'(r)]^  =>; 

on  en  déduit  immédiatement  la  relation 

,.    .  du  du 

^  â.T  (la 

en  posant  u  —f(y)-  D'autre  part,  F(y}  étant  une  fonction  quelconque 
de  y,  on  vérifie  immédiatement  par  la  différentiation  que  l'on  a 

car  chacune  des  dérivées  développées  a  pour  expression 

F'0')/'(r)è:!?-^(r);^ 
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Cela  posé,  nous  allons  monlrer  qu'on  a,  quel  que  soit  le  nombre  entier  «, 


à"  a 


La  loi  est  vraie  pour  n  =  i,  d'après  la  formule  (  Ji)  :  pour  établir  qu'elle 
est  générale,  supposons-la  établie  pour  une  certaine  valeur  de  n.  On  en 
déduit 

ri"^i  ;/  _        t>"        r         „^] 
dx''-^   "  da"->dx  ['^^■^'•'"  On ]' 

Mais  on  peut  écrire,  en  utilisant  les  relations  (5i)  et  (ôi*''), 

à   [    ,     ,    dul  à    [    ,  du']  à    [    ,  au'] 


on  a  donc  bien 


et  la  formule  est  vraie  pour  toute  valeur  de  n. 

Supposons  maintenant  x  =  o;  _^se  réduit  k  a,  u  à  f{a)ella  dérivée  n'*"" 
de  u  par  rapport  à  .r  devient 


(:s).-£ii"<«)V'«>i- 


La  formule  de  Taylor  nous  donne  donc  pour  le  développement  àe  /(y) 

a--      d 

77x  17^' 


(52)      /(_;,)  =  /(a)  +  ar»(a)/'(a)  +  fi  ;^[o(a)'/'(a)]+... 


+  S£^[?(")"/'^°>J+--' 

Telle  est  la  formule  célèbre  due  à  Lagrange;  elle  donne  l'expression  de  la 
racine^  qui  tend  vers  a  lorsque  x  tend  vers  zéro.  Nous  verrons  jdus  tard 
entre  quelles  limites  cette  formule  est  applicable. 

Remarque.  —  Il  résulte  aussi  du  théorème  général  que  la  racine  y, 
considérée  comme  fonction  de  x  et  de  a,  peut  être  repiésentée  par  une 
série  double  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x  et  de  a.  On  obtiendrait 
cette  série  double  en  remplaçant  chacun  des  coefficients  A„  par  son  déve- 
loppement suivant  les  puissances  de  a.  On  déduit  de  là  qu'il  est  permis  de 
dilférentier  terme  à  terme  la  série  (52)  par  rapport  au  paramètre  a. 

Exemples.  —   i°  L'équation 

(53)  y^a+'^(y^--i) 

admet  une  racine   égale   à  a   pour  x  =  o.   La  formule  de  Lagrange  donne 
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pour  le  développemenl  de  cette  racine 

,.    ,  -f       „         ^  i     / x\-  d( a^— i)- 

(04)         ■>'  =  '^^^<«--')+t:^(^    — Â^^--- 


I  I  T  \"  d"-^  I.  a- — i)" 

I .■>. . . K  \  2  /        <y«"-' 


d'autre  part,  en  résolvant  l'équation  (53),  on  a  pour  expression  des 
racines 

I     ,     I    , 

y  =  —  it  —  vi  —  la  X  -^  x^, 
■'  X         X 

et,  pour  avoir  la  racine  égale  à  a  pour  a-  =  o,  il  faut  prendre  le  signe  — . 
En  différentiant  par  rapport  à  la  variable  a  les  deux   membres  de  l'équa- 
tion (54),  on   parvient  à  une  formule  qui  ne  diffère  que  par  les  notations 
de  la  formule  (3'2)  obtenue  plus  haut  (n"  189). 
2°  L'équation  de  Képlec 

(55)  H  =  a  +  f  siii  u 

admet  la  racine  u  =  a  pour  e  =  o,  i^a  formule  de  Lagrange  donne  pour  le 
développement  de  la  racine  qui  tend  vers  a 

(36)    «  =  n  -i-  e  sina  H ;— (  sin'«)  -i-...H-  — -, r-  — 

1  .2  lia  I  .i.../!         da"~' 

Laplace  a  démontré  le  premier,  par  une  analyse  savante,  que  la 
série  précédente  est  convergente  pourvu  que  e  soit  inférieur  ;i  la 
limite  0,662743.  . .  . 

196.  Inversion.  —  Soit 

(57)  y  ^  OiX -i- Onx" -i- .  .  .-\- a„x"  +  .  .  . 

une  série  convergente  dans  l'intervalle  ( —  ;■,  -t-  r),  où  le  premier  coeffi- 
cient ai  n'est  pas  nul.  Si  l'on  considère  dans  l'équation  (37)  y  comme  la 
variable  indépendante,  et  x  comme  une  fonction  de  y,  cette  équation 
admet,  d'après  le  théorème  général  (n°  193),  une  racine  et  une  seule  qui 
tend  vers  zéro  avec^,  et  cette  racine  est  développable  en  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  de  y 

(58)  .r  =  6i_K  +  éîjK^-l-  ^sJK^-l-. .  .-f-  b„y"^.  . .. 

Les  coefficients  b\,  b.,,  63,  ...  se  déterminent  aisément  de  proche  en  proche 
en  remplaçant  x  par  son  développement  dans  la  formule  (57)  et  écrivant 
qu'on  a  une  identité.  On  trouve  ainsi 

,  I  ,         «2  ,2(2;  —  a,  a-, 

bi=  —,  è,=  ^,  63  = : — ; -,  ...; 
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on  peut  aussi  obtenir  l'expression  générale  des  coefficients  è„  au  moyen  de 
la  formule  de  Lagrange.  Si  l'on  pose  en  elTet 

(I'(.t)  =  ai  -f-  a^x  -i-. .  .-1-  anX'^-^  -H  . . . , 

l'équation  (57)  peut  s'écrire 

_  I 


x  =  x- 


et  la  formule  de  I-agrange  donne,  pour  le  développement  de  la  racine  qui 
s'annule  avec  y. 

x=r-^^.  ^  y"   r.^!iif-i-Vi  -^.'.., 

^(o)        '  '   1 .2.. .«  L^-ï""^' V'V,-^)/   Jo 

l'indice  o  indiquant  qu'on  remplace  x  par  o  après  les  différentiations. 

I,e  pioblènie  précédent  était  connu  autrefois  sous   le  nom  de  problème 
du  retour  des  suites. 


11)7.  Fonctions  analytiques.  —  Nous  appellerons  par  la  suite 
fonction  analytique  toute  fonction  d'un  nombre  quelconque  de 
variables  x,  y,  z,  .  .  .,  qui,  dans  le  voisinage  d'un  système  de 
valeurs  Xo,  Vo,  ^o)  •  •  •  )  peut  être  développée  en  série  entière 
ordonnée  suivant  les  puissances  àe  x  —  x,).,  y  — yg,  z  —  .:„,  .  .  . , 
et  convergente  tant  que  les  valeurs  absolues  de  ces  dillërences  ne 
dépassent  pas  certaines  limites  (les  valeurs  Xo,  y  a-,  Sa  pouvant 
d'ailleurs  être  soumises  à  certaines  restrictions,  que  nous  n'exami- 
nerons pas  ici).  De  l'étude  qui  vient  d'être  faite  dans  ce  Chapitre, 
il  résulte  que  ces  fonctions  naissent  en  quelque  sorte  les  unes  des 
autres.  Etant  données  une  ou  plusieurs  fonctions  analytiques,  l'in- 
tégration ou  la  dilVérenlialion,  et  les  opérations  algébriques,  telles 
que  multiplication,  division,  combinaison  par  substitution,  etc., 
conduisent  à  de  nouvelles  fonctions  analytiques.  lien  est  de  même 
des  fonctions  obtenues  par  la  résolution  d'équations  dont  les  pre- 
miers membres  sont  analytiques.  Or,  les  fonctions  les  plus  simples, 
comme  les  polynômes,  l'exponentielle  et  les  fonctions  circulaires, 
étant  analytiques,  on  s'explique  aisément  comment  les  premières 
fonctions  étudiées  par  les  géomètres  ont  été  nécessairement  des 
fonctions  analvtiques,  et  l'importance  de  ces  fonctions  apparaîtra 
encore  mieux  dans  l'étude  des  fonctions  d'une  variable  imaginaire 
et  des  équations  différentielles.  Mais,  malgré  le  rôle  fondamental 
des  fonctions  analytiques,  on    ne  doit  point  oublier  qu'elles   ne 
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forment  en  définitive  qu'un  groupe  tout  particulier  dans  letisemble 
des  fondions  continues  ('). 

198.   Courbes  analytiques.   —  Nous  avons    défini    (n"  13;    une 
courbe  comme  le  lieu  décrit  par  un  point  M  dont  les  coordonnées 


(')  Soit/(a;)  une  fonction  continue  et  admettant  des  dérivées  continues  de 
tous  les  ordres  dans  un  intervalle  (a,  b).  Si  ces  dérivées  satisfont  à  la  condition 

(A)  I/Î5!l<^'. 

M  et  p  étant  deux  nombres  positifs  indépendants  de  x.  la  fonction/(a;)  est  analy- 
tique. En  elfel,  ar,  et  x  étant  deux  points  quelconques  de  l'intervalle  (a,  6),  si 
l'on  développe /(a;) — /(^o)  suivant  les  puissances  de  x  —  a;„  parla  formule  de 

Taylor  (  n°  18),  le  reste   R„  est   moindre   en    valeur  absolue  que   M^ '— , 

d'après  la  condition  (A),  et  par  conséquent  tend  vers  zéro,  lorsque  «  croit  indé- 
finiment, X  étant  compris  entre  x,, —  p  et  a-j-i-  p. 

Inversement,  on  démontrera  dans  le  Tome  II  que  la  condition  {A)  est  néces- 
saire pour  qutf(x)  soit  analytique. 

M.  S.  Bernstein  {Math.  Ann.,  Bd.  75,  191-I,  p.  4^9)  *>  démontré  récemment  la 
belle  proposition  suivante  :  Si  toutes  les  dérivées  d'une  fonction  indéfiniment 
dérivable  a(x)  sont  positives  dans  un  intervalle  (a,  h),  la  fonction  est  ana- 
lytique dans  cet  intervalle. 

Supposons  a<.b,  et  soient  a:,,  et  .r  >  x„  deux  valeurs  quelconques  de  cet  inter- 
valle. Puisque  toutes  les  dérivées  de  t?(.r)  sont  positives,  la  fonction  et  toutes  ses 
dérivées  sont  croissantes.  On  a  donc,  de  procbc  en  proche,  les  inégalités 


çf"- '!(a;)>  9*"'(a-„)  (x  —  x^),         3i'"-')(i-)  >  ç(")(a7„) 


(  jr  —  x^y- 


et  l'on  a  inversement,  en  faisant  j;=è. 


M  étant  le  nombre  positif  'j(6)  —  '-pCa).  I'  s'ensuit  que  si  l'on  écrit  le  dévelop- 
pement de  f{x),  d'après  la  première  formule  de  Taylor,  suivant  les  puissances 
àe  X  —  x„=:  h,  la  valeur  absolue  du  reste  R„+,  est  inférieure  i 

M  I  h  !''+> 


(6  — x„— e/i)"''^' 

et  ce  reste  tend  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indélinimenl   pourvu    que   l'on  ait 

I  >  ,        *  —  ^0 
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sont  des  fonclioMS  continues  .r  =  /"(/),  y'=-s>(t),  z^'l{c)  d'un 
paramt'lre  <,  qiiai)cl  on  fait  vaiier  ce  paramètre.  Si  les  fonc- 
tions J{l),  '■p(O)  '}(')  *°"'-  '^'^*  fonctions  analytiques  de  <,  c'est- 
à-dire  des  fonctions  de  /  qui,  dans  le  voisinage  de  toute  valeur  t„ 
comprise  dans  un  certain  intervalle  (a,  b),  sont  développahles  par 
la  formule  de  ïaylor  suivant  les  puissances  de  t  — 1„,  l'arc  de 
courbe  correspondant  est  dit  un  arc  de  courbe  analytique. 
Toiiles  les  courbes  que  l'on  rencontre  dans  les  applications  les 
plus  usuelles  sont  des  courbes  analytiques  ou  sont  formées  d'un 
nombre  fini  d'arcs  analytiques  mis  bout  à  boul. 

Soient  .'■(,.  J' II,  ;„  les  coordonnées  d  un  point  M,,  d'une  courbe 
analytique;  x^  y,  z  les  coordonnées  d'un  autre  point  M  de  la 
courbe  voisin  de  Mo.  Le  point  Mo  est  dit  un  /loinl  ordinaire  si 
deux  des  trois  difr(''renccs  ,/•  —  ./o,  y — Joi  ^'^^o  peuvent  être 
développées  en  séries  entières  ordonnées  suivant  les  puissances 
de  la  troisième,  ces  deux  séries  étant  convergentes  tant  que  les 
valeurs  absolues  de  ces  diftérences  restent  inférieures  à  une  cer- 
taine limite  /i  >  o.  Dans  le  cas  contraire,  le  point  Mo  est  dit  un 
poinL  singulier.  Un  arc  de  courbe  anylyti(|ue  sans  point  singulier 
est  dit  régulier. 

IJ'après  la  délimtion  même  des  courbes  analyti([ues,  les  coor- 
données x,y,  z  d'un  point  M  voisin  du  point  M|,  i  Xo,  J'oi  -o)  sont 
représentées  par  des  séries  entières 

1  .V  =  x„+  at(t  —  /|))  -T-. .  .-h  a,i{i  —  /|))"-t--  •  -, 
(39)  ',  J'=,ro-<-6i!7-  /^)~^-...^b„(C—t„)"^..., 

'     ^  =    Zff-i-   Ci(t  —  t(,)  —.  .  .-h    C„((  —   fo)"-T-.  ■  ., 

ces  trois  séries  étant  coin  ergentes  pourvu  que  \l  —  /o|  soit  moindre 
i]u'un  nombre  positif/-. 

Pour  que  le  point  Mo  soit  un  point  ordinaire,  //  sii/yil  que  l' un 
des  trois  coefficients  «,,  6|,  c,  des  formules  (5g)  ne  soit  pus 
nul.  Si,  par  exemple,  rt,  n'est  pas  nul,  on  tirera  de  la  première 
des  équations  (jg)  un  développement  de  t — <o  suivant  les  puis- 
sances de  X — Xo(n"d93),  et  en  portant  cette  valeur  dé  t — <„ 
dans  les  deux  autres  formules,  on  aura  les  développements  de 
y — j'o,  :; — ^o  suivant  les  puissances  entières  de  x  —  x„.  Inver- 
sement, dans  le  voisinage  d'un  point  ordinaiie  Mo,  les  équations 
qui  définissent  une  courbe  analytique  peuvent  être  mises  sous  la 


dX 

,  dx            dy 

dz 

\-  n  — 

dt 

dt             dt 

dt 
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forme  (69),  l'un  au  moins  des  coefficienls  a,,  6,,c,  n'étant  pas 
nul.  En  efiet,  si,  par  exemple,  y  — y^  et  z  —  z^  sont  égales  à  des 
séries  entières  en  x  —  Xq,  il  suffira  de  poser  x  —  x^^t  pour  être 
ramené  à  des  formules  de  la  forme  (Sg),  où  l'on  aura  «,=:!.  De 
cette  remarque  on  déduit  que  la  définition  d'un  point  ordinaire 
est  indépendante  des  axes  de  coordonnées.  En  eflel,  si  l'on  consi- 
dère la  courbe  Y  qui  se  déduit  de  la  courbe  C  par  une  transforma- 
tion lioniographique  définie  par  les  formules 

Y  =  r X  ■+-  m' y  -^  n'  z  -r- p' -, 
Z  =  /"a-  +  m" y  -i-  n" z  4-/)", 

dont  le  déterminant  n'est  pas  nul,  on  a 

d\  dx  d7.  _      dx 

Ht   ~     'dT      '"'         'dt  ~      'dl  ~^""' 

1  .      1 ,   ■    ,       d\    d\     d'L  ,  ,,        .    1      (■   ■ 

et  les  trois  dérivées  —r'—r'~r    ne  peuvent  être  nu  les  ;i   la  lois 
dt      dt     dt  ' 

dx     dy     dz 

'dt''  'di'  in 

pas  nulles  aussi  pour  cette  valeur  de  /  (  '  ). 

Lorsque  les  trois  coefficients  «j,  ft,,  c,  sont  nuls  à  la  fois,  le 
point  Mo  est,  en  général,  un  point  singulier.  Prenons,  par 
exemple,  la  courbe  plane  définie  par  les  deux  équations  xr=:t-, 
y  =  f^ .  Pour  ^  =  o,  on  a  (7,  :=  ^,  =  o.  L'origine  est  bien  un  point 

singulier,  car  l'on  tire  des  relations  précédentes  x^=  y^,  et  inver- 

sèment  y  =  x- ,  et  chacune  des  coordonnées  est  une  puissance 
fractionnaire  de  l'autre  coordonnée. 

Prenons,  au  contraire,  la  courbe  plane  définie  par  les  formules  a- =  t^, 
y  =■  f".  Pour  <  =  o,  on  a  encore  aj  =  b\  =  o,  et,  cependant,  l'origine  n'est 
pas  un  point  singulier  puisqu'on  a  y  =  x-.  Mais  on  remarquera  que,  dans 
ce  dernier  exemple,  à  un  point  de  la  courbe  correspondent  deux  valeurs 
différentes  (±  ?)  du  paramétre. 

Soient  a:„,  t„  les  coordonnées  dun  point  M„  d'une  courbe 
plane  C  représentée  par  une  équation  F(  :r,  j'  )  =  0,  dont  le  premier 


C)  Il  est  aisé  de  voir  que  cette  propriété  s'étend  à  toute  transformation  réver- 
sible, définie  par  des  formules  analytiques. 
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membre  peut  être  développé  en  série  entière  ordonnée  suivant  les 
puissances  de  x  —  x^  et  de  y — y<,.  Si  les  deux  dérivées  par- 
tielles -—1    —  ne  sont  lias  nulles  pour  x  =  .rn.  V^  l'o-l^  iiointMo 

dx      ôy  '  '  u    ^        .  1 

est  un  point  ordinaire.  En  ell'et,  si  (  —  j   n'est  pas  nul,  par  exemple, 

on  déduit  de  l'équation  F  =  o  un  développement  de  y  — j'o  sui- 
vant les  puissances  de  x  —  Xo  (  n"  193  i. 

De  même,  soient  .ro,  Yo,  ;„  les  coordonnées  d'un  point  Mo 
d'une  courbe  gauclie  Y  représentée  par  un  svstème  île  deux  équa- 
tions 

(Go)  V{X,y,z)^o,         Fi  (x,  j',  3  )  =  o, 

dont  les  premiers  membres  sont  des  séries  entières  en  x — Xd, 
y  — yo,  s  —  Zn.  Ce  point  i\I„  est  un  point  ordinaire  pourvu  que  les 
trois  déterminants  fonctionnels 

D(F,  F,)       D(F,  Fi)       D(F,  F,) 
D(.r,  V)  '      D(_r,  z)  '       D(;,  x) 

ne  soient  pas  nuls  à   la   fois   pour  x  =  T,.,  _)'=:j>'o,  z=zZa.  Si,  par 

1       I      j.            ■            D(F,F,)      ,  1  •        nr 

exemple,  le  déterminant -=: n  est  pas  nul   au   point   tVl,.,  on 

tirera  des  équations  (6o)  des  développements  en  séries  entières 
pour  x  —  Xa  e\.y  —  }'„,  ordonnées  suivant  les  puissances  de  s  —  z^ 
{n"194). 

Les  énoncés  sont  pareils  à  ceux  des  n"*  37  et  -43,  mais  nous  éta- 
blissons ici  lin  résultat  plus  précis,  puisque  nous  démontrons  que 
les  fonctions  implicites  dont  il  s'agit  sont  des  fonctions  analy- 
tiques de  la  variable  indépendante. 

Remarque  I.  —  Considérons  en  particulier  une  courbe  plane  C,  ce  qui 
revient  à  remplacer  la  dernière  des  formules  (àg)  par  .j»=  o.  Pour  avoir 
l'aspect  de  la  courlje  dans  le  voisinage  d'un  point  Mo,  il  suffit  d'observer 
<]iie.  pour  les  valeurs  infiniment  petites  de  l  —  t^,  t  —  x^,  et  y — y<i  ont 
respectivement  les  signes  des  premiers  termes  a,„{t — 'o)'"  ^t  bn(t  —  t,^)" 
dans  les  seconds  membres. 

Supposons  in%n.  Si  m  est  impair  (ce  qui  a  toujours  lieu  pour  un  point 
iiidinaire),  la  courbe  a  l'aspect  habituel  ou  présente  une  inflexion.  Si  m  est 
jiair,  la   courbe   présente   un    rebroussement,  de   première  ou   de  seconde 

r-pèce. 

Hcinarque   II.  —  Soit  Mo  un  point  ordinaire  d  une   courbe   analytique 
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"plane  C;  supposons,  par  exemple,  r — j'o  développé  suivant  les  puissances 

de  3^  —  Xq 

y  —  yu=  cj{x  —  Xo)  -h  <:.l(x  —  Xg  )- -h  .  . . . 

Si  la  langenle  n'esl  pas  parallèle  à  l'axe  Ox,  le  coefficient  Cj  n'esl  pas 
nul,  el  l'on  peut,  inversement  déduire  de  la  relation  précédente  le  dévelop- 
pement de  a^ —  3?o,  suivant  les  puissances  dey- — ^o- 1'  "'en  est  plus  de 
même  si  la  tangente  au  point  Mo  est  parallèle  à  Ox.  Dans  ce  cas  Ci  =  o,  et 
le  développement  de  y — yo  commence  par  un  terme  de  degré  supérieur 
au  premier  en  x  —  X(,;  on  ne  peut  plus  appliquer  le  théorème  général 
du  n"  19.1  D'une  étude  qui  sera  faite  plus  tard  (t.  Il),  il  résulte  que  x — a-» 
peut  alors  être  développi^e  en  série  entière  ordonnée  suivant  les  puissances 
fractionnaires  dey — >'o- 

199.  Points  doubles.  —  Re[)renons  encore  l'étude  d'une  courbe 
plane  analytique  C  diuis  le  voisinage  d'un  point  double.  Ce  point 
double  «-tant  pris  pour  origine,  l'équation  de  la  courbe  est  de  la 
forme 

(6i)  ax''-+  ïbxy  +  c  jk^-H  <?3(a',  JK)  -H-  ■  •  =  <>, 

les  coefficients  rt,  b,  c  u'éliuit  pas  nuls  à  la  fois,  et  les  ternies  non 
écrits  formant  une  série  entière  en  x  et  y,  qui  est  convergente 
dans  le  voisinage  du  point  .r=j'  =  o.  Supposons  de  plus  que 
nous  ayons  choisi  les  axes  de  façon  que  c  ne  soit  pas  nul.  D'après 
une  remarque  déjà  faite  (p.  io4,  note),  l'équation  (6i)  ne  peut 
admettre  plus  de  deux  racines  réelles  tendant  vers  zéro  avec  x; 
on  démontrera  plus  tard  qu'elle  admet  toujours  deux  racines,  et 
deux  seulement,  réelles  ou  imaginaires,  qui  tendent  vers  zéro 
avec  X.  On  peut  trouver  aisément  les  expressions  de  ces  deux 
racines  lorsque  b- —  ne  n'est  pas  nul. 

I"  Soit  b-  —  ac  >  o.  On  peut  encore  écrire  l'c-cpialion  précé- 
dente, en  divisant  par  r, 

(62)  V{x,y)  =  iy  —  y.x){y  —  'ix)-T- 03{x,  y  )+...=  <j, 
1.  et  [i  étant  deux  nombres  réels  différents.  Si  l'on  pose 

y  =  xi-J.-^  II). 

F  [x,  .c(a4-  (0]  peut  être  ordonné  suivant  les  puissances  de  x  et 
de  u  (n"  192)  el,  en  divisant  par  x^,  il  reste  l'équation 

(63)  «(it  +  a  —  P)-i-. .  .=  o, 


IV.    —    FONCTIONS    I.MI'I.ICITKS.    —    LOUlinKS    KT    SUHFACrS   AXALYTIQLES.       49' 

tous  IfS  termes  non  écrits  étant  nuls  pour  x  :^  o.  D'après  le  théo- 
rème général  (n"  193),  celte  écpiation  admet  une  racine  u,  s'annu- 
lanl  avec  x,  qui  est  tléveloppahle  suivant  les  puissances  de  x  : 


II,  =  -XtX- 


L'équation  (62)  admet  donc  aussi  la  racine  }', 

(  64  )  j-,  =  a  .r  ^  a  1  x-  ~  a-, .;-  -^  .  .  . . 

et  l'on  verrait  de  même   (jue  celle  équation  admet  une  seconde 
racine 

(65 )  i'2  =  ,S,r  -+-  S, X-  —  'Î2  J-'  -T- .  . . . 


Par  l'origine  passent  donc  deux  branches  de  courbe,  et  sur  clia- 
cune  d'elles,  prise  isolément,  l'origine  est  un  point  ordinaire. 

En  re|)renant  les  laisonnemenls  de  la  fin  du  n"  193,  on  voit 
aisément  que  F(x,  y)  peut  se  décomposer  en  un  produit  de  trois 
facteurs 

(66)  F(a,-,  _;')=  (y  —y^)(y  —  y,){i-^  c,x -^  C«y -^ .  .  .), 

ce  qui  met  en  évidence  les  deux  racines  r,  et  r^  de  l'équation  (62) 
et  montre  de  plus  que  celte  équation  n'admet  pas  d'autre  racine 
tendant  vers  zéro  en  même  temps  que  x. 

2°  Soit  b- — ■ac<^o.  Nous  savons  que  l'origine  est  un  point 
double  isolé.  Cependant,  les  calculs  que  nous  venons  d'indiquer 
s'appliqueraient  encore  et  conduiraient  à  deux  séries  conver- 
gentes (64)  et  (65),  satisfaisant  formellement  à  l'équation  (62), 
mais  avec  des  coelficientsimaginaires.  L'équation  (62)  admet  donc 
dans  ce  cas  deux  racines  imaginaires  conjuguées  infiniment  petites 
avec  .r. 

La  méthode  précédente  s'applique  aussi  sans  difficulté  à  l'étude 
d'une  courbe  analytique  dans  le  voisinage  d'un  point  multiple 
d'ordre  quelconque  p  k  langentes  distinctes. 

3°  Soit  h"^ —  ac  =  o.  Si  l'on  a  pris  pour  axe  des  x  la  tangente  au  point 
double,  l'équation  est  de  la  forme 

(67)  y^-=  Xx^^  }ix'-y+  Cxy'--i-  Dy^-i- 

Soient  u -h  ^  et   u  —  yv   les  deux  racines  infiniment  petites.  En  rem- 
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plaçant  )•  par  u  -^  \/v,  l'équation  devient 

„2_  .,„  j/w+»'  =  A:r3^Bx2(H,  -h  ^7i)+Cx{ii  -4-  /I^)--î- D(« -H  v/i")'+  — • 

En  égalant  à  zéro  la  série  formée  par  les  ternies  rationnels  en  c,  et 
le  coefficient  île  \h',  on  a  les  <leux.  équations  suivantes  pour  déter- 
miner H  et  f 

(  I' = — M--f- A  j-'-H  Ba^'M -(- Ca-H'-t- Ca-i' ^  Du^-^  3D  Ml' -Î-. . . , 
/   9  (/  —  D  i'  =  Bi-2  -4-  a  Cr  !<  -h  3  D  M«  -^ 

On  peut  appliquer  à  ce  système  le  théorème  général  du  n"  I9i,  et  l'on 
en  déduit  pour  ii  et  i>  des  développements  en  série 


(fi'j) 


commençant  par  des  termes  qui  sont  au  moins  du  troisième  et  du  deuxième 
degré  respectivement.  Soit,  d'une  façon  générale, 

H  =  aa^P-H. .  ..         v  =  bxl^...         (ai  =  o; />  ^  ï,  ^  ^  3) 

les  séries  ainsi  obtenues.  L'équation  ^6;)  admet  les  deux  racines  infiniment 
petites 

j'  =  (ixP  -^ . .  .-iL  \Jbxi^  .  .  . . 

La  forme  de  la  courbe  dépend  avant  tout  de  la  parité  de  q. 

Premier  cas.  —  Soit  y  =  ar-i- i  (/'^  i).  Supposons  de  plus  è>o; 
pour  les  valeurs  de  a?  voisines  de  zéro,  la  série  sous  le  radical  a  le  signe 
de  ùx''.  Pour  que  y  soit  réel,  x  doit  être  supposé  >  o,  et  les  deux  valeurs 
de  j' sont  représentées  par  un  développement  en  série   ordonnée  suivant 

les  puissances  de  \/x.  Si  l'on  a  r—  -  </),   le  terme  du   moindre  degré  est 

1 
le    terme    en    .r      -,    et    l'on    a    un    rebroussement   de    première    espèce. 

Si  r- —  >/),  on  a  un  rebroussement  de  seconde  espèce. 

Second  cas.  —  Soit  rj  =  /.ri  r  >  i  ).  Les  valeurs  de  y  ne  seront  réelles 
pour  les  valeurs  infiniment  petites  de  x  que  si  b  est  positif.  Lorsqu'il  en 
est  ainsi,  on  a  deux  branches  de  courbe  tangentes  à  l'origine  à  l'axe  Ox, 
et  l'origine  est  un  point  ordinaire  pour  chacune  d'elles,  car  on  peut  écrire 
ces  deux  racines 

y  =  axi'-^.  .  .  zb  a-''  / 6  -+-  6 1  j-  -i- .  ... 

Si  b  est  négatif,  l'origine  est  un  point  double  isolé. 
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200.  Surfaces  analytiques.—  Une  portion  de  surface  S  est  due 
analytiiiur  si,  dans  le  voisinage  de  Lout  point  M,,  de  cette  surface, 
les  coordonnées  a;,  j,  s  d'un  point  variable  M  peuvent  être  déve- 
loppées   en    séries    entières   à    deux    paramètres  variables  <  — <„, 

Il  —  H„, 

(  .j-_.r„=  «,„(;  —  to)  -4-  «„i(it  —  «„)-i-.  . ., 

(70)  )  _j/— _Ko=  6,o(C  —  'oj-i-  ^ui("  —  "0)— •.  -, 

(    ;  — 3o=  c,„(<  — /»)+  c„i(«  —  «o) -»-■••; 

ces  séries  restant  convergentes  tant  que  les  valeurs  absolues  des 
différences  /  —  ?o,  M  —  «0  ne  dépassent  pas  certaines  limites.  Un 
point  Mo  de  la  surface  S  est  un  point  ordinaire  si,  dans  le  voisi- 
nage de  ce  point,  une  des  trois  différences  x  —  x^^y  —  J'o,  -  —  -0 
peut  être  dé\el()|)pée  en  série  entière  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances entières  des  deux  autres.  Tout  point  Mo,  pour  lequel  les 
trois  déterminants 

D(y,  z)       D(s,a-)       0(3-,  ,r) 

D(/,  «)'      D(^  M)'      D(^  u) 

ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  est  un  point  ordinaire;  si  l'on  suppose, 
par  exemple,  que  le  premier  déterminant  ne  soit  pas  nul,  on  peut, 
des  deux  dernières  équations  (70),  tirer  t —  <o  et  u — i<o,  et,  en 
portant  les  valeurs  obtenues  dans  la  première,  on  obtient  un 
développement  de  x  —  x^  suivant  les  puissances  de  j  — y„et 
de=  — ;„. 

Étant  donnée  une  surface  S  représentée  par  une  équation  non 
résolue  ¥{x,y,  z)^o,  soient  ,r„,  j„,  ;o  les  coordonnées  d'un 
point  M„  de  celte  surface.  Si  la  fonction  F  est  développable  en 
série  entière  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x  —  J?o'.)'— Jo> 

.   ,,       dF       à¥      dP       .      , 
z  —  Sj,  sans  que  les  trois  dérivées  partielles  ^  '   ^  '   d^;  soient 

nulles  à  la  fois,  il  résulte  du  théorème  général  (n"  193)  que  le 
point  Mo  est  un  point  ordinaire. 

Remarque.  —  La  définition  adoptée  pour  un  point  ordinaire 
d'une  surface  est  indépendante  du  choix  des  axes.  Supposons  que 
le  point  Mo(a:o,  Jo,  -0)  soit  un  point  ordinaire  d'une  surface  S  ; 
les  coordonnées  d'un  point  voisin  sont  données  alors  par  des  for- 

,  ■      ,.  ■  D(r,s)    D(3,a:) 

mules  de  la  forme  (70),  où  les  trois  déterminants  q-^t^'  dJTTT)' 

^'-"^'■^^  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois  pour  /  =  <o,  «  =  «o-  Une  trans- 
D  (Z,  «)  1 


4<)4        CHAPITRE.  IX.    —   SÉRIES   ENTIÈRES.    —    SÉRIES   TRIGONO.M ÉTRIQUÉS. 

formation  de  coordonnées  revient  à  remplacer  les  variables  X^y,  z 
par  trois  nouvelles  variables  X,  Y,  Z,  fonctions  linéaires  des  pre- 
mières, telles  que 

X  =  ai.r  -(-  Bij'  -+-  Yi  3  -i-  2,, 
Y  =  a.i.r  -i-  p2^  -i-  Y2-  -T-  oo) 
Z  =  as  or  -t-  S3  J  -1-  -Ca  s  -t-  83, 

,      ,  ,  .  .        D(X.  Y.  Z)     ,  ,  ,     ,,  , 

le  déterminant  A^  t=— — —  n  étant  pas  nul.  Jbii  remplaçant  x, 

y.  z  par  leurs  développements  (70),  on  obtiendra  pour  X,  Y,  Z 
trois  nouveaux  dévelo|ipements  de  même  forme,  et  l'on  ne  peut 

avoir 

D(X,  Y)  _  D(Y,  Z)  _  D(Z,  X)  _ 
D(/,  II)  ~   D(/,  u)  ~   D(?,  n)  "  °' 

pour  ï  =  f„,  M  =  Uo)-car  on  déduit  inversement  des  formules  de 

transformation 

37  =  Al  X  +  B,  Y -+-  C,  Z -f-  D,, 

^  =  AjX  +  B.2  Y -H  G,Z -h  D,, 
;=  AjX-hBsY-^-CaZ-i-Ds, 

et  les  trois  déterminants  fonctionnels  obtenus  avec  les  variables  X, 
Y,  Z  ne  pourraient  être  nuls  à  la  fois  sans  qu'il  en  fût  de  même 
des  trois  déterminants  formés  avec  les  variables  X,  j',  z. 
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201.  Séries  de  Fourier.  —  Nous  allons  nous  occuper,  dans  les 
paragraphes  suivants,  de  séries  d'une  nature  tout  à  fait  dillerente 
des  précédentes.  Les  séries  trigonométriques  paraissent  avoir  été 
considérées,  pour  la  première  fois,  par  D.  Bcrnoulli,  à  propos  du 
problème  des  cordes  vibrantes;  le  procède  def  détermiiiiilion  des 
coefficients,  que  nous  allons  indiquer,  est  dû  à  Enler. 

Soit  f  {x)  une  fonction  bornée  et  intégrable  de  la  variable  X 
dans  un  intervalle  («,  b);  nous  supposerons  d'abord  que  les 
limites  a  el  b  sont  —  -  et  +  —,  ce  (|u'on  peut  toujours  faire,  car  il 

rn  I  1  11  •     1   1       ■i'KT  —  (a-hb)Tl  . 

sutlira  de  prendre  pour  nouvelle  variable —  pour  être 

ramené  à  ce  cas.  Cela  posé,  si  poui'  toutes   les  valeurs  de  x  com- 
prises entre  —  r  et  H-  n,  on  a  l'égalité  ci-de>sous 

(71)  /{x)  =  — +  (a|COsa;-t-6isinx)-t-..,-i-(a,„cos«!a^H-6„,  sinmx)-!-..., 
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//„.  a,,  h,.  ....  «,„,  6„,,  ...,  éianl  des  coefficients  conslanls  iii- 
rciriims,  l'artifice  suiviinl  s'olIVe  loiil  niitiirellemenl  pour  délerminer 
I  es  coefficients.  Rapjielons  d'abord  les  formules  suivantes,  qu'il 
suffit  d'écrire,  où  m  et  n  sont  des  iioniljres  entiers  ])Ositifs  : 

/  c(j^mxdx  =  o.        si //(  ^  (I.  /  i\nrn.rdx=0. 

,'•*'■                                          f     "  cou  m  —  r>)x-i-coé(  m-r-  /i).r   , 
I         cosrnxcosnxaj- ^=   1  <-/,)■=(>.     *i  m  ^  n, 

r*"       ,  ,  r'^"  i -i- cosimx   , 

I         cos^  mx  ax  =   1  na?  =  — .     si   «(  ^  o, 

'<      r^"    ■              ■             ,           r"^'c(isi/n  —  it)x  —  rn<iin-^n)x    , 
72)  ^      /  ^in  m  X  sm  n  X  dx  =:  j — aa-  =  o,     si  m  ^  n, 

I  •  -1:  •^— - 

r^'^'    .    ,  ,  r "^ "  l-cos ■...«;, r  . 

/  stn-mxax^=   1         a.r  = -,     si  >n  ^  o, 

C'^   .  ,  /"~^'"  sin('«i -1- «  !./• -^  siii  I /H  —  n)x 

I         stnmxcosnxdx  =   j         ax  =  o. 

Si  nous  intégrons  les  deux  niernhres  de  légalité  (71)  entre  les 
limites  —  -îz  et  +  tt,  en  intégrant  le  second  membre  terme  à  terme, 
il  vient 

/        /{x)dx=-^    j         </j- = -«„, 

égalité  d'où  l'on  tii'era  la  valeur  de  flo-  Si  l'on  opère  de  même  après 
avoir  multipfié  les  deux,  membres  de  la  relation  (71)  par  cosma; 
ou  sin  mx,  le  seul  terme  du  second  membre  dont  l'intégration  entre 
les  limites  — •  tt  et  -+- tc  donnera  un  résultat  différent  de  zéro  sera 
le  terme  en  cos-»iX  ou  en  sin-»?.r,  et  l'on  parvient  aux  formules 
suivantes 

I        f(x)  cosmx  dx  =i  Tza,,,,  j         f(x)iinnixdx=^Tzb,„. 

Nous  pouvons  encore  écrire  les  valeurs  obtenues  pour  les  coef- 
ficients 


(73) 


1  ao=-    I        /(x)  dx,  a,ii=  -    j        /(xjcosmada, 

I  b,„=  -    /         /{ix.)s'\nnix  doi. 
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Le  calcul  qui  précède  pour  délerminer  les  coefficienls  manque 
évidemment  de  rigueur  et  n'a  qu'une  valeur  d'induction. 
On  appelle  série  de  Fouricr  toute  série  Irigonométrique 

«0  ,     •  ,       . 

(-  «1  coscr  -H  Oi  sina-  -1- .  .  .-t-  a„,  cos7/ia-  +  o,„  sin  «I  ,r  -H.  .  . , 

■1 

dont  les  coefficienls  se  déduisent  d'une  fonction  intégrable  _/'(.r) 
par  les  formules  (73).  A  toute  fonction  /'(ic)  intégrable  dans  l'in- 
tervalle (- — Tc,  -\-Tz)  correspond  une  série  de  Fourier,  mais  il  n'est 
nullement  évident  que  celte  série  de  Fourier  est  convergente  et  a 
pour  somme  f(x),  pas  plus  qu'il  n'est  évident  que  la  série  de 
Taylor,  déduite  d'une  fonction  dont  la  suite  des  dérivées  est  illi- 
mitée, représente  cette  fonction  (n°  179).  Nous  pouvons  même 
affirmer  qu'une  série  de  Fourier  ne  représente  pas  toujours  la 
fonction  qui  lui  a  donné  naissance.  Soient,  en  effet,  J\{x),  /^{x) 
deux  fonctions  qui  ne  diffèrent  que  pour  un  nombreyî/u' de  valeurs 
de  X  entre  — —  et  — ;  la  série  de  Fourier  sera  la  même  pour  ces 
deux  fondions  (n"  71).  11  y  a  donc  une  au  moins  des  deux  fonc- 
tions qui  n'est  pas  représentée  par  sa  série  de  Fourier  pour  toute 
valeur  de  x.  Mais  il  résulte  de  l'expression  même  des  coeffi- 
cients (73)  que,  si  deux  fonctions  f(x),  ®(-^)  sont  représentées 
par  leurs  séries  de  Fourier  respectives,  entre  — tî  et  tt,  il  en  sera 
de  même  de  la  fonction  Ay(a;)  H- Bo(  j;),  quelles  que  soient  les 
constantes  A  et  B. 

Nous  allons  établir  un  système  de  conditions  suffisantes  pour 
qu'une  fonction  f{x)  soit  développable  en  série  de  Fourier  dans 
l'intervalle  ( — tt,  H-'^)-  Ces  conditions,  que  nous  appellerons, 
pour  abréger,  conditions  de  Dirichtet,  sont  les  suivantes  : 

1°  On  peut  partager  l'intervalle  considéré  (— ft,  -I-tc)  en  un 
nombre  fini  d'intervalles  partiels  ouverts,  dnns  cbaciin  desquels  la 
fonction  est  monotone; 

?."  La  fonction  n'admet  que  des  points  de  discontinuité  réguliers. 

La  somme  des  am-l-  i  premiers  termes  de  la  série  de  Fourier 
déduite  d'une  fonction  /(x)  devient,  en  remplaçant  les  coeffi- 
cients a,-,  bi  |)ar  leurs  valeurs  (73)  et  effectuant  les  réductions 
évidentes, 

S2,„+i=-    /        /(x)    --!-cos(a — a:)+cos2(a— a-)-l-...  +  cosm  (a — x)Ui'ï. 
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Mais  on    a,    d'après    une    formule    bien    connue    de    Trigono- 
métrie, 


-+-  cosa  -h  cos^a  ^-.  .  .  4-  cosma  = 


el.  par  suite. 


—i/r 


S2m-..=  -    /         ./(ai- 


ce  (|ue  nous  pouvons  encore  écrire,  en  posant  a  =  .a-  +  -'.y. 
(74)  S,_,=  -J^^/(:r+.v) ^^^y-^'/v- 

202.   Étude    de   l'intégrale    /      f(x)—. — -  d.c.  —  I/expression 

l'o  sin  a'  r 

obtenue  pour  la  somme  Sam+i  nous  conduit   à  chercher  la   limite 

de  rintéo;rale  définie    /      fix)^. ofa;  lorsque  «  augmente  indé- 

o  J^     •'         '    s\nx  T  ° 

Animent.  Cette  étude  a  été  laite  pour  la  première  fois  d'une  façon 
rigoureuse  par  Lejeune-Dirichlet;  elle  repose  sur  quelques  propo- 
sitions déjà  établies  que  nous  allons  rappeler. 
L'intégrale  définie 

..  /;     • 
/      sinar   , 

I      dx. 

■0        ^ 

où  h  est  un  nombre  positif,  est  positive  el  au  plus  égale  à  l'inté- 
grale A^=   I     — -  dx  (n"  92);  lorsque  h  augmente  indéfiniment, 

elle  a  pour  limite  -  (n°  100). 
L'intégrale  définie 

/h     ■ 
smnx   , 
dx, 

OÙ    A  >  o,    n    étant    un    nombre    entier   positif,   devient,  en    po- 
sant «37  =  y, 

f.     ^^- 

G.,  I.  ji 
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elle  est  donc  positive  et  inférieure  à  A.  quels  que  soient  n  el  h,  et 
a  pour  limite  -  lorsque  n  croît  indéfiniment.  11  en  résulte  que  l'in- 
tégrale définie    /      ^^ '/,(,  où  «  et /^  sont  deux  nombres /)0.«/<//.'; 

quelconques,  tend  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment, 
puisqu'elle  est  égale  à  la  dillérence  des  deux  intégrales 

r/.   •                           -  .<    ■ 
(I.r.  /       ■ d.r. 

<|ui  tendent  l'une  et  l'autre  vers-J^-  On  peut,  du  reste,  le  démon- 
trer directement  au  moyen  du  second  théorème  de  la  moyenne;  si 
l'on  suppose  a  <C  /',  la  fonction  -  est  positive  et  décroissante  de  a 
à  /;,  et  l'on  a 

f  '  ^'\nnx    ,  1      /"  '    ■  ,  I    cosna  —  cos/); 

/ (ir  =  —    /      sin  nx  ar  —  — 

,  /  .r  n  J  II  n 

La  valeur  absolue  de  celte  intégrale  est  donc  inférieure  à  —  >  ce 
°  na 

qui  montre  qu'elle  tend  iinifnrmi'meiil  \tri  zéro  pour  toute  valeur 

de  b  supérieure  à  a. 

Gela  posé,  considérons  l'intégrale  définie 


r  iiniij 


f/a", 


où  /i>o,  cs(.r)  étant  une  fonction  positive  décroissante  dans  l'in- 
tervalle fo,  h).  La  même  intégrale,  prise  entre  deux  limites  posi- 
tives quelconques,  dans  le  même  intervalle,  tend  vers  zéro.  En 
effet,  supposons  a<Cb:  la  seconde  formule  de  la  moyenne  donne 
encore 

r'            sin/!3-    ,                     r^sianx   , 
If  (  .r  ) a.T  —  ■«  I  rt  )   /      dT. 

et,  par  conséquent,  la  \aleur  absolue  de  l'intégrale  est  inférieure 

à  — ■■ —  Mais  ce  calcul   ne   nous  apprend   rien  sur  la  limite  de 

na  '  ^ 

l'intégrale  J  elle-même. 

Pour  trouver  cette   limite,  désignons  par   r  un  nombre   positif 
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très  petit;  nous  pouvons  écrire 

,         r^    ,       sinn.T   ,  C  '  sin/ij^   , 

.1  =   /      œ(x) d.T -V-  I      oix) dx. 

J(,      '  •'"  .  ',.      ■  -^ 

La  seconde  intégrale,  nous  venons  de  le  voir,  tend  vers  zéro 
lorsque  n  augmente  indéfiniment,  (^uant  à  la  première,  si  le 
nombre  c  est  suffisamment  petit,  la  fonction  o(x)  diflere  très 
peu  de  c9(+o)  dans  l'intervalle  (o,  c),  et  il  semble  assez  pro- 
bable que  cette  intégrale  doit  avoir  la  même  limite  que  l'inté- 
grale /    c5(-!-o) dx,  c'est-à-dire-c5( +  o).  Pour  transformer 

cette  induction  en  une  démonstration  rigoureuse,  écrivons  la  dif- 
férence comme  il  suit 


.1  —  —  cf"-!- o)  =  a(-i-o)  (     /     ^^ —dx—  — 

-+-  /     l?(-^)  — ?(-■-")]  ^'""^^^^+  / 

La  fonclion'j(.ï-)^'j(-t-o)  étant  décroissante  dans  l'intervalle  (o,c), 
nous  écrirons  la  seconde  intégrale 

r'' r    ,              ,          ,i\nnx   ,           r    ,     .               ,     ,siii«a"   , 
/     [ç(c)  — o(-^o)] dx+j     [ULT)  — -j(c)] dx: 

la  fonction  '-i^x)  —  «(c)  étant  positive  et  décroissante,  nous  pou- 
vons appliquer  le  second  théorème  de  la  moyenne  à  la  nouvelle 
intégrale,  et  Ion  a  en  définitive 


1/ 


[m(.?-)  — a(+o)]  ^'""'^(to    <  2  A[-i(-;-o;  — o(c)]. 


On  a  de  même 

/      o(a-) dx\  <     ^        • 

i/,.      '       ■       .r  ne 

Soil  maintenant  :  un  nombre  positif  arbitraire.  Puisque  oi^x)  a 
pour  limite  'f  (+  o  )  lorsque  x  tend  vers  zéro,  choisissons  pour  c  un 
nombre  positif  assez  petit  pour  que  l'on  ait 
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Le  nombre  c  ayant  été  choisi  de  cette  façon,  choisissons  un  nombre 

entierN  tel  que  l'on  ail-^j —  ■<  :t>  et  tel,  en  outre,  que,  pour  toute 

valeur  de  /i  5:N.  on  ail 

,         ,       /"'  sin  n.T    ,         u  e 

œ(-i-o)      j      — - — '^^'— -    <3* 

Pour  toutes  ces  valeurs  du  nombre  h,  on  aura  donc,  a Jortioii, 

et,  par  suite,  nous  avons  bien 

(75)  lini  J  =  —  œ(-i-o). 

Le  théorème  précédent  a  été  démontré  eu  iitiposant  à  la  (onc- 
tion o(x)  un  certain  nombre  de  restrictions  dont  il  est  possible  de 
se  débarrasser.  Si  f{x)  est  décroissante  sans  être  constamment 
positive  de  o  à  /(,  on  peut  toujours  lui  ajouter  une  constante  posi- 
tive C  de  façon  c|uc  la  somme  ij>(a:)  =  o(.r)  +  G  soit  po.sitive  et 
décroissante  de  o  à  /;.  Le  théorème  s'applique  à  celte  fonc- 
tion '!fi{x)  et  l'on  peut  écrire 


I      o(t  ) dx  =    /      w ( a: )  - 


■  dx 


,    /■  '  sin  nx   , 

J  /      dx  ; 

•A  ^ 

le   second    membre   a    pour    limite  -if[-\-o) C,    c'est-à-dire 

-»(-|-  o).  Si  la  fonction  o{x)  est  croissante  de  o  à  A,  —  'f  (^)  est 

décroissante  et  l'on  a 


l'intégrale  a  encoie  jjour  limite —cp  (4- o). 

Ou  déu)0ntrerait  de  la  même  façon  que  l'intégrale 

./■' 


où  a  et  b  sont  deux  nombres  positifs  quelconques,  et  »(^)  une 
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fonction  monotone  dans  l'iiilervalle  {a.  h).  teniJ  vers /.éro  lors(|uc 
/)  croît  iiidéfinimenl. 

Supposons  enfin  siniplenienl  cpie  la  fonction  ^{x)  est  bornée 
et  (jii'on  pent  décomposer  lintervalle  (o,  h)  en  un  nombre  fini 
d'intervalles  [o,  a),  (a,  h).  {(>,  c),  ....  (7.  h),  dans  cliacun  des- 
(|iiels  la  fonction  rs(x)  est  monotone,  [/inlégrale  de  o  à  a  a  pour 
iimili' - -j( -^  o  I.  landis  que  lontes  les  autres  inlt'<;rales  telles  (pie 
..  i> 

I  M  II  rt  .r    , 

/      o  (  .r  ) dT 

ont  zéro  pour   liiiiilf.  La   lormule  (  yà  i  s  applique   fiicoie   à   celte 
fonction, 
f/inléi^ralc 

(-())  1=    /       f{.-r)—. da-. 

oi'i  A  est   lin  noiiiliic  positif ////V/'jV///- à  -.  peut  s'écrire 

,.  I' 

I  =    /       f<.r)  -. d.r. 

J       ■  Slll.r  r 

Si  la  fonction  /(.<•  )  est  positive  et  croissante  de  o  à  /(.  il  en  est 

de  même  de  la  fonction  a(  .r  )  = /(x  )  ^-^ — >  et.  par  suite,  on  a 
•         '  sinx  ' 

{-~)  lini  I  =  — 'j(-i-o)=  —_/■(— o  I. 

Par  une  suite  de  raisonnements  tout  à  fait  pareils  à  (.'^\\\  que 
nous  venons  de  dé\elopper.  ondémonlrera  sticcessivemenl  : 

i"  Que  la  formule  (77)  s  applique  à  toute  fonction  monotone 
dans  l'intervalle  10.  /(  1  : 

■>"  (>ue  l'intéçrale 

C  '         ,  sin«x   , 

/      l{x)—. d.v. 

,'  -ni  j" 

où  a  et  b  sont  deux  nombres  positifs  inférieurs  à  rr.  et  _/ 1 ./' ;  une 
fonction  monotone  dans  l'intervalle  (a,  b),  tend  vers  zéro; 
•î"    Enfin,  qu'on  a 

.1,  , .         _  _ 

-^  liiii    /       /i  /•  \^ — ^  d.r  =  —  fi~-  01  10  <  //  •  '  7:  ', 

^/       •  sin.r  'x' 

pour\  Il  que  l'intervalle  i  o.  //  1  puisse  être  décomposé  en  un  nombre 
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fini  d'intervalles  partiels  dans  chacun  desquels  la  fonction  y"(^')  est 
luonolone. 

203.  Fonctions  développables  en  série  de  Fourier.  —  Soii  /{x) 
une  fonction  bornée  intégrable,  dans  l'intervalle  de  — -  à  +  t:. 

Nous  avons  trouvé  plus  haut  l'expression  de  la  somme  Sam^., 
des  2/»  +  1  premiers  termes  de  la  série  de  Fourier  correspondante 
[formule  (74)]-   Partageons  cette  intégrale  en  deux  autres,  ayant 

respectivement  pour  limites  o  et-^^^ -t — ^^^ — et  o,  et  posons 

dans  la  seconde  y  =  —  :■',  nous  pouvons  encore  écriie 

(79)  s,„,^<=     -J        n^+->-y^ — <*}' 

+  ;:./         /(•--•--) ^7^71 ^- 

Si  X  est  compris  entre  — -  et  +  t.  les  deux  limites  supérieures 
de  ces  intégrales  sont  comprises  entre  o  et  -,  et  l'on  peut  leur 
appliquer  le  théorème  du  paragraphe  jjrécédent,  pourvu  que 
la  fonction  f{x)  vérifie  la  première  condition  de  Dirichlet, 
c'est-à-dire  pourvu  qu'on  puisse  décomposer  rinter\alle  de  ■ —  — 
h  -\- ~  en  un  nombre  (ini  d'intervalles  dans  chacun  desquels  la 
fonction  est  monotone.  H  en  est  alors  de  même  de  la  fonc- 
tion/(a;  +  2jk)  <le  y  dans  l'intervalle  (o,  "  '  j  et  la  première 
intégrale  a  pour  limite 


La  seconde  intégrale  a  de  même  pour  limite -/(j7  —  o),  et,    par 

•.       c                            1-     •.     f(Jr  -^o)->nf{x-  —  o) 
suite,  b.,,„,  I  a  pour  limite' -■ 

Supposons  ensuite  que  a;  est  égal  à  lune  des  limites,  — -  par 
exemple.  On  peut  écrire 
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I.a  première  intégrale  du  second  membre  a  pourlimile  -  /(  —  ~-t-o) 
la  seconde  intégrale  devient,  en  remplaçante^  par  t:  —  :. 


dz 


I       r  '    ^  sill(  2/H 

-      /  flTZ—   ■?.Z)  r~ 

~  ■    „  ^"' 

<l  .i  pour  limite  -J\~  —  o  ).    La  somme  de  la  .série  de  h'ourier  est 

,  .        I       .      fi O  1  -+-  /"(  —  -  -^  O  )  .  I  ,     . 

donc  égale  a  ^ ■— pour  ./:  =:  —  -  ;   il  csl   clair  (juc 

la  somme  est  la  même  pour  ./■  =  t:. 

lîn  résumé,  quand  on  peut  parla  i:iT  i  intervalle  ( — — ,  +  ~) 
en  un  nombre  fini  d'intervalles  dans  cliacun  desquels  f{x)  est 
inonolone,  la  série  de  Fourier  correspondante  est  convergente 

f<X  —  o)^fi:r  —  o). 

et  a  pour  somme = si  x  est  compris  entre  — - 

et  -4-  -,  ('/ '- — J- pour  ./■  =  —  -. 

Supposons,  en  outre,  quey(x)  n'ait  que  des  points  de  discon- 
tinuité réguliers;  pour  toute  valeur  de  .r  comprise  entre  —  — 
el  -i-— ,  on  a 

et  la  somme  de  la  série  de  Fuurier  est  égale  à  J\x).  Par  suite, 
toute  fonction  f{x),  définie  dans  l'intervalle  ( — Tt, -j- t:)  et 
satisfaisant  aux  conditions  de  Dirichlet,  est  développable  en 
si'rie  de  Fourier  dans  cet  intervalle. 

Cet  énoncé  suppose  loulefois  qu'on  prend 


mais  cette  liypoilièse  n'est  que  la  conséquence  logique  de  celle  qui 
a  été  faite  sur  la  nature  des  points  de  discontinuité.  En  effet,  si, 
au  lieu  de  considérer  x  comme  une  longueur  portée  sur  une 
droite,  on  considère  x  comme  un  arc  porté  sur  la  circonférence  de 
ravon  un^  la  somme  de  la  série  en  un  point  quelconque  m  de 
la  circonférence  est  la  moyenne  arithmétique  des  deux  limites 
vers  lesquelles  tendent  les  deux  sommes  de  la  série  en  deux 
points    m',   m"  de  la   circonférence,   pris  de    part  et   d'autre  du 
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point  /;/.  lorsque  ces  points  m',  m'  se  lapproclienl  incléfinimenl 
du  point  m.  Si  les  deux  valeurs  limites  _/'( — it  +  o),  fijz  —  o) 
sont  diflérentes,  le  point  de  la  <ùrconréreiice  diaiTiétralemenl 
opposé  à  Torigint;  des  \wr<.  est  un  point  de  discontinuité,  et  la 
valeur  de  la  fonction  en  ce  point  est  aussi  hi  moyenne  arithmé- 
tique des  deux  limites  /'(  —  -  +  0).  /'(-  —  o  1. 

D'une  façon  généi-ale,  -io'il  f{x\  une  fonction  définie  dans  un 
intervalle  (a,  a -h  2-)  d'étendue  2t:,  et  satisfaisant  aux  conditions 
de  Diriclilel.  Il  existe  évidemment  une  fonction  F(j7),  et  une 
seule,  admettant  la  période  2-  et  coïncidant  avec  f(x)  dans  l'in- 
tervalle (a,  a. +  :),7ï):  celle  fonction  F(j?')  est  représentée,  pour- 
toute  valeur  de  .r.  par  la  somme  d'une  série  trigonoinétrique  dont 
les  coefficients  a,„  et   //,„  sont  donnés  par  les  formules  (  -'.\) 

«,„=-    /  V  (  r\  vcf^mx  il:r.  /',„—-    1  \'(3- )s'\i)  inx  dx. 

Le  coellieient  <•/,„.  par  e\cni(ile.  peut  cnciiic  s'('ciirc 

<7,„  =  -    /       F  (3:)  cOi  1)1  X  </.r /       F  i  .r  )  riism  .r  f/.r 

=  3    f     F  (  .7-  )  cos  m  X  d.r  -^  ^    (  ''"  ( •''  '  '""■*  "'  '  "'•'' 

=  —    /  !'"(  .7- )  io~/«./  (te  =  —    /  fijt)<ii^ini:djc. 

On  trouverait  de  uièiiic.  poui-  le  eoeflicienl  //„,. 
^„,  —  —    1  /(  .r  1  sinm.Tw/j". 

Lorsqu  une  fonction  /\  .r  )  est  donnée  dans  un  intervalle  quel- 
conque d  étendtie  :<7:.  les  formules  précédentes  permettent  de 
calculer  les  coefficients  du  développement  en  série  de  Fourier, 
sans  qu'il  soit  nécessaire  de  ramener  les  limites  de  l'intervalle  à 
être  —  -  et      -  -. 


20i.  Exemples.   —  1"  l'ioposons-nous  de  trouvei-  niic  ^érie  de  Fourier 
.dont  la  somme  soil  éiiale  à  —  i  pour  .r  compris  entre  —  -r  et  o  et  à  -1-  1 
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|)Our  T  compris  enlii'  o  l'A  -.  Les  formules  (  7!  )  noii<  donnent 


n,    =   i    f'  -d.r~-_     f'du         ... 
«,„  =  -    /      — coi-inxdx-    -    /      cosmx  i/.i- —  u, 
I      — si  n ///./•  <■/.'■        —    1      -  in /H  j:  </,<■—  


A,„  = 


-//'  -  —  COS( //ITT) 


/)„,  esi   nul  si  II)  est  pair,  el  éuiil  à  si  //(  rv|  innitiir.  lOn  mulliiiliant  tous 

m-r  ' 

les  (^oeKîrieiils  par    ^" .  on  voit  ipie  la  série 
I 

siiij:        sin  J.r  sini  >  m  -r-  1  ',/■ 

(«o»  r  = -...- ... 


il    pour    «Miniiii- ,    SI  :r  esl    eoMipn^    entre  — -   el    o.   et si  :r  est 

i  4 

compris   entre  o  ei    -.   Le    point  a~  =  o   est    un   point  de  discontinuité,  et, 
pour  3-  —  K.  \;i  somme  de  la  série  esl  o.  eomine  eela  doit  être.  D'une  façon 

gr-néralif.  la  -.nmiiie  de  la  série  (80.)  esl  égale  a    -    lorsque   sin.?-  est  positif, 
à  — -  lorsque  sin.;-  est  négatif,  et  à  o  lorsque  sina=  o. 

I,a  courlie  représentée  par  l'équalion  (80)  se  compose  d'une  infinité  île 
segments  île  droite  de  longueur  7:  sur  les  parallèles  r  =  ^=  -  a  l'axe  des  ,'■. 

4 
et  d'une  infinité  de  points  isolés  (y  =  o,  .r  =  A-)  sur  l'axe  des  .r. 

a"  Soit  à  trouver  le  développement  de  .r  en  série  de   Fouriei    dans  l'iu- 
lervalle  de  o  à  1—.  On  a 

„      =^     f'^:iJ.r=... 

I   /  ,         r.f  >in«< j,-r-~      (     /"'"  . 

"/„  =  —    /         xcof'iii  .r  <l.r  =         /  sin  «;,r  rfj- =  o, 

,  I      C'"  r.reos/rt.r  M"  1        r'"  ■>. 

w,,,  =  —    /        .r  sin  Hf^vte  =  —    -1 /        cti^mxaj= . 

~  .\  I       m  r      J  „        m- ,  '^^  m 

On  déduit   de  là   la  lormiilr 

:r         —         siiix         sinv^.r         >inj./ 


(|ui   est  exacte   pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  it..  Si 
l'on  remplace,  dans  la  formule  précédente,  le  premier  membre  par  y,  la 
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courbe  représentée  par  l'équation  obtenue  se  compose  d'une  infinité  de 
segments  de  droites  parallèles  à  la  droite  j-  =  —  et  d'une  infinité  de  points 
isolés. 

Remarques.  —  i°  Lorsqu'une  fonction  définie  dans  l'intervalle  (  — -,-{-t.) 
est  paire,  c'est-à-dire  telle  que  f( —  x)  =  f(x).  tous  les  coefficients  /;„,  sont 
nuls,  car  on  a  évidemment 

/      f(.r)i\nnirf1.r^ —    /       f(.r)'^xniit.r(ir. 

Au  contraire,  si  la  fonction  f(x)  est  iuipaire,  c'est-à-dire  telle  que 
f{  —  x)  = — fix),  tous  les  coefficients  a,,,  sont  nuls,  y  compris  a„.  Une 
fonction  /"(x)  étant  définie  dans  l'intervalle  de  o  à  t:  seulemeni,  on  peut 
la  prolonger  dans  l'intervalle  de  — ic  à  o  en  convenant  de  poser 

f(—x)=f{x\         ou         f(—x\  =  —f(x). 

La  fonctiony(a:)  peut  donc  élfe  représentée  suit  par  une  série  de  sinus, 
soit  par  une  série  de  cosinus,  dans  l'intervalle  de  ni:  ~. 

1"  Soit  /(,r)  une  fonction  développable  en  série  de  Foniier  <lans  l'inter- 
valle (—  TC.  -i-T.) 

(82)  /(x)=  —  -hia.i  coix^bi  iu\x)-^...-i-(ti,i,  rriimx-hh,„  i\nmx)-{-...; 

les  coefficients  «,,  6,-  étant  donnés  par  les  formules  (-'i}. 
Si  l'on  change  x  en  — x  dans  cette  relation,  il  vient 

(83)  /"( — X)  -=  —  -i-(rti  cos.r —  // 1  ^\n X)  — .. .-i- (a ,11  c.O'i m  X  —  &,„siu  /h. r )-(-... 
De  ces  deux  égalités  on  conclut  que  les  deux  séries  irigonoun'triques 

h  «1  cos,r  ~  .  .  .-\-  a,ii  cos  m  ,r  -}-... , 

hf  sin.r  -I-.  .  .  -t-  6/;,  sin  «î X  -f-  .  .  . 

sont  convergentes  dans  l'intervalle  ( — -,  -(-tt)  et  représentent  respective- 
ment les  deux  fonctions 

on  vérifie  aisément  que  ce  sont  précisément  les  séries  de  Tourier  relatives 
à  ces  deux  fonctions. 

203.  Extensions  diverses.  —  Les  conditions  de  Dirichlel  sont  seule- 
ment des  conditions  su J/isantes  pour  qu'une  fonction  soit  développable  en 
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série  de  Fourier,  mais  elles  ne  sont  nullement  nécessaires.  Les  raisonne- 
ments des  n°'  i02-203  permettent  de  lemplacer  ces  conditions  par  des  con- 
ditions plus  étendues. 

Soit/(a-)  une  fonction  à  variation  bornée  dans  rintervalle(  —  tt, -ht ;: 
nous  savons  qu'elle  est  égale  à  la  somme  de  deux  fonctions  mono- 
tones/, (x),  y2(a^),  dans  le  même  intervalle  (n"  11).  Soient  S(a:),  S|(x). 
Sï(x)  les  séries  de  Fourier  déduites  des  trois  fonctions  f(x),  fi{x). 
/■i(T).  D'après  ce  qu'on  a  vu  [ilns  liaut,  les  deux  séries  Si(.-r),  S-^ix)  sont 
convergentes  dans  l'intervalle  ( — -,  — -)  et,  pour  tout  point  intérieur  à 
cet  intervalle,  on  a 


d'autre  part,  un  terme  quelconque  de  S(x)  est  égal  à  la  somme  des  deux 
termes  correspondants  de  Si  et  de  S».  La  série  de  S(^)  est  donc  aussi  con- 
vergente et  a  pour  somme  Si(a:)-f-  SoCr),  c'est-à-dire 

/i(j-  -(-  o)— /;(.r  —  o'i  -i-/i( X  —  o )  -T- /, ( j-  —  o )  _  fi..r  —  o)  -^f(x  —  o » 


(•oiic.  toute  fonction  f{x)  à  variation  bornée  dans  l'intervalle  (  —  t:, -H-) 

donne  naissance  à  une  série  de  Fourier  convergente  dont  la  somme  est 

,     .   f(x^o)^f(.r—o)  ,  , 

igalcd : i,  pour  toute  valeur  de  X  comprise  entre  —  - 

et  -f-  -.  On  voit  de  la  même  façon  que,  pour  a^  =  ±  7;,  la  somme  de  la  série 

est  i-sale  a ■ = ■ — . • 

•2 

Si,  en  outre,  la  fonction  y(a^)  n'a  que  des  points  de  discontinuité  régu- 
liers dans  cet  intervalle,  la  série  de  Fourier  a  pour  somme  fi  x)  pour  toute 
valeur  de  x  comprise  entre  —  -  et  ^  -. 

I.e  procédé  employé  au  n"  201  pour  calculer  les  coefficients  il'une  série 
<le  Fourier  est  susceptible  d'une  grande  extension.  Considérons  une  série 
de  fonctions  orthogonales  dans  un  intervalle  ("«,  b) 


c'est-à-dire    telles   que   l'on   ait     /     <s,„ç„rfx  =  o,    quels    que     soient    les 

indices  m  et  n  supposés  dillérenls.  Si  une  fonction  est  supposée  déve- 
loppaMe  eu  une  série  uniformément  convergente  de  la  forme 

/(  X )  =  A„  o„  ^  A,  o,  -t- . . .  —  A,  9„  -- . . . . 

dans  l'intervalle  (a,  b),  les  coefficients  constants  .\,  se  déterminent  immé- 
iliaiement.  .Multiplions,  en  efl'et,  les  deux  membres  de  la  relation  précé- 
dente par  œ„,   et   intégrons  entre  les   limites  n  et  6  ;  il  vient,  en   tenant 
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rnmpte  (le*   lelatioiK  ([ui  cxpiinient  l'orlliogonalité, 


/      /'(  .r)  ï)„(,r  I  rf.r  =  \„    /      «;,  , 


il'oii  Ion  liic  hi  \nlciir-  du  lof llicienl  A„  Dans  cliaqiir  ca'^  |iailiculicr,  il 
reste  à  examiner  *i  la  «érie  ainsi  obtenue  e'I  eonverirente  ei  a  pour 
somme  f(or). 

Les  polynômes  de  l^egeiulre  in'  ItO  i  formeni  une  suite  <le  fonctions 
orthogonales  dans  l'intervalle  i  —  i.  —  i)-  Pour  pouvoir  calculer  les  coef- 
ficients  du   fléveloppenient   d'une   fonction   suivant   ces  polynômes,  il   faut 


numériques  des  inte;;rales  K„  =     1 


encore  conuaitre  les  valeurs   numériques  des  inte;;rales  K„  =     1  X,"  rJx. 

Soit  a„  le  coefficient  de  ./"   dans  X„  ;  en  tenant   comfite  des  lelalions  i  27  ) 
et  (28)  fp.  ■>. l'V),  ou  peut  écrire 


(  n  -t-  l)X„,.i  -H  «  \„    I 


Mai»  ou  a  aussi 


par     suile,    le    rapport 


Un    eu    conclut    iiue    li-    produit   (2Aî^i)K„    e-t    indépendant 

AU  ^  I 
de  n.  Or.  pour  //  =  o,  on  trouve  aussitôt  Kn  =  2;  le  coefficient  K„  est  donc 


!^i)0.  Développement  d'une  fonction  continue.  Théorème  de  Weier- 
Strass.  —  Soit  K  =_/(  a^)  une  fonction  continue  dans  un  intervalle  (a,  b). 
On  doit  à  M.  Weierstras?  une  proposition  remarquable  dont  voici  l'énoncé  : 
£  étant  un  nombre  positif  donné  à  l'avance,  on  peut  déterminer  un 
polynôme  V  {œ)  tel  que  la  différence  /(or) —  P(a?)  soit  inférieiii  e  à  s 
en  l'aleur  absolue  pour  toute  vttlcur  de  .r  dans  l'intervalle  (a,  b  ). 

l'armi  les  nombreuses  démonstrations  proposées  pour  ce  théorème,  une 
des  plus  simples  est  due  à  M.  Lebesgue  (  M.  Considérons  d'abord  le  cas 
particulier  suivant.  Soii  'i(a:uinc  fonction  continue  dans  l'intervalle  de  —  i 
à  H- I ,  définie  de  la  manière  suivante  :  pour    — \ -.r -_<i,  ou  a  'if.rl  =  o.  et 
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pour  G  i  a:£  I,  on  a  '^(a:)  =  y.kx,  /,  étant  un  facteur  constant  donné.  Nous 
pouvons  écrire  4'(^)  =  ^' I  ^ -•"  I  •'' I  ]•  D'anfe  part,  |)our  les  valeurs  lie  x 
comprises  entre  — i  et  -i-i,  on  ii 

I  3-  I  =   \/'  —  <  '  —  ^""): 

et,  pour  ces  mêmes  valeurs  de  ar,  le  radical  peut  être  développé  en  série  uni- 
formément convergente  (')  ordonnée  suivant  les  puissances  de  (\  —  a:'); 
I  .r  I,  et  par  suite  '^{x),  peut  donc  être  représentée  dans  cet  intervalle,  avec 
telle  approximation  qu'on  voudra,  par  un  polynôme.  Prenons  maintenant 
une  fonction  quelconque  continue  dans  l'inlervalle  {a.  b)  et  imaginons 
cet  intervalle  décomposé  en  n  intervalles  partiels  {a„,  i'\),  («i,  «5).  •••> 
(a„    I,  a„).    où    a  =  ao<  «I  <  a»  <  .  .  .  <  ««-1  <  «// = '^-    de    façon    que 

l'oscillation   de/(a?)  dans  chacun  de  ces  intervalles  soii  moindre  que-- 

Soit  r  la  ligne  brisée  obtenue  en  joignant  ilr  proche  eu  proche  les  points 
de  la  courbe  y=/{x)  d'abscisses  «oi  «11  «2?  ■-•)  ''•  l>'ordonnéc  d'un 
point  de  cette  ligne  brisée  est  évidemment  une  fonction  continue  de  l'ab- 
scisse <p(a:)  et    la   différence /(r)  — <?(3;)  est  en  valeur  absolue  moindre 

que  -•   lin  ell'et,  daus  l'intervalle  {-i^-x,  <i^),  pai'  exemple.  i>n   peut   écrire 

/(a:)-^(a-)  =  [/(ar)-/(«p._,)|tl-e]  +  [/(a:)-/(«„.)|e. 

où  X  —  aa-i  =  B(au. —  aji-i)-  l^e  facteur  0  étant  positif  et  inférieur  à  l'unité, 

la  différence  f —  o  est  moindre  en  valeur  absolue  que  -(1  —  0^9)=-- 

Cette  fonction  !f(x)  peut  être  décoriiposée  en  une  somme  de  11  fonctions 
analogues  à  la  fonction  ^(x)  de  tout  à  I  heure.  Soient,  en  ell'et,  A»,  A,. 
Aj,  ...,  Kn  les  sommets  consécutifs  de  la  ligne  polygonale  L;  '^(x)  esl 
égale  à  la  fonction  conlinue  ij<|  représentée  dans  l'intervalle  (a,  b)  par  la 
droite  qui  porte  le  côté  AoAi,  plus  une  fonction  tpi  représentée  par  une 
ligne  polygonale  A'j.A'',  ..  .  A'„  dont  le  premier  côté  AJ,  A',  est  sur  l'axe  Ox; 
ifi(3r)  est  à  son  tour  la  somme  de  deux  fonctions  continues  ^^  et  tpa  dont 
la  première,  <}<î,  est  nulle  entre  a  et  a,  et  est  représentée  par  la  droite  qui 
porte  A',  A',  entre  «i  et  b,  tandis  que  ç,  est  représentée  par  une  ligne 
polygonale  A'ô  A'J  A'.i  . .  .  .A'J,  dont  les  sommets  A'd,  A'I ,  A'^  sont  sur  Ox. 
On  arrive  finalement  à  remplacer  'i{x)  par  une  somme  de  n  fonctions 
(p  =  6,  -t-  62-+-  . . .  -I-  ']/„,  où  ij/i  est  une  fonction  continue  nulle  entre  a  et  a,, 
représentée  par  un  segment  de  droite  entre  rt,_  1  et  b.  Si  l'on  fait  le  chan- 
gement de  variable  X=/ja'-i-y,  en   choisissant  convenablement  p  et  j, 

(=)  En   elTet,   x  étant  compris   entre  — i  el  -4-1,  la  \aleur   absolue   du   terme 

Kénéral  est  au  plus  égale  à  ''    ","   ^1   qui  est  le  terme  général  d'une  série 

"  '^         °  2.l^.6. .  .m 

convergente,  d'après  la  règle  de  Duhamel. 
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<ii  sera  délini  dans  l'intervalle  (  —  i ,  -H  i)  par  l'égalité 

d.,=  /,[\  +  |X|J 

et,  par  conséquent,  pourra  être  représentée  par  un  polynôme  avec  telle 
approximation  qu'on  voudra.  Chacune  des  fonctions  'l,  pouvant  être 
représentée  par  un  polynôme  dans  l'intervalle  (a,  ù)  avec  une  approxi- 
mation inférieure  à — ,  il  est  clair  que  la  somme  de  ces  polynômes  diilé- 
2  7!  ^  '      ■' 

rera  dey(^)  de  moins  de  i. 

De  ce  théorème  on  déduit  que  toute  fonction  continue  dans  un  inter- 
valle In.  h^  peut  être  représentée  par  une  série  uniformément  conver- 
gente de  polynômes  dans  cet  intervalle.  Prenons,  en  effet,  une  suite  de 
nombres  positifs  décroissants  £,,  i,,  ....  z,,,  ....  le  terme  général  •„  ten- 
dant vers  zéro  lorsque  n  augmente  indélinimenl.  D'après  le  théorème  pré- 
cédent, à  chaque  nombre  £,  de  cette  suite  nous  pouvons  faire  correspondre 
un  polynôme  P,(t)  tel  que  la  différence  y"( a')  —  Pi(T)  soit  inférieure  en 
valeur  absolue  à  h,  dans -tout  l'intervalle  (o,  bu  Gela  étant,  la  série 

!',(./■) -4- [l',(^')- l'i(^)l +...+ [I'«(.^)- I-'„-i (■-?■)] -1-.  .. 

est  convergente  cl  a  pour  somme  f(:r).  lorsque  .r  reste  compris  dans 
l'intervalle  (a,  b ).  Il  est  clair,  en  ell'et,  que  la  somme  S„  des  n  premiers 
termes  est  égale  à  Pn(^);  la  diffcrence/(a:)  —  S„  qui  est  inférieure  en 
valeur  absolue  à  ï„  tend  donc  vers  zéro  lorsque  n  croit  indéfiniment.  La 
convergence  est  uniforme,  car  si  l'on  a  choisi  m  assez  grand  pour  qu'on 
ait  E„,  ■<  E,  on  aura  aussi  \f(-T)  —  S„  |  <  e,  pourvu  que  n  soit  égal  ou 
supérieur  à  m. 


EXERCICES. 


1.  Appliquer  la  formule  de  I.agrange  au  développement,  suivant  les 
puissances  de  .7-,  de  la  racine  de  l'équation  ^' =  ay  +  x  qui  est  égale  à  a 
pour  a-  =  o. 

2.  Même  problème  pour  l'équation  jk  —  a  +  ay'"+'  =  o. 
Application  à  l'équation  du  second  degré  a — ■6a"  +  cr2=  o. 
Développer,    suivant    les    puissances   de   c,    la    racine   qui    tend   vers  j 

lorsque  I-  tend  vers  zéio. 

3.  Elablii'  la  formule 

logd  -^  or)  l  i\./  I  'X.. 


1  >  i\     , 


EXEHCICES.  5ll 

•4.  Si  x  est  plus  grand  que .  ou  a 


1  ^-  .r        i. 


\  I  ^  a-  /        •>. .4  \  I 


o.  Si  I  a-  I  <  I .  ou  ii 

_    I       a  .r  I      /     2 .7-     \  ^  1.3/     •>  .T-     ^  •' 

^  ^  T   1  ^  ./-^  "^  ■> .  4  '  I  —  x"-  )    ^   > .  i . (i  \\  -^  a-»  /    "^ 

Quelle  est  la  somme  de  la  série  lorsque  \t\  >  i  '? 

6.  Démontrer  In  formule 

I     f  HT  n(/(  —  1)  /       a:      \2 

a"  y  a  ^r  .r  1.2        \a  ^r-  x / 

n(  n  —  I  I  (  «  —  ■> .)  /      X      \  '  "I 

I  .  -2 .  ■'.  V  «  ^-  .'■  /    ^  ■  ■  ■  J  ■ 

7.  Les  déterminations  de  sinmxel  de  cosznx,  qui  se  réduisent  à  o  et 
à  I  lorsque  sin.r  est  nul,  sont  développables  en  série  suivant  les  puis- 
sances de  sin.7- 


sinma:  =  m 


cosnix  =  I 


[m-  —  I     .    ,           (m-  —  l)  (  m-  —  q)    .    .  1 

sin.r sin^a^  -. '—  sin-'.r  —  ...     , 
I  . -2 .  j                               i  .  ?..  1  .'l.3  J 

ni-    .  m^( m-  —  4  )    ■    i 


On  se  sert  de  I  équation  difléreutielle 

,    rf^  »  du 

•^     dy^-  dr 

qui   est   vérifiée    par    cos/H.r   et   sin«î.r.  considérés   comme    fonctions   de 
y  =  sin  2-. 

8.  Déduire  des  formules  précédentes  les  développements  de 

cos(«  arc  cosx),         sin(  n  arc  cos.r). 

9.  Démontrer  les  formules  suivantes  : 

log(a;  -^  2)  =  Q  lo<;(  r  -i-i)  —  2  logfar  —  i)  -f-  log(x  —  a) 


r      2  I  /      2      y  I   ■  /      •'■      Y'  ,       ] 

l^x'  —  3a"        3\a?'  —  ix/         à\.r^  —  3.r/        •■J- 
(Série  de  Borda.) 
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et 

]og(ar  -h  5)  =      log(a-  -H  4  )  +  log(37  -+-  3)  —  2  logj- 

t   log(3r  ~   J  )  -I-  Iog(a:  —  4)  —  'og(.r  —  5) 

(  Série  de  Haro.  ) 

10*.    Une   fonction    f(x),   continue   dans   un   intervalle  10.  h),  et    telle 

qu  on  ait    /     jr"f<3-)dx  =  o,    pour   n  =  o,    \ .   ■> est  identiquement 

nulle. 

R.  On  supposey(.;)  développée  en  série  uniformément  convergente  de 

r" 

polynômes,   et  l'on   en    déduil    que   l'intégrale     /     /(xy-dx   serait   nulle. 

(MooRE.) 

H'.  Une  fonction  continue  différenle  de  zéro  m-  peul  avoir  une  série 
de  Fourier  identiquement  nulle. 

R.  Supposons  qu'on  ait  /(x)';>  m  >  o  dans  un  intervalle  (  <i.  b),  a  et  b 
étant  compris  entre  o  et  ait,  et  posons 

,                       /          a-^b\              a  —  b 
<]>  =  1  -i-cos(.r—  1  —  cos 

On  démontre   que   l'intégrale     /       f{x)'\i"c/x  ne  peul  être  nulle  quel 

que  soit  n. 

(  Voir  Lebesgue,  Leçons  sur  les  séries  trigonornétriques,  p.  jy.) 

On   déduit  de  là   que   deux   fonctions  continues  différentes  ne  peuvent 

avoir  la   même  série   de   Fourier;   par  conséquent,   si   la  série  de  Fourier 

déduite  d'une  fonction  continue _/"( a:)  est  uniformément  convergente,  la 

somme  de  cette  série  est  égale  iif{x). 

d2*.  Calculer  les  coefficients  de  la  .'érie  de  Fourier  pour  une  fonction 
continuey(a),  de  période  •>.Tr,  représentée  par  une  ligne  brisée.  Cette  série 
étant  uniformément  convergente,  en  déduire  une  nouvelle  démonstration 
du  théorème  de  Weierstrass  du  n"  206. 
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l^es  courbes  el  les  surfaces  qu'on  éludie  dans  la  (îéoméirie 
proprement  dite  sont  des  courbes  et  des  surfaces  analytiques. 
Cependanl  l'existence  des  éléments  géométriques  que  nous  allons 
définir  suppose  seulement  l'existence  des  dérivées  jusqu'à  celles 
d'un  certain  ordre.  Ainsi,  une  courbe  plane  représenlée  par 
l'équation  y  =  J\x)  a  une  tangente  si  la  fonction  y (x)  a  une 
dérivée  /'(j-),  un  rayon  de  courbure  si  J'{x)  a  elle-même  une 
dérivée  f"{x)  el  ainsi  de  suite. 

I.    -  COURBES  ET  SURFACES  ENVELOPPES. 

207.  Recherche  des  enveloppes.  -  Etant  doTinée  ré(|uation 
d'une  courbe  piane  C 

dépendant  d'un  paramètre  arbitraire  a,  cette  courbe  varie  en 
général  d'une  manière  continue,  de  forme  et  de  position,  quand 
on  fait  varier  ce  paramètre.  Si  toutes  ces  courbes  C  restent  tan- 
gentes à  une  courbe  déterminée  E,  cette  courbe  E  s'appelle 
Yenveloppe  des  courbes  C,  qui  sont  dites  les  enveloppées.  Les 
courbes  C  étant  données,  nous  nous  proposons  de  reconnaître  si 
elles  admettent  une  enveloppe  et  de  la  déterminer. 

L'existence  fie  cette  enveloppe  E  étant  admise,  soient  {^x,y) 
les  coordonnées  du  point  de  contact  M  de  la  courbe  E  avec  la 
courbe  enveloppée  C  qui  correspond  à  la  valeur  a  du  paramètre. 
Ces  coordonnées  x,  y  sont  des  fonctions  inconnues  du  para- 
mètre a,  qui  satisfont  à  l'équation  (i).  Pour  achever  de  les  déter- 
miner, il  nous  faut  exprimer  que  la  tangente  à  la  courbe  décrite 
G.,  L  33 
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par  le  point  M  quand  a  varie  coïncide  avec  la  tangente  à  la 
courbe  C.  Désignons  par  ox  et  ov  les  paramètres  directeurs  de 
la  tangente  à  la  courbe  enveloppée,  par  ^  et  ^  les  dérivées  des 
fonctions  inconnues  ,r  =  cp(r7).   r  =  'h(a);  il  faudra  que  l'on  ail 

dx         dy 
da         da 

^    '  ax  oy 

Or  la  courbe  C  étant  représentée  par  l'équation  (i),  où  a  a  une 
valeur  constante,  on  a  la  relation 

àf  .         àf  ^ 

qui  détermine  la  tangente  à  celte  courbe.  D'autre  part,  les  fonc- 
tions inconnues  x  =  œ(a),  y  =  i^{a)  vérifient  aussi  l'équalion 

f(x,  y,a)  =  o, 

où  a  désigne  mainleuant  la  variable  indépendante,  et,  par  suite, 

f  =o. 
Oa 

L'équation  de  condition  (a)  devient,  en  tenant  compte  des  rela- 
tions (3) et (4), 

àf 

cette  équation,  jointe  à  la  relation  (i),  détermine  les  deux  fonc- 
tions inconnues  x  =  «(«),  y  —  'K")-  On  obtiendra  donc  Véqua- 
tion  de  V enveloppe^  si  elle  existe,  en  éliminant  le  paramètre  a 

entre  les  deux  équations  f  ^=  o,  —  =  o. 

Soit  R(x.  j)  =  o  le  résultat  de  l'élimination;  nous  allons  exa- 
miner si  cette  courbe  représente  bien  une  enveloppe.  Soient  C,, 
la  courbe  particulière  correspondant  à  la  valeur  Uf,  du  paramètre, 
et  {x^^y^)  les  coordonnées  d'un  point  d'intersection  M»  des  deux 
courbes 

àf 

(6)  /(x,7,«o)  =  o,     ^=°; 


on  a  aussi 

(4) 

àf  dx       :)f  dy 
Ox  da        Oy  da 

—  COIRBES  ET  SURFACES  ENVELOPPES.  Sl' 


les  équations  (i)  et  (5)  définissent  deux  fonctions  x  =  'f{a), 
1'  =  •];(«),  qui  se  réduisent  respectivement  à  .7„,  j'o  pour  «  =  «9, 
el  1  on  a  évidemment  pour  a  =«„, 


AL 

àxt, 


\da/„       dya\da)„ 


celte   relation,  rapprochée  de  la  relation  (.î),  nous  montre  qu'au 

point  (a;„,  Vn"»  la  tangente  à  la  courbe  Co  coïncideavec  la  tangente 

à  la  courbe  décrite  par  le  point  (r,  j-),  ;i  moins  que  Ion  n'ait  à  la 

f  •     '^f  <^f  •        -    ,- 

'°'*  ^  —  "'  ?^  =  °'  c  est-a-dire  à  moins  que  le  point  {x„,  y„) 

ne  soit  un  point  singulier  de  la  courbe  C,.  L'éguation'R{x,  y)  =  o 
représente  donc,  soit  l'enveloppe  des  courbes  C,  soit  un  lieu  de 
points  singuliers  de  ces  courbes. 

On  peut  compléter  ce  résultat.  Si  chacune  des  courbes  C  pos- 
sède un  ou  plusieurs  points  singuliers,  le  lieu  de  ces  points  sin- 
guliers fait  certainement  partie  de  la  courbe  R(ir,  y)  =  o.  Soient 
en  effet  {x,  y)  les  coordonnées  de  l'un  de  ces  points  singuliers; 
X  et  j  sont  des  fonctions  de  a  qui  Vérifient  à  la  fois  les  trois  rela- 
tions 

f{T,y.a)  =  o,  :f=o.  ~  =  o 

Ox  Oy 

el,  par  suite  aussi,  la  relation  ^  =  0;  x  et  y  satisfont  donc  à 
l'équation  R=  o  que  l'on  obtient  en  éliminant  a  entre  les  deux 
relations /=o  et-j^  =  o.  Dans  le  cas  le  plus  général,  la  courbe 

f'^('^ïj)  =  o  se  compose  de  deux  parties  analjtiquement  dis- 
tinctes, dont  l'une  est  l'enveloppe  proprement  dite,  tandis  que 
1  autre  est  le  lieu  des  points  singuliers. 

Exemple.   —  Soit /(a?,  ;-,  a)=  y' —  y'' +  {x  —  ay-=  o;   on 

*±r  =~  2(a?  —  a)  et,  en  éliminant  a  entre  /=o  et  ^  =  o,  on 
vu  •  da  ^ 

est  conduit  à  l'équation  j^ —T=  =  o,  qui  représente  les  trois  lignes 
droites  }-=o,  j' ^ -j_  i  ^  .K  =^ — •'•  Les  courbes  considérées  se 
déduisent  de  la  courbe  y^—y-i^x-—o  en  la  faisant  glisser 
parallèlement  à  Ox;  or,  cette  courbe  a  un  point  double  à  l'ori- 
giiie,  et  elle  est  tangente  aux  deux  droites  r  =  ±  i,  aux  points  de 
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rencontre  avec  l'axe  des  y.  La  droite  7  :=o  est  donc  un  lieu  de 
points  doubles,  tandis  que  les  deux  droites  ^j' =  ±  i  constilueiil 
l'enveloppe  proprement  dite. 

208.  Lorsque  la  courbe  C  a  une  enveloppe  E,  les  points  de 
contact  de  la  courbe  C  avec  son  envelo[)pe  sont  les  positions 
limites  des  points  d^ intersection  de  cette  courbe  avec  une 
courbe  infiniment  voisine  de  la  même  famille.  Soient,  en  efl'et, 

(7)  /(a-,7,  <r)  =  o,        f{x,y,  a-^  Ii)  =  o 

les  équations  des  deux  courjjes  voisines;  le  système  ['j)  qui  déter- 
mine les  coordonnées  des  points  communs  peut  évidemment  êhe 
remplacé  par  le  système  équivalent 

(7)  f(.o^,  y,  a)  =  o,  -i '-^ j^ 1 'L .=0, 

dont  la  dernière  éfiualion  se  réduit  à  -^  ^  o,  lorsque  h  tend  vers 

zéro,  c'est-à-dire  lorsque  la  seconde  courbe  se  rapproche  indéfini- 
ment de  la  première  ('  ).  Cette  propriété  est  du  reste  à  peu  près  é\  i- 
dente  géométriquement  ;  on  voit,  en  elTet,  sur  la  figure  34  («)  que 
deux  courbes  voisines  C,  C  ont  un  point  d'intersection  N  qui  se 
rapproche  indéfinimeni  du  point  de  contact  M  lorsque  la  seconde 
courbe  C  vient  se  confondre  avec  C.  On  voit  de  même  sur  la 
figure  34  (^)  que,  lorsque  les  courbes  (i)  ont  un  point  double,  un 
des  points  d'intersection  des  deux  courbes  voisines  C,  C  vient  se 
confondre  avec  le  point  doublé  quand  la  courbe  C  se  rapproche 
indéfiniment  de  la  courbe  C. 

La  remarque  précédente  explique  bien  pourquoi  l'on  doit 
trouver  le  lieu  des  points  singidicrs  en  même  temps  que  l'enve- 
loppe. Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que/(x,  j',  a)  soit  un 
polynôme  de  degré  m  en  a.  Pour  un  point  M^  pris  au  hasard  dans 


(')  La  démorislralion  peut  être  pré-enlée  sous  nne  forme  plus  rigoureuse,  eu 
écrivant  la  seconde  des  équations  (7')  sous  la  forme  y^  (x,  y,  a +  0A)  =  o.  Si 
le  point  (x,  y)  tend  vers  un  point  limite  (;r,,  y,  )  lorsque  A  tend  vers  zéro, 
et  si  la  dérivée/^  est  continue,  les  coordonnées  de  ce  point-limite  doivent  satis- 
faire aux  deux  rtlalions  /(x,,^,,  «)  =  o,  /^  (a;,,  y,,  a)  =  0. 
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le  plnn.  de  coordotinées  (,r„,  T'o)i  l'é(]iiali()n 

(,S  I  /(■*•..,  ^0,  «)  =  <> 

iiilmel  en  généra!  m  racines  distincles;  il  passe  donc  par  ce  point 
///  (;oiirLes  difTérentes  de  la  famille  considérée.  Mais  si  le  point  M,, 
appartient  à  la  courbe  R(ir, jk)  =  "•  on  a  à  la  fois,  pour  une  va- 
leur lie  a, 

àf 

el  Téqualion  (8)  a  une  racine  double.  On  peut  donc  dire  que  la 
courbe  R(a:,  y)  ^^  o  est  le  lieu  des  points  du  plan  pour  lesquels 
tleux  des  courbes  de  la  famille  (i)  qui  y  passent  sont  venues  se 
confondre.  Or  les  figures  34  («)  et  34  (b)  montrent  précisément 


Fig.  34  a. 


Fig.  34  0. 


que,  lor.s(ju"un  point  se  rapproche  indéfiniment  soit  d'un  point  de 
l'enveloppe,  soit  d'un  point  de  la  courbe  qui  est  le  lieu  des  points 
singuliers,  deux  des  courbes  C  qui  passent  par  ce  point  diffèrent 
très  peu  l'une  de  l'autre  el  viennent  se  confondre  à  la  limite. 

Rciitarque.   —   Il  arrive   fréquemment  que  l'on  a  à   chercher 
l'enveloppe  d'une  courbe 

(<)  I  V {r,  y.  a,  b)  =  o. 

dont  l'équation  renferme  deux  paramètres  variables  a  et  b,  liés 
par  une  relation  !p(a,  Z')  =  o.  Ce  cas  n'est  pas  distinct  du  cas 
général,  car  on  peut  considérer  b  comme  une  fonction  de  a  définie 
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par  la  relation  a  ;=  o.  D'après  la  règle  établie,  il  faut  joindre  à 
l'équation  (9)  celle  que  l'on  obtient  en  égalant  à  zéro  la  tlfiivée 
du  premier  membre  par  rapport  au  paramètre  a 

oV^        clV_  (lb_  _ 
lia        0b   da 

mais  de  la  relation  'j  («,  h )  =z  o  on  tire 

c^-i         do  db  _ 
da        db  da 

et  la  formule  précédente  devient,  en  éliminant  -j-, 

tiF  d-o        <)¥  O'i 

(10) -j- -; ^    =    O. 

'  da    db        ob    da 

On  obtiendra  doncl'équation  de  Tenveloppe  en  éliminant  a  et  h 
entre  les  équations  F=o,  o  r=  o,  et  l'équation  précédente  (lo). 


209.  Enveloppe  d'une  droite.   —   Prenons  l'équation   d'une  droite  D 
sous  la  forme  normale 

(m)  j- cosa -h  ^j' sinat  —  /(a)  =  o, 

le  paramètre  variable  étant  l'angle  a.  En  prenant  la  dérivée  par  rapport  à 
ce  paramètre,  il  vient 

(12)  — xih\0L  -i-  y  co% 7.  —  /'(■x)  =  o, 

et  l'on  lire  des  deux  équations  (11)  et  (12)  les  coordonnées  du  point  de 
contact  de  la  droite  mobile  avec  son  enveloppe 

(  .r  =  /(al  cosa  — ■  /'(a)  sina. 

(13)  .'   ^    ' 

j  ^^^  =  y(a  )  sina -I- /'(a)  cosa. 

Il  est  facile  de  vérifier  que  la  tangente  à   la  courbe  E   décrite  par  ce 
point  (a?,  _y)  est  la  droite  D;  on  lire  en  elTel  des  équations  (i3) 

(   afa^  =  — [/(a)  +  /"(a)]  sinatia, 
^'"•^  \dy=       f/(a)-/"(a)lcosxrfa, 

et  l'on  voit  que  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  est  —  cola,  ce  qui  est 
précisément  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  D.  Des  équations  (14;  on 
tire  aussi,  en  appelant  s  l'arc  de  la  courbe  enveloppe, 


ds  =  si^dx"- -^  dy"^  =  ±  [/(a  j -H  _/ "(  a)]  d%. 


I.    —    nOUIlBKS    RT    SlIilACKS    ENVICI.OPPES. 

et,  par  conséquent, 


5..., 


[y/(a)./a -/■(-.)]; 


il  suffira  donc,  pour  avoir  une  courbe  i-ectifiable,  de  prendre  pour  f(%)  la 
déi'ivée  d'une  fonction  connue  ('). 

Prenons,     par     exemple,   /(x)  = /sin  acossc,     en     faisant      successive- 
ment j' =  o  et  ;r  =  o  dans  l'équalion  (il),  il   vient  (y/^.  35)  OA  = /sina, 


OB  =  Icosa.  et,  par  suite,  AB  =  l.  La  courbe  cherchée  est  donc  l'enve- 
loppe d'une  droite  de  longueur  constante  /,  dont  les  extrémités  décrivent 
deux  droites  rectangulaires.  Les  formules  (ij)  deviennent  ici 


x  =  l  sin^a, 
et  l'équation  de  l'enveloppe  est 


y  =  l  cos' 


ijf 


c'est   une   hypocycloïde  à  quatre  rebroussements,  qui  a  la  forme  indiquée 


(')  Dans  la  formule  c|ui  donne  l'arc 

s  =/(ï) +  //(=')  rf", 

toutes  les  quantités  qui  figurent  au  second  membre  ont  une  signification  géomé-- 
trique  :  a  est  l'angle  que  fait  avec  Ox  la  perpendiculaire  ON  menée  de  l'origine 
sur  la  droite  mobile,  /(  a)  est  la  dislance  ON  de  l'origine  à  cette  droite;  /'  (ï)  est, 
au  signe  près,  la  distance  MN  du  point  de  contact  de  la  droite  mobile  avec  son 
enveloppe  au  pied  N  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine.  On  appelle  quel- 
quefois cette  formule  de  rectification  la  formule  de  Legendre. 
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sur  la  figure.  Lorsque  a  varie  de  o  à  — ,  le  point  de  conlact  décrit  l'arc  DC. 
La  longueur  de  l'arc,  compté  à  partir  de  D,  a  pour  expression 


=   /      j  /  sin  ■X  00 


il.  dx^^ 


Soieut  I  le  sommet  du  rectangle  construit  sur  04  et  OB,  et  M  le  pied  de 
la  perpendiculaire  abaissée  du  point  1  sur  AB.  Les  triangles  AMI,  APIW 
donnent  successivement 

.\!VI  =  Alcosa  =  /  cos'ï,         AP  =  .\M  sin  a  =  l  cos^a  sin« 

et,    par  suite,    OP  =  OA. —  .\.P  =  /sin^a,  de  sorte  que  le  point  M   est   le 
point  de  contact  de  la  droite  AB  avec  son  enveloppe.  On  a  ensuite 

BM  =  /  — AM  =  /sin^ï 
et,  par  conséquent,  arc  DM  =  -BM. 

210.  Enveloppe  d'un  cercle.  —  Soit 

1-équation    d'un   cercle,   a,    6,    p   étant  des  fonctions   d'un   paramètre    va- 
Fig.  3G. 


riable  t.  Les  points  de    contact  de  ce  cercle  avec   son   enveloppe   sont  à 
l'intersection  du  cercle  avec  la  droite 


(r6) 


a)a!  -\-{y  —  b)h'  +  ??'=  o, 


qui    est   perpendiculaire    à    la    tangente    à    la    courbe   C    décrite    par    le 

do 
centre  (a,  b)  du  cercle,  et  dont  la  distance  au  centre  est  égale  a  p  -j-. 
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S  otiint  l'arc  de  la   courbe  (',.   Celte  droite  coupe  le  cercle  en  deux  points 

N,  N',  symétriques  par  rapport  à  la  tangente  i\lT  (Jiff.  36);  l'enveloppe  se 

compose  donc  de  deux  branches  E,  E',  qui  ne  sont  pas  en  général  analyti- 

(|uement  distinctes.  Plusieurs  cas  particuliers  sont  à  remarquer  : 

1""  Si  p  est  constant,  la  corde  des  contacts  NN'  se  réduit  à  la  normale  PP 

et   l'enveloppe  se  compose  des  deux  courbes  parallèles  Cj,  Ci,   obtenues 

en  portant  sur  la  normale  à  la  courbe  G,  de  part  et  d'autie  du   point  M. 

la  longueur  constante  p. 

dû 
a"  Si  p  =  i-l-C,  on  a  p  -^  =  p;  la  corde  ^l^    se  réduit  à  la  tangente  au 
■^  as        ' 

cercle  au  point  Q.  Les  deux  branches  de  l'enveloppe  sont  confondues,  et  cette 
enveloppe  T  admet  pour  normales  les  tangentes  à  la  courbe  C  ;  on  dit  que  G 
est  la  développée  de  1',  et  inversement  F  est  une  développante  de  C.  Lorsque 
dç,  >  ds,  la  droite  (i 6)  ne  coupe  plus  le  cercle,  et  l'enveloppe  est  imaginaire. 

Caustiffues  secondaires.  —  Supposons  que  le  rayon  du  cercle  variable 

Fis.  3-. 


son  proportionnel  à  la  distance  du  centre  à  un  point  fixe  O.  Si  l'on  prend 
ce  point  fixe  pour  origine,  l'équation  du  cercle  est 

(j,  ^  ay--r-  (y  -  by-  ^  /,'-{a^--^  b'-), 

/■  étant  un  facteur  constant,  et  la  corde  des  contacts  a  pour  équation 

(.r  —  a)a' -h  {y  —  b)b'-^  k-(aa  -i-  bb')  =  o. 

Soient  o  et  o'  les  distances  du  centre  .M  (a,  b)  du  cercle  à  la  corde  des 
contacts  et  à  la  parallèle  menée  par  l'origine  ;  on  tire  de  l'équation  précé- 
dente 0  =  A-o'.  On  obtiendra  donc  la  corde  des  contacts  en  prenant  sur  le 
rayon  MO  un  point  f  tel  que  MP  =  A-'iVlO  et  abaissant  du  point  P  une 
perpendiculaire  sur  la  tangente  au  lieu  du  centre.  Supposons  A"<|l,  et 
soit  E  la  branche  de  l'enveloppe  du  cercle  qui  est  située  du  même  côté 
que  le  point  O  par  rapport  à  la  tangente  à  la  courbe  C.  Appelons  iet  r  les 
angles  que  font  avec  la  normale  MI  les  droites  MO  et  MN;  on  a  {fig.  37) 


_  M^ 
~  MQ' 


M^ 

M^' 


sint 
sin  /• 


M  g 
M  y) 


MQ 
MP 


/.• 
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Gela  posé,  imaginons  que  le  point  0  soit  un  foyer  lumineux  et  que  la 
courbe  G  soit  la  limite  tie  séparation  entre  le  milieu  où  est  le  point  O  et 
un  nouveau  milieu  dont  l'indice  de  réfraction  par  rapport  au  premier  soit 

égal  à  -■  Après  la  réfraction,  le  rayon  incident  OiM  se  change  en  un  rayon 

réfracté  MR  qui,  d'après  la  loi  de  In  réfraction,  est  précisément  le  prolon- 
gement de  NM.  Tous  les  rayons  réfractés  MR  sont  donc  normaux  à  l'en- 
veloppe E,  qu'on  appelle  la  caustique  secondaire  par  réfraction.  La 
caustique  propiement  dite,  enveloppe  des  rayons  réfiactés,  est  la  déve- 
loppée de  la  caustique  secondaire. 

La  seconde  branche  de  l'enveloppe  E'  n'a  évidemment  aucun  sens 
physique;  elle  correspondrait  à  un  indice  de  réfraction  négatif.  Si  l'on 
suppose  A- =  I,  l'enveloppe  E  se  léduil  au  point  0  lui-même,  tandis  que 
l'enveloppe  E'  est  le  lieu  des  symétriques  du  point  O  par  rapport  aux  tan- 
gentes delà  courbe  G.  Cette  courbe  est  aussi  la  caustique  secondaire  par 
réflexion  pour  les  rayons  lumineux  issus  du  point  0  se  réllécliissant  sur 
la  courbe  G.  On  démontroj-a  de  la  même  façon  que,  si  de  cliaqne  point 
d'une  courbe  G  comme  centre  on  décrit  un  cercle  dont  le  rayon  soit  pro- 
portionnel à  la  distance  du  centre  à  une  droite  fixe,  on  obtient  pour  enve- 
loppes les  caustiques  secondaires  relalivement  aux  rayons  lumineux  issus 
d'un  fover  à  l'infini. 


iill.   Surfaces  à  un  paramètre.  —  Soit 

(i7_)  /■(  ,r,  r,  -,  "  )  =  o 

l'équalion  crune  surface  S,  dépenilanl  duu  paramètre  arbitraire  a. 
S'il  existe  une  surlaee  E  tangente  à  chacune  des  surfaces  S  le  long 
d'une  courbe  C,  celle  surface  E  est  appelée  Venveloppc  des  sur- 
faces S,  el  la  courbe  de  contact  (".  des  deux  surfaces  S  et  E  est  la 
car  ad  éris  t  iqit  e . 

Pour  reconnaître  s'il  existe  une  enveloppe,  il  faut  donc  exa- 
miner s'il  est  possiljle  de  déteiininer  sur  chacune  des  sur- 
faces S  une  courbe  (>  telle  que  le  lieu  de  ces  courbes  soit  lan- 
gent à  la  surface  S  le  long  de  C.  Soient  x.y,  z  les  coordonnées 
d'un  point  M  de  la  caractéristique;  si  ce  point  n'est  pas  un  point 
singulier  de  la  surface  S.  l'écpiation  du  plan  langent  à  celte  sur- 
face est 

Ox  ^  '        Oy  -^  '       Oz 

D'autre  part,  quand  on  se  déplace  sur  l'enveloppe  E,  .r,  y,  ;,  n 
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sont   des    fonctions    de    deux    variables    indépendantes    véiifiant 
l'équation  (i-'j  et,  enli-e  leurs  dl(]V:reiilielles.  on  a  la  relation 


ox  (iy 


dx  -^  —  dy  -^  ^  dz  ^  —  da  ^=  o  : 


pour  que  le  plan  tangent  à  la  surface  E  soit  identique  au  plan 
tangent  à  S,  \\  faut  et  il  suffit  (]ue  Ion  ait.  entre  les  différen- 
tielles dx,  dy,  dz.  la  relation 

àf  ,         à/  of 

-—  dx  -^  -^  ay az  =  o. 

dx  Oj'    ■'        iJz 

condition  qui  devient,  en  tenant  compte  de  la  prt'cédenle, 

(18)  .^  =  0. 
Oa 

On  démontrera  iinerseinenl,  coinnie  pour  les  courbes  planes 
(n°  207).  que  la  surface  V\.(x,y.  z\  =;  o,  obtenue  par  réllniination 
du  paramètre  a  entre  les  deux  équations  (17)  et  (18),  représente 
soit  l'enveloppe  des  surfaces  S,  soit  le  lieu  des  points  singuliers. 
La  caractéristique  C  représentée  par  les  équations  (17)  et  (18)  est 
encore  la  position  limite  de  la  courbe  d  intersection  de  la  surface  S 
avec  une  surface  infiniment  voisine  de  la  même  famille. 

212.  Surfaces  à  deux  paramètres.  —  Considérons  maintenant 
une  équation 

(19)  /(^:  r.  -•  «>  *)  =  o- 

qui  représente  des  surfaces  S  dépendant  de  deux  paramètres  a 
et  b.  Il  n'existe  pas  en  général  de  surface  tangente  à  toutes  les 
surfaces  de  celte  famille  tout  le  long  d'une  courbe;  en  eH'et,  si 
l'on  établit  entre  les  deux  paramètres  a  et  i  une  relation  è  =  c;((7i, 
on  a  des  surfaces  ne  dépendant  plus  que  d'un  paramètre  o,  et  la 
caractéristique  est  représentée  par  l'équation  (^19)  jointe  à  l'équn- 
lion 

(.0)  J^^A^,a)  =  o. 

Cette  caractéristique  dépend  en  général  de  ts'la  1.  de  sorte  que  sur 
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cliaque  surface  S  il  y  a  une  infîiiilé  de  caractéristiques;  elles  n'en- 
gendrent donc  pas  une  surface  lorsque  a  et  b  varient.  Nous  allons 
ciierclier  s'il  existe  une  surface  E  touchant  chacune  des  surfaces 
en  un  point  seulement,  ou  en  quelques  points,  et  non  tout  le  long 
d'une  courbe.  Si  cette  surface  existe,  les  coordonnées  (x,  y,  z) 
d'un  point  de  contact  de  la  surface  S  avec  l'enveloppe  E  sont  des 
fonctions  des  deux  paramètres  variables  a  et  b  qui  satisfont  à  la 
relation  (19)  et  dont  les  différentielles  d.r,  dy,  dz  vérifient  par 
consécpient  la  relation 

(...)  '!Ldr^^-Ldy^1dz^fda-^%^db=o. 

0.r  Oy    '  dz  oa  00 

Pour  que  la  surface,  lieu  du  point  (^x,  y,  r),  soit  tangente  à  la 
surface  S,  il  fant  encore  que  Ion  ait 

-=--  d.T  H dy  -^  -^  dz  =  o. 

Or  Oy    '  ôz 

relation  qui  devient,  en  tenani  compte  de  la  précédente, 

-=—  da  -H  —r-  do  =  o. 
da  db 

Comme  a  eV  b  sont  deux  variables  indépendantes,  il  faudra  que 
l'on  ait  à  la  fois,  pour  le  point  de  contact, 

'  ria  oh 

On  obtiendra  donc  l'équation  de  l'enveloppe  en  éliminant  a  et  b 
entre  les  ti-ois  relations  (19)  et  (22).  Le  raisonnement  prouve  bien 
que  la  surface  ainsi  trouvée  est  tangente  à  la  surface  S,  sauf  si  l'on 
a  à  la  fois,  pour  les  solutions  communes  aux  équations  (19  et  (22), 

dx        ôy        âz 

cette  surface  est  donc  soit  l'enveloppe,  soit  le  lieu  des  points  sin- 
guliers des  surfaces  S. 

Nous  avons  donc,  en  définitive,  deux  espèces  de  surfaces  enve- 
loppes, suivant  que  les  surfaces  enveloppées  dépendent  de  un  ou 
deux  paramètres.  Par  exemple,  le  plan  tangent  à  une  sphère  ou  à 
un  hyperboloïde  dépend  de  deux  paramètres,  et  ce  plan  touche  la 
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surface  en  un  point  seulement.  Au  contraire,  le  plan  tangent  à 
un  cône  ou  à  un  cyliiKlre  ne  dépend  que  d'un  paramètre  variable, 
mais  ce  plan  touche  son  enveloppe  tout  le  long  d'une  génératrice. 

213.  Surfaces  dév«loppables.  —  La  surface  enveloppée  par  un 
plan  ne  dépendant  que  d'un  paramètre  variable  est  appelée  surface 
drvcloppable. 

Soit 

l'équation  du  plan  mobile  P,  a  étant  un  paramètre  variable, /(a) 
et  'j(a)  deux  fondions  quelconques  de  ce  paramètre.  La  caracté- 
ristique est  définie  [lar  l'équation  (23)  jointe  à  l'équation 

(24)  X  —  yf'(a)^'^'{7.)  =  o, 

obtenue  en  dillérenlianl  par  rapport  à  a;  c'est  donc  «ne  ligne 
droite  G,  et  la  surface  développable  est  une  surface  réglée.  Nous 
allons  démontrer  que  toutes  ces  droites  G  sont  tangentes  à  une 
courbe  gauche.  Pour  cela,  diflerentions  encore  une  ibis  p:ir  rap- 
port à  a;  la  nouvelle  équation  obtenue 

(25)  ^/'(a)-T-o'(a)  =  o 

détermine  sur  la  caractéristique  G  un  point  particulier  M.  Le  lieu 
de  ces  points  M,  lorsque  a  varie,  est  une  courbe  gauche  F,  dont 
la  tangente  est  la  droite  G  elle-même.  La  courbe  F  est,  en  effet, 
représentée  par  les  trois  équations  (aS),  (24),  (20),  dont  on 
pourrait  tirer  les  coordonnées  x^  y,  z  en  fonction  de  a.  Si  l'on 
différentie  les  deux  premières  de  ces  équations,  en  ayant  égard  à 
la  dernière,  il  vient 

(26)  dz  =:  idx -^  f{%)dy,         d.T -t- /'(en)  dy  =  o, 

relations  qui  expriment  que  la  tangente  à  la  courbe  F  est  parallèle 
à  la  caractéristique  G.  D'ailleurs  ces  deux  droites  ont  un  |ioinl 
commun;  donc  elles  se  confondj^nt.   ■ 

Toute  sur/ace  développable  peut  donc  être  définie  comme  la 
surface  engendrée  par  les  tangentes  à  une  courbe  gauche  F. 
Cette  courbe  F  peut,  comme  cas  exceptionnel,  se  réduire  à  un 
point,  à  distance  finie  ou, à  l'infini;  la  surface  est  alors  un  cône 
ou  un  cylindre.  C'est  ce  qui  arrive  lorsque/'Va)  =  o. 
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Réciproquement,  toute  surface  engendrée  par  les  tangentes  à 
une  courbe  gauche  F  est  une  surface développable.  Soient 

les  coordonnées  d'un  point  de  F  :  le  plan  osculateur,  dont  on  don- 
nera plus  loin  la  définition  géométrique  (n"  222),  a  pour  équation 

,.,;,  A(X-:r)  +  B(Y^^)-f-C(Z--;)  =  o, 

les  coefficients  A,  B,  C  satisfaisant  aux  deux  relations 

>S  )        kdx  ^Bdy^Cdz  =  o,         A  rf^x  -i-  B  d-y  +  C  rf^z  =  o. 

Ce  plan  dépend  d'un  seul  paramètre  variable  t;  nous  allons  véri- 
fier que  la  caractéristique  de  ce  plan  est  précisément  la  tangente 
à  la  courbe  F.  Cette  baracléristique  est  lintersection  du  plan 
osculateur  avec  le  plan 

dk(\  —  x)-{-  dli(Y  —  y)^dC(Z  —  z)=  o, 

qui  passe  également  par  le  point  {x'y,z).  Pour  démontrer  qu'elle 
se  confond  avec  la  tangente,  il  suffit  de  prouver  que  l'on  a 

kdx+h  dy  -^Cdz  =  o,         d\  dx  -h  dh  dy  ^  dC  dz  =  o; 

la  première  relation  est  une  des  relations  (28)  qui  déterminent  A, 
B,  C.  La  seconde  sen  déduit  en  différentiant  la  première,  et 
tenant  compte  de  la  dernière  équation  (28). 

Ce  mode  de  génération  d'une  surface  développable  permet  de 
se  faire  une  idée  assez  nette  de  la  forme  de  la  surface.  Soit  AB  un 
arc  de  courbe  gauche;  par  chaque  point  M  de  lare  .A.B  menons  la 
tangente,  et  ne  considérons  que  la  portion  de  tangente  qui  cor- 
respond à  une  direction  déterminée,  par  exemple  celle  de  A  vers  B. 
Le  lieu  de  ces  demi-droites  est  une  nappe  de  surface  S,  limitée 
par  l'arc  AB  et  les  deux  tangentes  en  A  et  B,  s'élendant  d'autre 
part  jusqu'à  l'infini.  En  prenant  de  même  les  autres  portions  de 
tangentes,  on  obtient  une  autre  nappe  de  surface  analogue  So, 
qui  se  raccorde  avec  S|  le  long  de  l'arc  AB  ;  les  deux  nappes  de 
surface  paraissent  se  recouvrir  partiellement  pour  un  observateur 
placé  au-dessus.  Il  est  clair  que  tout  plan  passant  par  un  point  O 
de  l'arc  AB  coupe  les  deux  nappes  S|  et  So  suivant  deux  branches 
de   courbe    qui  viennent   se    raccorder   au  point  O,   en   formant 
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1111  rebroiissenient ;   cette   propriété    explique  le  nom  d'an'/e  de 
rebroussement  donné  à  la  courbe  yauclie  F. 

Il  est  aisé  de  le  vérifier  pnr  le  calcul.  Prenons  le  point  O  pour 
origine,  le  plan  sécant  pour  le  plan  des  xy,  la  tangente  pour  axe 
(les  z,  le  plan  osculateur  pour  plan  des  xz;  si  l'on  a  pris  z  pour  la 
variable  indépendante,  les  développements  de  x  et  àe  y  sont  de  la 

forme 

j-  =  a,  j2 ^  rtj ;3 _^ ,  y  =  biZ^-^. . ., 

car  on  doit  avoir,  pour  l'origine, 

dx        dy        d-  y 

et  les  équations  de  la  laiigente  en  un   point  voisin  de    l'origine 
s'écrivent 

X  _„,;2_„.,-:>_...  \  —  b^Z^ 


Mj,z-~. 


=  z 


Si  l'on  faitZ=o,  on  a  les  coordonnées  X,  Y  du  point  de  ren- 
contre de  la  tangente  avec  le  plan  sécant;  les  développements  de 
ces  coordonnées  commencent  respectivement  par  un  terme  en  z- 
ct  par  un  terme  en  z^ .  On  a  doue  bien  un  rebroussenient  à  l'origine. 

Exemple.  —   Prenons  pour  arête  de  rebroussemenl  la  cubique  gauche 
X  =  t,  y  =  t-,  z  =  l-^.  L'équation  du  plan  osculateur  est 

/  '  —  3  ^^  X  -f-  3  A'  —  Z  =  o  ; 

on  obtiendra  l'équation  de  la  surface  dévelop|iable  en  écrivant  que  l'équa- 
tion précédente,  considérée  comme  une  équation  en  /,  admet  une  racine 
double,  ce  qui  revient  à  éliminer  t  entre  les  deux  équations 

(       t^—  itX  +  Y  =  o, 
(El 

I  Xf'—it\  -h  Z  =  o. 

Le  résultat  de  l'élimination  est 

(XY  —  Z/'^—  .Î(X5—  Y)(\2-  XZ)  =  o, 

la  surface  développable  est  donc  du  quatrième  ordre. 

On   peut  remarquer  que   les  équations  (E)  représentent  la   tangente  à 
la  cubique  gauche. 

214.   Si  x;  ^  F{-'^i  y)  est  l'équation  d'une  surface  développable, 
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la  fonction  F(x,  y)  satisfait  à  l'équation  s- —  rt  =  o,  /■.  5,  t 
désignant,  suivanl l'usage,  les  trois  dérivées  partielles  du  deuxième 
ordre  de  l;i  fonction  F(j",  j'). 

En  effet,  le  plan  tangent  à  cette  surface,  qui  a  pour  équation 

7.  =  pX  ^  c/\  -h  z  —  px  —  qy, 

ne  doit  dépendre  que  d'un  paramètre;  des  trois  quantités  yo,  q, 
3 — px  —  qy,  il  y  en  a  donc  une  seule  d'arbitraire,  et  en  particu- 
lier il  j  a  une  relation  entre  p  et  q,  f{p,  q )  =  o.   On  déduit  de  là 

que  le  iacobien  ^/  '     ,  =  rt  —  5-    doit   être    identiquement    nul. 

U  (  ï-,  j^-  )  ' 

Inversement,  si  l'on  a  rt  —  s'-  =  o,  q  et  p  sont  liés  par  une 
relation  au  moins.  S'il  y  a  deux  relations  distinctes,  p  el  q  sont 
des  constantes /)=  a,, y  =  6,  et  la  fonction  F(a',  y)  est  égale  à 
ax -\- by -i- c ;  la  suiface  est  un  plan.  S'il  y  a  une  seule  relation 
entre  p  el  q,  on  peut  l'écrire  q  =  'f  (p),  p  ne  se  réduisant  pas  à 
une  constante.  Mais  on  a  aussi 

ii(z — px  —  q  y,  p) 
D(x,y) 

de  sorte  que  z  — px  —  qy  est  aussi  une  fonction  de  p,  soit  '{-(/j), 
lorsque  rt  —  s-=o.  La  fonction  inconnue  :==F(x,y)  et  ses 
dérivées  partielles  p  el  q  vérifient  donc  les  deux  relations 

différent  ions  la  seconde  par  rapport  à  .r  et  à  y,  il  vient 

[x-hy<f'(p)^'l'(p)]-£^  =0,        [•'■+7  ?'(/')  +  '!''(/')]  ^  =  o. 

Puisque /j  ne  se  réduit  pas  à  une  constante,  on  doit  avoir 

X  -hyf'ip'j-i-  'l'ip)  =  o. 

L'équation  de  la  surface  s'obtiendra  donc  en  éliminant  p  entre 
celte  relation  et 

2  =  px  -hy  o(p)  -i-  ii(p), 

ce  qui  donnera  précisément  l'enveloppe  du  plan  précédent,  où 
Ion  regarde  p  comme  le  paramètre  variable. 
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21o.  Enveloppe  d'une  famille  de  courbes  gauches.  -  Une 
famille  de  courbes  gauches,  dépendant  d'un  paramètre  variable, 
n'admet  pas  en  général  de  courbe  enveloppe.  Considérons  d'aboid 
une  famille  de  droites 

(9.91  ./=«C^/A  y^bz  —  lj. 

a,  b.  p.  q  étant  des  fonctions  données  d'un  paramètre  variable  a; 
nous  allons  chercher  à  (|uelle  condition  celte  droite  est  tangente 
dans  toutes  ses  positions  à  une  courbe  gauche  F.  Soit  r  =  'i(a) 
la  coordonnée  z  du  point  M  où  la  droite  mobile  D  louche  son 
enveloppe  F;  la  courbe  cherchée  F  sera  représentée  parles  équa- 
tions (29),  auxquelles  on  ajoutera  la  relation  z  ^  ia{^tj.\  et  les 
paramètres  directeurs  de  la  tangente  à  celle  courbe  auront  pour 
expressions 

da  •  ■ 

-j-  =  ba\'i.i~  b' ^{'i.)-¥  q' .  -P—t3'(a), 

aa  //a 

a',  b' ,  p'  1  <]'  étant  les  dérivées  de  «,  b.  p,  //.  Pour  que  celte  tan- 
gente soit  la  droite  D  elle-même,  il   faut  el   il  suffit  que  l'on  ail 


"  d-j  ' 

dv        ,  dz. 

c'est-à-dire 

a  <f(o.) -i- p' =  o,         b' <^(oi) -^  q' —  o. 

La  fonction  inconnue  '.;(a)  doit  donc  satisfaire  à  deux  relations 
distinctes,  et  par  conséquent  la  droite  mobile  n"a  une  enveloppe 
que  si  ces  relations  sont  compatibles,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

rt'<7  —  b'  p'  =  o. 

Lorsque   cette    relation  est   vérifiée,   on  obtiendra   la  courbe  eii- 

I  PI 
veloppe  en  prenant  (p(aj  =  —  — r  =  —  j-,  ■ 

II  est  facile  de  généraliser  le  raisonnement.  Considérons  une 
famille  de  courbes  (G),  dépendant  d'un  paramètre  variable  a, 
représentées  par  les  équations 

(3o)  F(x,  )',  .3,  a)  =  o.         ^{x,  y,  z,  %)  =  o: 

G  .  I.  34 
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si  ces  courbes  C  sont  langenles  à  une  courlu-  F.  les  coordonnées 
(x,  y,  z)  du  point  de  contact  M  de  la  courl>e  C,  qui  coi-re^pond  à 
la  valeur  de  a  du  paramètre,  avec  l'enveloppe  sont  des  fonctions  du 
paramètre  a  qui  vérifient  les  équations  (3o),  et  une  autre  relation 
distincte  de  celles-là.  Soient  dx,  dy,  dz-  les  différentielles  rela- 
tives au  déplacement  du  point  M  sur  la  courbe  C:  a  restant 
constant  sur  la  courbe  C,  on  a  entre  ces  ditlérentielles  les  deux 
relations 

<^l''    ,  dV     ,  dV     , 

I   d.T  dj'  dz 

I  3 1  I 

I  <W>    ,  d<J>    ,  d<t>    , 

I  —  ax dy az  =  o. 

dx-  dx  dz 

Soient  d'autre  part  ox,  o)'.  o;,  oa  les  dillerentielles  dex,  v.z,  a, 
relatives  à  un  déplacement  du  point  M  sur  la  courbe  F;  ces  dille- 
rentielles vérifient  les  relations 


r.iul  et  il  suffit 


et  ces  conditions  deviennent,  en  tenant  compte  des  relations  (.il) 

et  (02). 

dF  .  d4-  . 

—  oa  =  o.  — 02  =  (1. 

d'x  i>-J. 

Les  coordonnées  x.  _)■,   ;  du  point  de  conUicl  dohent  donc 
vérifiei-  les  équaiions 

dF  d*  _ 

d3.           '  dt 


dF  ,          dF  ,          dF  ,          dF  , 

l   -— o.r  -;-  -—oy  —  -—oz  ^  —-  oa  = 
]  dx              dy    -          dz              dy. 

1    3-i) 

1  d^  ,          d't'  ,          c/■^  ,         d't'  , 

Poui-  que 

les 

courbes  C  et  F  soient  tangente: 

que  i 

l'on  ait 

f/x       ,/_y        dz 

Sx  "  oj'  ~  0;  ' 

(33)  F  =  0,  *  : 


Pour  que  les  courbes  (j  admettent  une  enveloppe,  il  faut  donc  que 
les  quatre  équations  précédentes  soient  compatibles,  quelle  que 
soit  la  valeur  du  paramètre  a.  Réciproquement,  si  ces  équations 
admettent  une  solution  commune  en  x,  y,  z,  quel  que  soit  a,  le 
raisonnement  prouve  que  la  courbe  F  décrite  par  ce  point  x,  y,  z 
est  tangente  en  chacun  de  ces  points  à  la  courbe  C  correspon- 
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danle.  (^eci  suppose  loiilefois  qii<'  le  point  de  coordonnées- 
(.r,  y,  z]  n'est  pas  un  point  singulier  de  la  courbe  C.  c'est-à-dire 
que  les  relations  (.i  i)  détenniiiiMil  lis  rapports  des  dillérentielles 
,/.r.  <ly.  o':.. 

Ri'inai  (jiie  I.  —  f^ursque  les  courljcs  (',  senties  «araclcrisliques 
dune  l'aniiile  de  surfaces  à  un  paramètre  V{.v.  r,  ;,  n.)  =  o,  les 
équations  (3>)  se  réduisent  à  trois  équations  distinctes 


la  courbe  représentée  par  ces  «'-(piations  est  donc  l'enveloppe  des 
caractéristiques.  C'est  la  généralisation  de  la  j)ropnété  établie  plus 
haut  pour  les  génératrices  d'une  surface  développabic. 

Remarque  II.  —  L;i  première  et  la  troisième  équation  du  sys- 
tème (o.'i)  représentent  la  caractéristique  de  la  surface  à  un  para- 
mètre ¥{x,y,  z,  a)^o.  La  seconde  et  la  quatrième  équation 
représentent  de  même  la  caractéristique  de  la  surface<^(J?,T■,3,a)  =  o. 
Si  la  courbe  C  a  une  enveloppe,  tout  point  de  contact  de  C  avec 
son  envelo|>pe  appartient  donc  à  la  fois  à  ces  deux  caractéristiques. 
L'enveloppe  de  C  fait  partie  de  l'intersection  des  enveloppes  des 
deux  surfaces. 

Les  i-iiuntinii-  fl'iiiie  droite  iiiol)ile  se  |iié>enlpii(  (|iiilc|uefois  sous  la 
forme 


.;„,  yu,  -,i,  ",  l>,  c  étant  des  fonctions  d'un  paramètre  variable  a.  Il  est 
aisé  de  trouver  directement  la  condition  pour  que  celle  droite  ait  une 
enveloppe.  Désignons  par  /  la  valeur  commune  des  rapports  précédents  ; 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  droite  ont  pour  expressions 

.r  =  .Tii-t-  la,        y  =_ru-t-  H',         -  =  -u—  'c, 

et  il  s'agit  de  voir  s'il  est  possible  de  luendre  pour  /  une  fonction  de  a. 
telle  que  la  courbe  décrite  par  le  point  (;r.  )-,  z)  soit  tangente  à  la  droite 
mobile.  Il  faut  pour  cela  que  l'on  air 


LU  clésigniiiil  par  ///  une  nouvelle  indéterminée  égale  aux  rapports  précé- 
dents,  et  éliminant    /  et   m   entre  les  trois  équations   linéaires  obtenues, 


53-2  CIIAPITBE    X.    —     THÉORIE    DES    ENVELOPPES.  —  CONTACT. 

on  est  conduit  à  l'éqiialion  de  condition 


(S?) 


^■'o       fil 

a       b 
«'      b' 


Si  cette  condition  est  satisfaite,  lc~  relations  (36)  donneront  /  et  par 
suite  l'enveloppe. 

II.  —  CONTACT  DE  DEUX  COURBES,  D'UNE  COUKBE 
ET  D'UNE  SURFACE. 

216.  Contact  des  courbes  planes.  —  Soient  C  et  C  deux  coin  bes 
planes  tangentes  en  un  point  A.  A  chac|iie  point  m  de  la  courbe  C 
voisin  du  point  \  imaginons  qu'on  fasse  correspondre,  d'après  une 
loi  quelcon(|ue,   un  point  m'  de  la  courl)e  C,  de  telle  façon  que  le 


point  m'  vienne  en  A  en  même  temps  (|ue  le  point  m.  En  prenant 
comme  infiniment  petit  principal  l'arc  Aw,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  la  corde  A/n,  nous  allons  d'abord  chercher  quel  mode  de 
correspondance  il  faut  adopter  pour  que  l'ordre  infinitésimal  de 
mm'  par  rapport  à  Am  soit  le  plus  grand  possible  (  '  ).  Rapportons 
pour  cela  les  deux  courbes  à  deux  axes  de  coordonnc'es,  rectan- 
gulaires ou  obliques,  l'axe  des  r  n'étant  pas  parallèle  à  la  tangente 
cojnmune  AT.  Soient 


(C) 

-:c') 


Y  =  F(:p) 


(')  Il  est  évident  qu'on  obtiendrait  cet  ordre  en  faisant  correspondre  au  point  m 
le  point  m'  pour  lequel  la  distance  de  m  à  un  point  de  C'est  minioium.  Mais 
nous  allons  montrer  qu'on  peut  remplacer  ce  mode  de  correspondance  par  une 
infinité  d'autres. 
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le.^  équations  des  deux  courbes,  et  (j;'o,  yn)  'e.s  coordonnées  du 
point  A  ;  les  coordonnées  du  point  m  seront  x^  +  h  el_/'(x„-f-  h), 
et  celles  du  point/»'  seront  de  même  x„  -+-  A  et  F(j;o  +  />'),  f>-  dési- 
gnant une  fonction  de  h  qui  tend  \ers  zéro  avec  h,  et  qui  délinil  le 
mode  de  correspondance  adopté  entre  les  points  desdenx  courbes. 
Observons  encore  qu'on  peut  remplacer  linfinimenl  petit  prin- 
cipal \/n  par  //  =  ap.  car  le  riippurl  — ^  tend  vers  une  limite  (inie 

difTérenie  de  zéro  lorsque  le  |)oiiit  /«  se  r.q)proclie  indéliniment 
du  point  A.. 

Cela  posé,  admettons  que,  pour  un  certain  mode  de  correspon- 
dance adopté,  mm'  soit  un  infiniment  petit  dordre  r -^  i  par  rap- 
port à  /(  ;  m/n'    est  alors  un  infiniment  petit  d'ordre  2/-I-  '■>. 

Or  on  peut  écrire,  H  dé'signaiit  l'angle  des  axes. 

mm''  =  \F  I  u„^  /:  )  —  /(  Xo-^  Il  )  -^  '  /«  —  /'  jcosû]-—  (/,  — /i  )-  siii'O; 
il  faut  donc  cpie  chacune  des  dilTérences  /.  —  A  et 

F(ru-^'A-)— /(,r„-i-/i) 

soit  un  infiniment  pelil  d Ordre  /■ -|-  i  au  moins,  c'esl-à-dire  que 
Fou  ail 

a  et  ^  étant  des  fonctions  de  A  <pii  restent  finies  lorsque  //  tend 
vers  zéro.  La  dernière  formule  peut  s'écrire 

F(j-o-H  II  -H  a/C--'  I  — /(>o— /ij  =  [S /('-'; 

si  Ton  imagine  F(x„ -j- A -r- a/'''*' I  développé  suivant  les  puis- 
sances (le  a,  la  partie  qui  dépend  de  a  est  un  infiniment  petit 
d'ordre  /' -^  i  au  moins,  la  différence 

A  =  F(J-„-h  /i  I— /.  .r„—  /,  > 

est  donc  un  infiniment  petit  dordre  au  moins  égal  à  /• -!-  i ,  mais 
peut  être  d'ordre  supérieur.  Or  cette  différence  A  représente  la 
distance  mn  des  points  des  deux  courbes  C.  C,  qui  sont  situés  sur 
une  même  parallèle  à  l'axe  Or.  Puisqu'en  remplaçant  le  point  m' 
par  le  point  /;  on  ne  peut  qu'augmenter  l'ordre  infinitésimal 
<!<■  //(//('.  on  en  conclut  que  la  dislance  de  deux  points  corres- 
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pondant  S  des  deux  courbes  est  de  l'ordre  injinitésimal  le  plus 
grand  possible  lorsque  les  points  correspondants  sont  situés 
sur  une  parallèle  à  l'axe  Oi'.  Si  leL  ordre  est  ég;il  à  /•  +  i ,  on 
dit  que  les  <\eu\  coiirlies  oui  ii/i  cn/i/act   d Hr/lre  r  ,\\\   point  A. 

Remarques.  — ■  Celle  déllnilion  donne  lien  à  nn  corbiin  nombre 
de  remarques.  L'axe  Ov  esl  en  déllnili\e  nne  droite  assujettie  èi  la 
seule  condition  de  ne  pas  être  parallèle  à  la  tangente  commune  AT  : 
on  peut  donc,  pour  évaluer  l'ordre  du  contact,  faire  corres- 
ponilre  les  points  des  deux  courbes  situés  sur  une  droite  parallèle 
à  une  droite  fixe  D.  non  parallèle  à  la  tani;ente.  Le  raisonnement 
précédent  prouve  que  Tordre  infinitésimal  obtenu  ne  dépend  pas 
de  la  direction  de  la  droite  D  ;  c'est  ce  qu'il  esl  aisé  de  vérifier. 
Supposons,  en  efl'et,  que  par  un  point  m  de  la  courbe  C  on  mène 
deux  droites  //////  et  mn  (fig-  38)  parallèles  à  deux  directions 
fixes  autres  i|ue  la  tangente.  Dans  le  triangle  mm' n,  on  a 


mm 
mn 


lorsque  le  point  ni   se   rapprocbe  du   jjoint   A.   les  angles  mnm'. 

mm'n  ont  des  limites  difi'érenles  de  o  et  de  —,  car  la  «oïdc  ni  n  ;t 
pour  limite  la  tangente  AT,  et  par  conséquent  mm'  est  du  même 
ordre  que  mn.  l^e  même  calcul  prouve  que  mm'  ne  peut  pas  être 
un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur  à  mn.  quelle  que  soit  la  con- 
struction  dont   on   dédnil    le   point   /;(    du   point   in  |)iiis(]ne  le  nii- 

nuM'ateur  sin  m/im'  a   nue  liinile  finie  diliVrente  de  ziro. 

On  a  pris  pour  inliiiiiiienl  pelil  principal  l'arc  \m  on  la  corde 
A  Ht  ;  on  aurait  i  dite  nu  le  même  résultat  en  prenant  pour  inliinment 
petit  l'arc   \ /(  df  la  courbe  C  car  \m  et  An  sont  dn  nièmr  ordre. 

Lorsque  deux  courbes  C,  C  ont  un  contact  d'ordre  /'.  on  peut 
imaginer  une  infinité  de  correspondances  entre  les  points  m,  ni 
des  deux  courbes  de  façon  que  mni  soit  un  intiniinenl  petit 
d'ordre  /■  +  i .  Il  suffit  de  prendre  k  =:  h -r- y.  h''^  ' .  s  étant  ^r, 
et  a  étant  une  fonction  de  /*  qui  conserve  une  valeur  finie  lorsque 
//  =  o.   Si   l'on  avait   .9  •< '',  mm'   serait  d'ordre  .î  +  i  seulement. 

217.    Ordre  du  contact.   —    l'our  avoir  l'ordre  du  contact  îles 
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deux  CDurhes  C,  C,  il  l'aul,  d'ainrs  cela,  (haliicr  l'oidrc  iiilinitc- 
simal  (le 

Y  —  K  =-  V  f  j;,  —  /i>  —  /,  ./■„  ^  h  ) 

par  i'ii[)poil  à  //.  I. es  deux  courlies  élaiil  laiii;enlcs  au  poinl  A,  on 
a  (l"al)ord  F(xo)  =y'(x„),  F(x„)  =_/''(.r„  ),  mais  il  peul  se  faire 
(|u  un  certain  noinhre  d'autres  dérivées  des  deux  fonelioiis  soient 
égales  pour  .r,,.  Siipposr)iis.  pour  pniidre  le  cas  gi'iiéral.  que 
l'on  ail 

,3j,^  I  F(./-„,  =/!./■.,),  F(.r„)  =  /'(.ro), 

}    F"(.r„»=/"(J-„I,  ...,  F("'(.r„l  =/■"',./:„). 

les  dérivées  suivantes  F'"+"  (.r,,^  et  y  "+'  {^ol  étant  inégales.  En 
appliquant  la  formule  deTaylor  aux  deux  ronclions  K(a')  eij\x). 
nous  pouvons  écrire 

Y  =  \'^.>■,)-^-  -F'(.r„)-... 

-4-  —^ F>">  (7-„  ,  -^  ''"'  I  I-  "-'  Cr„)  +  e  J, 


et,  en  relrandiant  memhre  à  mi'inbre, 

(39J      \-y=         ^'''„'-^,,l'''"""^^'"'~-^'"'""'^">"^-~-'i- 

e,  s'  étant  inliiiimenl  petits.  L'ordir  du  coiilad  des  deux  courbes 
est  donc  é^al  à  Vordre  des  plus  hautes  dérii'ées  des  fnnc- 
tions  f[x)  et  F(.r),  (jui  sont  égales  pour  ,/■  =  x„. 

Les  conditions  (38),  données  par  Lagrange,  expriment  au«-.i 
(pu-  l"é(|iiation  V[x)^f{x)  admet  x^x„  pour  racine  multiple 
d'ordre  /*  +  i .  Or  celle  équation  détermine  les  abscisses  des 
points  communs  aux  deux  courbes  C,  C;  on  peut  donc  dire  que 
àexw  courbes,  qui  ont  un  contact  d'ordre  n.  ont  n  -\-  i  points  d'in- 
terseclion  confondus  en  un  seul. 

La  formule  (S;))  montre  cpie  ^  — y  cliange  de  signe  avec  k 
lorsque  n  est  pair,  et  ne  change  pas  de  signe  lorsque  /;  est  impair. 
JJonc  deux  courbes  ijui  ont  un  contact  tl'ordre  impair  ne  se 
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traversent  pas  au  point  de  contact,  et  deux  courbes  qui  ont  un 
contact  d'ordre  pair  se  traversent.  Il  esl  aisé  de  s'en  rendre 
compte.  Considérons,  |)our  (ixer  les  idées,  une  courbe  C  traver- 
sant la  courbe  C  en  trois  points  voisins  du  point  A  ;  si  cette 
courbe  C  se  déforme  d'une  manière  continue,  de  façon  que  les 
trois  points  d'intersection  viennent  se  confondre  au  point  A,  la 
position  limite  de  C  a  un  contact  du  second  ordre  avec  C,  et  il 
suffit  de  l'aire  la  ligure  pour  voir  que  les  deux  courbes  se  tra- 
versent au  point  A.  I.,e  raisonnement  est  évideminent  général. 

Lorsque  les  équations  des  deux  courbes  ne  sont  pas  résolue-. 
par  rapport  aux  ordonnées  y  et  ^  ,  ce  qui  est  le  cas  général,  les 
règles  du  calcul  des  dérivées  permettent  toujours  de  former  les 
conditions  nécessaires  Dour  que  les  deux  courbes  aient  un  contact 
d'ordre  n.  Le  problème  n'olTre  donc  aucune  difficulté  spéciale. 
Nous  examinerons  seulement  quelques  cas  particuliers,  d  une 
application  fréquente.  Supposons  d'abord  que  les  coordonnées 
d'un  point  de  cliaque  courbe  soient  exprimées  en  fonction  d'un 
paramètre  viriable 

(C)  ^  =  /(/).      .r  =  ?(')• 

(C't  X=/(^u).         Y  =  4-(a). 

et  que  pour  une  \aleni  particulière /„  on  ail  à  la  fois 'i(<Q)  :^  o(/j), 
•y(^„)  =  3\/o)j  Je  façon  que  les  deux  courbes  soient  tangentes  an 
point  A,  de  coordonnées  y(^„),  »('„)•  Si/'(<||)  n'est  pas  nul,  ce 
que  nous  supposerons,  la  tangente  commune  n'est  pas  parallèle 
à  O^',  et  l'on  obtient  b's  points  des  deux  courbes  qui  ont  même 
abscisse  en  posant  ;/ = /.  iJ'antre  part,  .t  —  .r^  esl  du  premier 
ordre  par  rapport  à  /  —  /„.  et  nous  sommes  encore  ramenés  à 
évaluer  l'ordr-e  infinitésimal  de  <!>(')  —  '^(t^  par  rapport  'a  t  —  /o- 
Pour  que  les  deux  courbes  aient  un  contact  d'ordre  n.  il  faut  et 
il  suffit  que  l'on  ;iit 

i4oi     d/(/„/  =  ?(M.        'Vf/o)  =  9'(/„),         •!<■"'(/„)  =  o;"(/„), 

et  le  contact  est  d'ordre  /;  seulement,  si  les  deux  dérivées  'ii'"+"  (/„) 
et  ts<"+"(<„j  sont  inégales. 

Considérons  encore  le  cas  où  la  couibe  G  est  représentée  par 
les  deux  écpialions 
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1,1  coiirhc  (]'  .lyaiil  pour  équalioii  K^.r,  i')  =  o.  Ce  cas  peut  se 
ramener  au  pn'-ccdeiil  ;  icmplaçoiis  x  |)ar/(0  dans  F(x,y)  et 
soit  y  =  'W<~)  la   l'onclioii  implicite  définie  parla  relation 

de  sorle  cpiOu  peut  ;iussi  regarder  la  courbe  (iCoiiime  représentée 
par  le  svslènif  des  deux  équalions 

ifîi  .v  =  /'t).  }■  =  <!,((). 

Pour  (pie  les  deux  courlies  i.,  (>  aient  un  conlacl  d'ordre  /(  au 
poini  A  ((ui  correspond  à  la  valeur  /„  du  paramètre,  il  faut  que 
les  relations  ( 'jo)  trouvées  plus  liant  soient  satisfaites.  Or  les 
dérivées  successives  de  la  fonction  implicite  'h(/)  se  déduisent  des 
é(pialii>ns 

UlI|r,,)p-v.-^./-'(M.ytr. 

I   O.r-     ■  rix  ày 

on  obtiendra  les  conditions  du  contact  en  faisant,  dans  ces  for- 
mules, /  =  /o.  oc=f{t„),  A(<„)  =  «>(<„).  ■y(/„)  =  -f'(/o),  ..., 
.J><«)  (■<„)  =  o'"' (/„).  Ces  conditions  peuvent  s'énoncer  comme  il 
suit.  Posons  S{t)=¥[f{t),  o{t)];  pour  que  les  deux  courbes 
aient  un  contact  d'ordre  n  au  point  /=  ^,,  il  faut  et  tt  suffit 
que  Von  ail 
(45)  .?(/„)  =  <,.         ,-î(/„i  =  o fi"'(i„)  =  o. 

L'c(piatioii  ,f(<)  =  o  donne  les  valeurs  du  paramètre  t  qui  cor- 
respondent aux  points  d'intersection  des  deux  courbes.  Les  condi- 
tions du  contact  expriment  encore  que  cette  équation  admet  /  =  t^ 
pour  racine  multiple  d'ordre  « -h  i ,  c'est-à-dire  (pie  les  deux 
courbes  ont  n  +  i   points  communs  confondus  en  un  seul. 

:21s.  Courbes  osculatrices.  —  Étant  données  une  courbe  déter- 
minée C  et  une  courbe  C.  dé|tendanl  de  /;  +  i  paramitres  a,  b, 
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c,  ...,/,  re|iii'senl('t's  par 

C46)  l'\.r,y,  o.  /^  c,    .  .  .,  /j  =  o, 

1)11  |)eiil  choisir  les  \aieiiis  do  ces  n  +  i  parainclres  de  façon  que 
la  courbe  C  ait  avec  la  courbe  C,  en  un  poiuL  donné  à  l'avance, 
un  contact  d'ordre  n.  Soient  x  :=f{t),  y  =  '^(t)  les  coordonnées 
d'un  point  de  C;  les  conditions  poiii-  que  les  deux  courbes  C,  G' 
aient  un  contact  d'ordre  /;  au  poini  t  =  /„  sont  données  par  les 
('■quations  (4"')'  °"  '"""  ^  I'"sé 

.Ti  n  =.  !•'[/■(  /  I,  'z.{i  ),  «,  /',  c.  . . .,  /]. 

I^a  valeur  /„  ilu  |jaranièlre  étant  donnée,  ces  n  +  i  é(jualions  ilé- 
lerminent  les  />  -+-  i  paramètres  a,  b,  c,  ..../.  La  courbe  C  ainsi 
<ibtenue  est  dite  oscu/fHrice  à  la  courbe  C. 

Appliquons  cette  llii'orie  au\  courbes  les  jilus  sini|)les.  L'équa- 
(1011  d'une  droite  j^  ;=  rix  +  />  dépend  de  deux  paramèlres  a  el  b: 
la  droite  osculatrice  a  donc  un  contact  du  premier  ordre.  Si 
v=ij\x)  est  l'équation  de  la  courbe  C,  les  paramétres  a  et  1/ 
doivent  vérifier  les  deux  relations 

f(3-„)  =  a  r„-^  b,         /'(.r„)  =  «: 

on  retrouve  l'équation  de  la  lanycnlo,  comme  on  devait  s'v  allcndre. 
i^'équalion  d'un  cende 

(47)  {x->iy^^(_y-hy—K^=o 

dépend  de  Irois  paramètres  n,  //,  W;  le  cercle  osculateui-  a  doue 
un  contact  du  second  ordre.  Soil  j-  =f(x)  l'équalion  de  la  courije 
donnée;  on  déterminera  /i.  /;,  Pv  en  écrivant  que  le  cercle  rencontre 
celte  courbe  en  trois  poinis  confondus,  ce  qui  donne,  avec  l'équa- 
tion (4"  ),  les  deux  conditions 

(48)  X  —  a-h(y  —  h)y'  =  o,  iH-.k'-4-(j  —  h}y"  =  o. 

Les  valeurs  de  a  et  ^  que  l'on  déduit  de  ces  deux  relations  sont 
identiques  aux  coordonnées  du  ceuire  île  courbure;  donc  le  cercle 
oscillateur  coïncide  a^-ec  le  cercle  de  courbure.  Le  contact  étant 
du  second  ordre,  nous  pouvons  eu  conclure  que  le  cercle  de 
courbure  d'une  courbe  plane  traverse  celle  courbe  au  point  de 
contact. 
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Tous  ces  l'ésiillals  pouvaient  cUe  prévus  a  /irinri.  V.n  ell'el.  Ifs 
coorilonnées  du  centre  de  courbure  ne  dépemlenl  (pie  de  a:,  y, 
r.  }'':  deux  courbes  qui  onl  u.'i  conlact  rhi  second  t)rdre  ont  donc 
même  centre  de  coiirbnre.  Or  le  centre  de  courbure  du  cercle 
oscnliileur  est  évidemment  le  centre  de  ce  cercle  Im'-inènie;  donc 
il  V  ;i  identité  entre  le  cercle  de  courbure  et  le  cercle  osculateur. 
Considérons,  d'autre  pari,  deux  cercles  de  courbure  voisins;  la 
diliérence  des  rayons,  qui  est  égale  à  l'arc  de  la  développée  com- 
pris entre  les  deux  centres,  e.st  supérieure  à  la  distance  des  centres, 
l.un  des  deux  cercles  est  donc  tout  entier  intérieur  à  l'autre,  ce 
qui  ne  pourrait  a\oir  lieu  si  les  cercles  étaient  tous  les  deux  inté- 
rieurs ou  tous  les  deux  extérieurs  à  la  courbe  C.  dans  le  voisinage 
du  point  de  conlact.  Il  faut  donc  qu'ils  traversent  la  courbe  C. 

Il  \  a  cependant  sur  une  courbe  plane  certains  points  particu- 
liers où  le  cercle  osculateur  ne  traverse  pas  la  courbe,  et  celle 
remarque  se  rattache  à  une  propriété  générale.  Etant  donnée  une 
courbe  C  dépendant  de  «  +  i  paramèlres.  on  peut  ;ijoiiter  aux 
(/*  -+-  i)  équations  t  4-5^  's  nouvelle  éqnalion 


à  condition  de  regarder  /„  coiiiuie  une  nouvelle  inconnue  à  déter- 
miner. Il  y  a  donc,  en  général,  sur  une  courbe  plane  (],  un  certain 
nombre  de  points  où  le  contact  avec  la  courbe  osculatrice  C  est 
d  ordre  n  —  i.  Ainsi,  il  v  a  des  points  où  la  tangente  a  un  contact 
du  second  ordre;  ce  sont  les  points  d'inllexion.  pour  lesquels 
y''=  II.  Pour  avoir  les  points  où  le  cercle  osculateur  a  un  conlact 
du  troisième  ordre,  il  t'aul  dill'éreiilier  la  dernière  des  équa- 
tions (4^)-  *"c  qui  donne 

"iy'y"^  I  K  —  h  )j"  =  (). 
et.  en  éliminanl  y  —  h.  on  est  conduit  à  la  condition 

(49 1  '  '  —  y  -  '.' ' —  ^y  y'  =  "• 

Les  points  qui  salislont  ;i  celle  condition  sont  ceux  jjonr  lesquels 

ou  a  —r-  =  o,  c  esl-a-dire  nu   le  ravon  de  courbure  est  maximum 
ax 

ou   minimum.    Pour  une  ellipse,  ce  sont  les  sommets;  pour  une 

cycloïde,  les  points  où  la  tangente  est  parallèle  à  la  base. 
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219.  Une  courhe  osculalrice  peut  être  regardée  comme  la  posi- 
tion limite  d'une  courbe  C,  qui  rencontre  la  courbe  C  en  /?  -f-  i 
points  infiniment  voisins,  lorsque  tous  ces  jjoints  sont  venus  se 
confondre.  Prenons,  pour  fixer  les  idées,  une  famille  de  courbes 
dépendant  de  trois  paramètres  «,  b,  c,  et  soient  <o4-/<i,  1,,+ ft>, 
'o+/«3  trois  valeurs  voisines  de  t(,;  la  courbe  C  qui  rencontre 
la  courbe  C  aux  trois  points  correspomlanls  est  déterminée  par  les 
trois  équations 

(5o)  f  (<„-i- A|)  =  <,,  .-?(/„+/(.,  =  o,  .T(/„^- /,3)  =  o. 

Retranchons  l;i  première  écpialion  de  chacune  des  deux  autres, 
et  appliquons  aux  deux  did'érences  la  formule  des  accroissements 
finis,  nous  obtenons  le  système  équivalent 

(5i)  ,f(^^/(,)  =  o,         .'F'i/o-H /,,  )  =  .),         .r(7„^  X-,)  =  (), 

où  A-,  est  compris  entre  A,  et  h-,,  /.j  entre  h,  et  /ij.  En  retrunclianl 
de  nouveau  la  seconde  équation  de  la  troisième,  et  appliquant  la 
formule  des  accroissements  finis,  on  arrive  à  un  nouveau  svstème 

(5-2)  ,i{to-\-hi)  =  <>,         ,t(/„ -+-/•■,  I  =  o,         ^"ilu-h  /,)=  o, 

l,  étant  compris  entre  k,  et  A...  Lorsque  A,,  h^,  li^  tendent  vers 
zéro,  il  en  est  de  même  de  h\.  k.,.  /,,  et  ces  équations  deviennent 
à  la  limite 

S  t  t„)  —  i>.         ,?'i^,  ,1  =  0.         ^"{tl3)  =  o■. 

ce  sont  jusienieni  les  équations  qui  déterminent  la  courbe  oscula- 
lrice. Le  raisonnement  est  le  même,  quel  que  soit  le  nombre  des 
paramètres,  et  l'on  |)Ourrait  aussi  définir  la  courbe  osculatrice 
comme  la  limite  d'une  courbe  C  tangente  en  /;  points  à  la 
courbe  C,  et  la  coupant  en  q  autres  points  (  i)ù  ip  ->-  q  =  /i  -{-  i), 
lorsque  ces  p -\- q  points  viennent  se  confondre  en  un  seul. 

Par  exemple,  le  cercle  osculateur  est  la'  position  limite  d'un 
cercle  passant  par  trois  points  de  la  courbe  C  infiniment  voisins 
du  point  de  contact.  C'est  aussi  la  position  limite  d'un  cercle  tan- 
gent à  la  courbe  C  au  point  donné  et  passant  par  un  autre  point 
de  la  courbe  C  infiniment  voisin  du  premier,  ,1e  m'arrêterai  un 
instant  sur  cette  propriété,  facile  à  vérifier. 

Prenons  pour  origine  le  |)oint  donné,  pour  axe  des  x  la  tangente 
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el  pour  «iireclion  positive  de  Oy  la  direction  de  la  normale  qui  va 
vers  le  centre  de  courbure.  Nous  avons  à  l'origine  y'  =  o  et,  par 

suite.    R  =  —ri    et   nous    pouvons    (''crire.    d'aiirès    la    formule    de 
Tajlor. 

e  étant  infiiiiinent  petit  avec  x.  On  déduit  de  là  (|ue  R  est  la  liinitc 

X-  OP' 

de    l'expression  —  =  — rrr;  lorsque    le    point    M    se   rapproche    du 

point  O.  Soit,  d'autre  pari,  R,    le  ravon  du  cercle  C,   tangent  à 
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l'origine  à  1  axe  des  x  et  passant  par  le  point  M.  On  a 

ÔP*  =  MTi"=  MP(2R,—  MP) 
ou 

OP'        „         MP 
la  limite  du  ravon  R,  est  donc  bien  égale  au  ravon  de  courbure  R. 

220.  Contact  de  deiix  courbes  gauches.  —  L'ordre  de  contact 
de  deux  courbes  gauches  se  définit  comme  pour  les  courbes  planes. 
Considérons  deux  courbes  F,  T',  tangentes  en  un  point  com- 
mun A;  soit  M  un  point  de  T  voisin  de  A,  auquel  on  fait  corres- 
pondre un  point  M'  de  Y'  d'après  une  loi  quelconque,  de  telle  façon 
que  les  deux  points  M,  M'  tendent  simultanément  vers  le  point  A. 
Nous  allons  chercher  quel  est  l'ordre  infinitésimal  maximum  de  MM' 
par  rapport  à  l'arc  AM  considéré  comme  infiniment  petit  prin- 
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cipal  ;  si  cet  ordre  est  /' -!- i  .  nous  (liions  que  les  deux  courbes 
ont  un  contact  dordre  //. 

Rapportons  les  deux  coiuhes  à  un  système  d'axes  rectangu- 
laires ('),  le  plan  des  y:-  n'élaut  pas  parallèle  à  la  tangente  com- 
mune, et  supposons  d'ahord  leurs  équations  mises  sous  la  forme 
suivante  : 

\y  =  J\-r).  ^|„,,  (   V  =  lM.r,. 

'  1    z  =  -^(.r).  ]  Z  =  'l>(.Ti. 

Si  Xq,  )'o.  :o  sont  les  coordonnées  du  point  de  contact,  les 
coordonnées  des  deux  points  M.  M'  sont  respectivement 

M|xo-T- /(•./(  .ro -H /(^  ■^i:ro^/i)\.         M[j;-r-/..   I'"(.r„^/,  i.  'î>(.r„+ /.  l], 

/,  élanl  une  fonction  de  h  qui  dépend  de  la  loi  de  correspondance 
établie,  et  qui  s'annule  avec  /;.  On  peut  encore  prendre  /(  |)our 
infiniment  petit  principal  au  lieu  de  l'arc  AM  (n°  ;21G),  et,  pour 
que  INIM'  soit  un  infiniment  petit  d'ordre  «  +  1,  il  faut  que 
chacune  des  dillérences 

/,—/(.     F(:r„^ /,-)  — /Cr„-f-/j),     <l'(.T„-i-/>-;  — ç(a:„-i-/M 

soit   un    infiniment    pelit   d'ordre   /' -^  1   au  moins.  On  doit  donc 

avoir 

/.  —  /(  =  y. Il"*',  V(.r..-h  /,  I —/(./■„ -^ //  )  =^  [j //"+', 

>{•  I  .r„  -H  /,  1  —  o  (  .r „  —  /m  =  7  /'  "^  '  - 

a,  p,  '■  restant  finis  lorsque  II  tend  \ers  zéro:  eu  remplaçant  /■  par 
sa    valeur  li-y-y.h"'^\   les  deux  dernières   conditions  deviennent 

l''i.r„-^  //  —  a/("-i  »  — /(.'n^  /')  =  [î//"+', 
■l>(.ro-+-  /'  —  ï/i"-^' j  —  'f  (.?•„-(-  /'  I  =  ■,•/(""  I. 

En  développant  F(  j;„  4-  /<  -(-  a/(«+'  )  et  $(J7„  +  A  +  a/("+'  )  par  la 
formule  de  Taylor,  tous  les  termes  qui  dépendent  de  a  conlien- 
riront  /("+'  en  facteui-,  et  les  dillérences 

F(,r„-)-  /,  ,—  /■|.r„-    /(  I.     '1>(.'„-H  /(  I  —  -i,  .>■„  ^  //  I 


(')  Il  est  facile  de  voir  que  celle  livpolliùse  n'est  nullement  nécessaire  pour  la 
suite,  en  se  reportant  à  la  formule  qui  donne  la  dislancede  deux  points  en  coor- 
données obliques. 
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devront  <Mie  (Tordie  /;  -  i  ;ui  moins.  Il  s'ensuit  que,  si  la  dis- 
tance iMM'  est  d'oixlre  //  4-  i .  la  distance  iVIN  des  (joints  M,  1\  des 
lieux  courbes  qui  oui  même  abscisse  {x„-i- /i)  est  d'ordre  //  -\- i 
an  moins.  Ou  obtiendra  donc  Tordre  infinitésimal  maximum  en 
faisant  corrt'sponc/re  les  points  t/es  dfii.r  rourhes  qui  ont  même 
abscisse. 

Il   est  facile  déNaluiM-  cet   ordi'c.    Lc^   deux    courbe^   élanl    taii- 
genles,  on  a  les  relation-. 

/■(.r„i  =  ri./„  I,        /■  i.r„  1=  F'(.,-„  1,        o(.r„  1  = 'l>r./„i,        ç.'(;r„  i  =  'K  i>„  )  ; 

swp|>osons  ijiie  1  ou  ail  eu  outre,  pour  [ireudre  le  cas  général, 

/"l  ,?•„  I  =  F"(  .r,,  ) /  "  (.To  I  =  F("'(  .7\,,i. 

'i  "(./■„  I  = '^"(,/■,l  1,  ....  ç"'(  j-„  I  =:<!>'"' I  .1(1  i: 

i'iiue  au  moins  des  dill'érences 

Fî"+i)(.,-„i— /-("-"(.rj),  <l>"'+"('.r„)  — ç'''+i'r.r„) 

n'élanl  pas  nulle.  La  dislance  MM'  sera  d'ordre  //  +  i,  el  il  y  aura 
un  contact  d'ordre  n.  Le  résultat  peut  encore  s'énoncer  comme  il 
suit  :  Pour  avoir  l'ordre  de  contact  des  deux  courbes  F.  F',  il  suffit 
de  considérer  les  projections  (C,  C)  et  (C,,  CJ  de  ces  courbes 
sur  les  deux  plans  xOy  et  xO^,  d'évaluer  l'ordre  de  contact  de  C 
avec  C,  celui  de  C,  avec  C, ,  et  de  prendre  le  plus  petit  de  ces 
deux  nombres. 

Lorsque^  les  courbes  F,    F    sont   représcnti-es   par  les   formules 

(Y)  ^- =  /{').        r=r('i,         -  =  4'fO- 

(V)  \  =/(«),        Y  =  '^(;^),       z  =  >!■(«'), 

ces  courbes  sont  taiij;entes  eu  un  [loiiil  si,  pour  it  ^  t  ^=  /„,  on  a 

<(>(/„)  =  »(<„),         '!>'(l„)  =  f'(!„i,  M'(/„)  = 'if /„  ).  M"(/„)  =  il>'(/o); 

nous  supposerons  qu  au  point  de  contact  la  tangente  n  est  pas 
parallèle  au  plan  des  ys,  c'est-à-dire  que  /'{ta)  n'est  pas  nul.  Les 
points  des  deux  courbes  qui  ont  même  abscisse  correspondent  à 
une  même  valeur  de  l.  Pour  qu'il  y  ait  un  contact  d'ordre  n,  il 
fatil  et  il  suffît  que  *(/)  —  3(0,  **'(<)  — '!'(^)  soient  des  infini- 
ment petits  d'ordre  « -H  i    pur  rapport  à  t  —  <o,  c'est-à-dire  que 
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Ion  ail 

.l.'(<o,»  =  'f'('o),  ■■■■  <l.l'"('o)  =<?'"'(  <o). 

>r(/o)  =  .y(?„\       ....       >^r'«'('^,)  =  "V'"'^'»)- 
l'une  au  moins  des  différences 

n'étant  pas  nulle. 

On  ramène  au  cas  précédenl  le  cas  ou  l'une  des  courbes  T  est 
représentée  par  les  équations 

(53)  x  =  J\t).         y  =  <f{t),         z  =  'Ht}, 

la  courbe  l"  élanl  représenlée  par  un  système  de  deux  équations 

non  résolues 

F(x,y,z)  =  o,         P,{x,y,z)  =  o. 

En  repienaiil  les  raisonnements  du  n"  217,  on  démontre  que,  pour 
qu'il  y  ail  un  conlact  d'ordre  n  au  point  de  T  qui  correspond  à  la 
valeur  t^  de  t,  on  doit  avoir 

,.î(<„)  =  o.  <î'(/o)=o.  ....  ^f"U„)  =  o. 

^^'*>        i  .f,(f„)  =  o,      .?;(/„)  =  o,       ...,       ?,'"(«o)  =  o, 

en  posant 

.fin  =  Ff/(/).  ?t'r'.  'WOI.       ^>(t>  =  Fi[/i".  ?'M:  '>"))' 

221.  Courbes  osculatrices.  —  Considérons,  dune  part,  une 
courbe  déterminée  T  dont  les  coordonnées  sont  exprimées  en 
fonction  d'un  paramètre  par  les  formules  (53);  d'autre  part,  une 
famille  de  courbes  T'  dépendant  de  2«  +  2  paramètres  «,  6, 
c,  .  .  . ,  /,  représentées  par  les  équations 
(55)     F(t,  j-,  z.  n,  h.  ...,/)  =  o,         Fi(x.y,z.a.b....,t)  =  o. 

On  peut  en  général  disposer  de  ces  a/i  —  2  paramètres  de  façon 
que  l'une  des  couriies  de  cette  famille  ait  un  contact  d'ordre  n 
avec  la  courbe  T  en  un  point  donné.  La  courbe  ainsi  obtenue  est 
dite  osculatricekV.  Les  équations  qui  déterminent  les  paramètres 
a,  b,  c,  ...,  l  sont  précisément  les  2/(4-2  équations  (54)  écrites 
plus  haut.  Il  est  à  remarquer  que  ces  équations  ne  peuvent  être 
compatibles  que  si  chacune  des  fonctions  F,  F,  contient  au  moins 
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n  -f-  1  paramètres.  Par  exemple,  si  les  courbes  T'  sont  des  courbes 
planes,  l'une  des  équations  (  35)  ne  renferme  que  trois  paramètres  ; 
une  courbe  plane  ne  peut  donc  avoir  avec  une  courbe  gauclie  un 
contact  d'ordre  supérieur  au  second,  en  un  point  pris  au  hasard 
sur  la  courbe  gauche. 

Appli(iuons  cette  théorie  jmix  courbes  les  plus  simples;  la  droite 
et  le  cercle.  Une  droite  dépend  de  quatre  paramètres  :  la  droite 
osculatrice  aura  donc  un  contact  du  pnmier  ordre.  Il  est  facile  de 
vérifier  qu'elle  se  confond  avec  la  tangente;  si  nous  écrivons  les 
équalions  de  la  droite 

les  équalions  (54)  deviennent  en  effet,  pour  un  point  (Xg,  r„,  :■„) 
d'uire  courbe  F, 

et  l'on  en  tire 


«  —     »  /        ->'  I 


/'  =  ^0  —  -77 


on  retrouve  bien  les  équations  de  la  tangente.  Pour  que  la  tan- 
gente eût  avec  la  courbe  un  contact  du  second  ordre,  il  faudrait 
que  l'on  eût  x"^  =  «s';,,  /„  =  bz",,  et,  par  conséquent. 


nous  retrouverons  ces  points  dans  une  autre  question  (n°  226). 

Un  cercle  dans  l'espace  dépend  de  six  paramètres;  le  cercle 
osculaleur  aura  donc  un  contact  du  second  ordre.  Écrivons  les 
éfpiations  du  cercle 

f'"t(a^,r.  z)  =  ix  —  ay-^  (y  -  by--^-  {z  -  cy~  K-^=  o, 

les  paramèires  variables  étant  a,  b,  c,  R,  et  les  rapports  de  deux 
des  coefficienis  A,  B,  C  au  troisième.  Les  équations  qui  déter- 
minent les  valeurs  de  ces  parainèties  sont  alors,  en  supposant  a;, 
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r,  z  remplacées  j)ary'(<).  'f(/),  '}(<)  lespeclivement. 


A(.^ 

-    a)^ 

-Hy- 

b) 

^- 

C(-- 

-c) 

dt 

-»S 

- 

C 

dz 
dt 

=  o, 

dn 

--S 

■H- 

c 

d-^z 
dl^ 

=   0, 

{x  —  a  f^  -f-  (f  —  b  y-  -^  (z  —  c  |2  =  R2 
dx  dy  dz 


,  c?-2^        ,  f^d^y       ,  ,  d- z        dx"^ -¥- dv' -^  dz'^ 

^'■"-"^-dF-^^-^-^^^^^'~''>dF^ di^ -"• 

La  dedxiètiie  et  la  troisième  de  ces  relations  montrent  que  le  plan 
(lu  ceréle  oscillateur  est  le  plan  osculalenr  lui-même  (n"  2^2). 
Quant  ;iu\  deux  dernières  équations,  elles  représentent  respecti- 
vement, quand  on  v  regarde  a,  /;,  c  comme  des  coordonnées 
couranles,  le  plan  normal  au  |)oint  {j:,  y.  :)  et  le  plan  normal 
infiniment  voisin  [voir  plus  loin  n"  2w0). 

222.  Contact  d'une  courbe  et  d'une  surface.  — Considérons  une 
surface  S  et  une  courbe  F  tangente  en  un  |)oinl  A  à  celte  surlace. 
A  un  point  M  de  la  courhe  voisin  du  point  A,  faisons  correspondre, 
d'après  une  loi  arbitraire,  un  point  M'  de  la  surface,  de  façon  que 
les  deux  points  M  et  M'  tendent  en  même  temps  vers  le  point  A. 
Nous  allons  d'abord  clierclier  comment  il  faut  prendre  le  [lolnt  M' 
pour  que  l'ordre  infinitésimal  de  iMM'  par  rapport  à  l'arc  AM  soit 
le  plus  gi-and  possible.  Rapportons  la  figure  à. trois  axes  de  coor- 
données rectangulaires  choisis  de  telle  façon  que  la  tangente  à  la 
courbe  F  ne  soit  pas  parallèle  au  plan  des  yz,  et  que  le  plan  tan- 
gent à  la  surface  ne  soit  pas  parallèle  à  O^.  Soient  :  a;„,  y»,  ^o  les 
coordonnées  du  point  A;  Z=  F(x,y)  léquation  de  la  surface  S; 
y  =zj'[x),  z  =  'f(x)  les  équations  de  F,  et  imaginons  que,  dans 
un  certain  mode  de  corresjiondance,  MM'  soit  un  infiniment  petit 
d'ordre  «  +  i.  Les  coordonnées  x,  )',  ;  du  point  M  sont 

appelons  X,  Y,  Z=F(X,  Y)  les  coordonnées  de  M'.  Pour 
que  MM'  soit  d'ordre  /i  -+- 1  |)ar  rapport  à  l'arc  AM  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  par  rapport  à  h,  il  laul  (|ue  chacune  des  dillé- 


II.    —    CO.Nr\cr    DE    DEUX    COIRBES,    ETC.  547 

reiices  X  —  x,  Y  — y,  Z  —  ;  soii  un  iiiliuiment  petit  doriJi-e  n  +i 
au  moins.  On  doit  donc  avoir 

X  — a?  =  »;("+!,  \—x='i/i"^',  Z  — 3  =  F(X,  Y')  — ^  =  YA''+', 

a,  p,  Y  rest;uil  finis  pour  h  =  o,  et  pai'  suite 

F(x  -~aih"-i,  y  -^  ph"+')    -  z  =  -,'/('■+'. 

La  dillerence  F[:v,y)  —  ^  sera  donc  elle-même  d'ordre  «+  i  au 
iDoias.  Ceci  pioiive  <|iie,  si  l'on  fait  corresporidre  au  point  Mile  T 
le  point  N  de  S  où  la  parallèle  à  Os  menée  par  M  perce  la  surface, 
l'ordre  inlniitésimal  de  iMiN  e^l  au  moins  égal  à  celui  de  MM'.  On 
aura  donc  Tordre  de  contact  de  la  surface  et  de  la  courbe  en 
cliercliant  l'ordre  infinitésimal  de  MN  par  rapport  à  l'arc  AM  ou 
à  h.  On  peut  dire  encore  que  c'est  l'ordre  de  conlarl  de  F  avec 
la  courbe  F'  gui  est  la  trace  sur  la  surface  du  cylindre  proje- 
tant V  parallèlemex\.t  à  Oc.  (Il  est  clair  d'ailleurs  que  la  direc- 
tion de  Oz  peut  être  une  direction  quelconque  non  parallèle  au 
plan  tangent.) 

Les  équations  de  la  courbe  F'  sont 

y  =f{x  I,         Z  =  F[.r.  f(x)]  =  <1>(^); 

et  l'on  a,  |)ar  hypothèse, 

^(.ro)  =  'fl-ro,),  'h  (.r„)  =  ç>'(Jo); 

SI  l'on  a,  en  outre, 

*"(a:„)  =  tp'(a7„),        ...,        <t>''"(:ro)  =  9""(xo),       <I>l"+"(ar„)  ?i  <j)'«+"(a:o), 

l.i  courbe  ei  la  siiif,ic<"  ont  un  coniacl  d'ordie  n.  Observons  que 
l'équation  ^(x)  —  o{x)  donne  les  abscisses  des  points  d'mlersec- 
lion  àf.  la  Courbe  et  de  la  surface;  les  coiidi  i^ms  pour  qu'il  y  ait 
un  complet  d'ordre  n  eu  un  point  A  expriment  cju'il  y  a  n  -\-  i 
piiints  de  rencnnire  confundus  avec  le  point  A. 

Pri'nons  encore  le  cas  où  la  lourbe  T  est  représentée  par  les 
équations  x=y(;),  y  =  o(t),  ;  =  'i^<),  et  la  surface  S  par 
l'équation  F'(:c,  j-,  3  )  =  o.  L;i  courbe  F',  déliiiie  loui  à  l'heure, 
sera  représentée  par  les  équations  x  ^/{t),  y  ^  0(1),  s=n:(<), 
la  fonction  ^(')  étant  définie  pnr  la  relation 

F[/(th  ?('),  THt)]  =  o. 
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Pour  que  T  et  F'  aient  un  contact  d'ordre  n,  il  faut  que  ~{t)  — ^'J'(') 
soit  nn  infiniuient  petit  d'ordre  n  ■+- 1  par  rapport  k  i  —  /„,  c'est- 
à-dire  que  l'on  ait 

On  peut  encore  écrire  ces  conditions,  S(t)  ayant  la  même 
significalioii  que  plus  haut  (n"  '220), 

S{to)  =  o,  3'(to)  =  o,  ...,  #'"'(;(,)  =  o; 

elles  expriment  que  la  courbe  el  la  surface  ont  (n  -+-  i)  points 
communs  confondus  au  point  de  contact. 

Si  la  surface  S  dépend  de  /?  +  i  paramètres  a,  b,  c\  ...,  /,  on 
peut  en  dispo.ser  de  façon  que  cette  surface  ait  un  contact  d'ordre  n 
avec  une  courbe  donnée,  en  un  point  donné;  la  surface  ainsi 
obtenue  est  dite  osculali-ice. 

Dans  le  cas  d'un  plan,  on  a  trois  paramètres;  les  équations  qui 
déterminent  ces  paramètres  sont  les  suivantes  : 

A/(0    H-  Bo(0 -t- G  J/(0 -)-D  =  o, 
A/'(«) -f-  Bç'(;)-4-  C4''(0  =0, 

A/"(M-f- Bç"(0-i-Ci!-'7n  =o. 

Ces  équations  sont  bien  celles  que  nous  avons  prises  pour  défi- 
nition du  plan  oscillateur  (n"  213),  et  l'on  voit  (pie  le  contact  est 
en  général  du  second  ordre.  Pour  que  le  contHCl  fût  dordie  plus 
élevé,  il  faudrait  que  l'on  eût 

A  /'"i  0  ~-  B  d"(t)  -4-  C  •y"(  0  =  0, 

on  dit  alors  que  le  plan  osculaleur  est  stationnaire. 

Une  sphère  dépend  de  quatre  paramètres;  la  sphère  osculalrice 
a  donc  un  contact  du  troisième  ordre.  Le  calcul  sera  efTeclué  plus 
loin  (n"  238). 

223.  Droites  osculatrices  à  une  surface.  —  Si  les  équations 
d'une  courbe  C  d.  pendent  de  n -\- -i  pariiiuètres  variables,  on 
peut  dis|p0^e^  de  ces  paramètres  de  façon  que  cette  courbe  ait, 
avec  une  surface  donnée  S,  en  un  |>oint  donné  M,  un  contact 
d'ordre  n.  En  effet,  en  écrivant  que  laicourlie  C  pas-e  par  le 
point  M,  el  qu'elle  y  rencontre  la  surface  S  en  /i  -f-  i   jKiinis  con- 
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(ondus,  on  a  en  lout  «  +  2  équations  pour  déterminer  les  para- 
mètres. Par  exemple,  une  droite  dépend  de  quatre  paramètres; 
il  existe  donc,  en  cliaque  point  d'une  surface,  une  ou  plusieurs 
droites  ayant  un  contact  du  second  ordre  avec  la  surface.  Pour 
déterminer  ces  droites,  prenons  pour  origine  le  point  considéré 
de  la  surface,  l'axe  des  z  n'étant  pas  dans  le  plan  langent,  et 
soit  z  =  F(x,  y)  l'équation  de  la  surface  dans  ce  système  d'axes. 
La  droite  cherchée  passe  évidemment  par  l'origine,  et  ses  équa- 
tions sont  de  la  forme 


l'équation  cp  =  F(aç>,  bo)  doit  admettre  0  =  0  pour  racine  triple, 
ce  qui  exige  que  l'on  ail 

c  =  ap   -h  bc/, 

o  =  a^r  +  '.),  alis  ■+-  b- 1, 

p,  q,  /•,  .?,  t  désignant  les  valeurs  des  dérivées  du  premier  et  du 
second  ordre  de  Y{x,y)  pour  x-=y=^Q.  La  première  de  ces 
deux  relations  exprime  que  la  droite  cherchée  est  dans  le  plan 
tangent  ;i  la  surface,  ce  qui  était  encore  évident  a  priori.  On  voit 
de  plu-  (|ue  le  rapport  -  est  déterminé  par  une  équation  du  second 
degré,  qui  a  ses  racines  réelles,  pourvu  que  s- — rt  soit  positif. 
En  chaque  point  d'une  surface,  il  y  a  donc  en  général  deux 
droites,  et  deux  seulement,  qui  ont  un  contact  de  second  ordre 
avec  la  surface;  ces  droites  sont  réelles  ou  imaginaires  suivant 
le  signe  de  s-  —  rt.  Nous  retrouverons  ces  deux  droites  au 
Chapitre  XII,  dans  l'étude  de  la  courhure  des  surfaces. 


EXERCICES. 


\.  Soit  C  une  courbe  du  troisième  desié  donnée,  ayant  un  point  double 
en  O.  Un  angle  droit  MON  tourne  autour  du  point  0,  et  ses  côtés  ren- 
contrent respectivement  la  courbe  C  en  AI  et  N.  Déterminer  l'enveloppe 
de  la  droite  MN.  Considérer,  en  particulier,  le  cas  où  la  courbe  G  a  pour 
e(|uation  X^^  =  x^^  ou  .r^-H  v^  =  [xtv. 

[Licence  :  Bordeaux,  juillet  i885.] 
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2.  Trouver  les  points  où  la  courbe  représentée  par  les  équations 

2-  =  a  (  /(  (0  —  si  n  (o  ) .  y  =  «  (  «  —  cos  o)  ) 

a  un  contact  d'ordre  supérieur  au  second  avec  le  cercle  oscillateur. 

[Lickxce:  Grenoble,  juillet  i885.] 

3.  Soient  m,  rrii.  m,  trois  points  voisins  sur  une  courbe  plane.  Trouver 
la  valeur  limite  du  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  que  forment  les 
tangentes  en  ces  trois  points,  lorsqu'ils  viennent  se  confondre. 

4.  Si  une  courbe  fermée  sans  point  d'inflexion  a  une  dé\eloppée 
fermée,  la  longueur  totale  de  cette  développée  est  égale  au  double  de  la 
différence  entre  la  somme  des  rayons  de  courbure  maxima  et  la  somme 
des  rayons  de  courbure  niinima.  pour  tous  les  point»  de  la  courbe  proposée. 

o.  .Si  l'on  mène  par  cligque  point  d'une  courbe  une  droite  de  longueur 
donnée  faisant  un  angle  constant  avec  la  normale,  la  normale  à  la  courbe, 
lieu  des  extrémités  de  cette  droite,  passe  par  le  centre  de  courbure  île  la 
proposée. 

6.  Soient  /••le  rayon  vecteur  mené  d'un  pôle  fixe  à  un  point  d'une  courbe 
plane,  p  la  distance  de  ce  pôle  à   la  tangente;  le  rayon  de   courbure    R  a 

pour  expression  R=±/— -• 

7.  Le  lieu  des  foyers  des  paraboles  qui,  en  un  point  donné,  ont  un  con- 
tact du  second  ordre  avec  une  courbe  donnée,  est  un  cercle. 

8.  Lieu  des  centres  des  ellipses  dont  les  axes  ont  une  direction  donnée, 
et  qui  ont,  en  un  point  donné,  un  contact  du  second  ordre  avec  une  courbe 
donnée. 

9.  Soit  F(X,  Y;  3-,  _)'j  une  fonction  de  deux  couples  de  variables  (.r,  )M, 
(X,  Y).  Si,  dans  l'équation  F  =  o,  on  considère  (x,  y)  comme  les  coor- 
données d'un  point  déterminé  m,  X  et  Y  comme  des  coordonnées  cou- 
rantes, celte  relation  fait  correspondre  à  tout  point  m  du  plan  une  courbe  c. 
Lorsque  le  point  m  décrit  une  courbe  C,  la  courbe  correspondante  c 
enveloppe  une  courbe  T  définie  par  les  deux  équations 

1"  (  X ,  Y  :  3".  r  )  =  o. ! V  =  o. 

Cette  courbe  F  se  déduit  de  C  pai-  une  transformation  de  contact,  et  la 
transformation  inverse  s'obtient  en  échangeant  le  rôle  des  deiix  couples  de 
variables  (a",  y)  et  (.X,  Y).  Extension  aux  surfaces  (  l'o//-  n"  62). 

Application  .•  F  =  X--i-  Y- —  X.r  —  Y'^-. 


10.    Pour  qu'une  courbe  C  reprrsentcc  par  li-qualion  F(x,  y,  a)  —  o  ail 
i-ri  un  poinl  un  contact  d'ordre  «  avec  son  enveloppe,  il  faut  et  il  suffit  que 


)n  ait  en  ce  point 
F^  o. 


dV_  _  ,r-  V  _  d"  ¥ 

Oa  '  Oa-  '  "  "  da" 


Application  au  cas  où  (i  est  une  circonférenei-. 

1 1.  Toute  surface  ¥  (x,  y,  z.  :i)  =  o  a  un  contact  du  second  ordre  avec 
l'arête  de   rebiousseiiient  de   la   surface   envelrqipe,   définie    par   les   trois 

iiiiialioiis  1*  =  o,  —  =  o, =  o 

àa  da- 

12.  i.ieu  géométrique  des  centres  des  sphères  ((ui  ont  un  contact  du  second 
ordre  en  un  poinl  donné  avec  une  courbe  <lonnée. 

13.  Si  l'enveloppe  d'une  sphère  variable,  dépendant  d'un  seul  paramètre, 
se  réduit  à  une  courbe  F,  celte  courbe  T  a  un  contact  du  second  ordre 
avec  la  sphère. 

li*.  Elant  donnée  une  surfnci' S,  si  de  chaque  point  nt  de  S  comme  eenlrc 
un  décrit  une  sphère  S  de  rayon  variable  R,  celte  sphère  S  louche  en  général 
-on  enveloppe  en  deux  points  M,  UI',  tels  que  la  droite  M.M'  soit  perpen- 
<liculaire  au  plan  tangent  en  m  à  la  surface  S.  Calculer  la  distance  o  du 
point  m  à  la  droite  MM'. 

Si  la  surface  S  est  rapportée  à  un  svslème  de  coordonnées  curvilip;nes 
orthogonales  (m,  p)  telles  que  l'on  ail  ds-=  lie?«--;-  C,r/v'^.  on  a 


^""■nm'-i^mi 


13.  Si  une  surface  S  est  tangente  à  un  plan  P  en  tous  les  points  d'une 
courbe  C  de  ce  plan,  la  tangente  en  un  point  quelconque  à  cette  courbe  a 
lin  contact  du  troisième  ordre  avec  la  surface  S. 

16*.  Eu  chaque  point  M  d'une  surface  S,  il  y  a  en  général  co  '  cercles  qui 
ont  un  eonlacl  du  troisième  ordre  avec  S.  Par  chaque  tangente  de  la  sur- 
face au  poinl  M  passe  le  plan  de  l'un  de  ces  cercles  et  d'un  seul.  Si  le 
poinl  M  n'est  pas  un  ombilic,  il  y  a  dix  cercles  qui  ont  au  poinl  !M  un  con- 
lact  du  quatrième  ordre  avec  la  surface. 

[  Dauboi'X,  Bulletin  des  Sciences  mathém'ttifjues,  t.   IV,    i"  série,    i8So, 
p.  348-384-1 


CHAPITRE  XL 

COURBES    GAUCHES 


I.  —  PLAN  OSCULATEUK. 

224.  Définition  et  équation.  —  Il  a  déjà  été  question  à  plusieurs 
reprises  (n"*  213,  221,  222)  du  plan  osculateur  à  une  courbe 
gauche.  La  définition  directe  de  ce  plan  est  analogue  à  celle  de 
la  tangente.  Soienl  M  un  poinl  dune  courbe  gauche  F,  MX  la  tan- 
gente en  ce  poinl;  le  plan  passant  par  la  droite  MT  et  par  un 
autre  poinl  M'  de  F,  infiniment  voisin  du  poinl  M,  lend  en  gé- 
néral vers  une  position  limite  quand  le  point  M'  se  rapproche 
de  plus  en  plus  du  poinl  M;  on  appelle  ce  plan  limite  le  plan 
osculaleur  à  la  courbe  F  au  poinl  M.  Nous  allons  d'abord  cher- 
cher son  équation. 

Soient 

(I)  oc  =  fit),       y  =  o(t),        z  =  i,(t) 

les  formules  qui  donnent  les  coordonnées  d'un  point  de  F  en 
fonction  d'un  paramètre,  les  points  M  et  M'  correspondant  aux 
valeurs    f    et    t  -+-  h   de    ce    paramèlre.    Le    plan    MTM'   a    pour 

équation 

A  (X  -  .r)  ^-  B(  V  -  r)  +  C(Z  —  ;)  =  o, 

les  coefficients  A,  B,  G  devant  vérifier  les  relations 

<2.)  A/'(/)  +  Bç'(O  +  C<l'(0  =o, 

(3)     A[/(  /  -+■  /i) -/{(,]  -+-  Blo(t  +  A)  -ç(0]  +  C[.i-(7  ^  /o  -d;(Oj  =  o. 

Remplaçons,  dans  la  relation  [6),  f[l-\-  h),  o(t-i-h),  '^(t-\-h) 
par  leurs  développements  déduits  de  la  formule  de  Taylor,  elle 
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peut  encore  s  écrire 

eu  relranchanl  la  relation  (2)  multipliée  par  /«,  et  divisant  le 
résultat  par — >  on  voit  que  le  système  des  relations  (2)  et  (3)  est 
équivalent  au  suivant  : 

A[/''(o-H£,]-HB['y'(/)+E,j-c['y(;r)-i-i3]  =  o, 

î,.  £2,  £3  étant  inliniinent  petits  avec  II.  Lorsque  h  tend  vers  zéro, 
cette  dernière  relation  se  réduit  à 

(4)  A/"(0  ^-  B  o\t)  -^  C  'Y(J)  =  o. 

Léquation  du  plan  osculateiir  est  donc 

<5i  Ai  \  —  xj^lîtV  —y)  -+-  Ci  Z  — ;)  =  n, 

les  coefficients  A,  B,  C  étant  assujettis  à  vérifier  les  deux  relations 

[  .Kdx    -^M  dy    -^  C  dz    =  o. 
{   A  d^-x  -T-  n  d\y  -^Cd'-z  =  o. 

(3n  écrit  aussi  quelquefois  réi|uation  du  plan  osculateur  sous 
forme  de  déterminant  : 


\-x 

\  —y 

Z~z 

dj- 

dy 

d: 

d'-x 

d'-y 

d'z 

Il  est  facile  de  vérifier  que,  de  tous  les  plans  passant  par  la 
tangente,  le  plan  osculateur  est  celui  dont  la  courbe  T  se  rap- 
proche le  plus  dans  le  voisinage  du  point  de  contact  (n°  222). 
Considérons  d'abord  un  plan,  autre  que  le  plan  osculateur,  pas- 
sant par  la  tangente,  et  soit  F(<)  le  résultat  de  la  substitution 
de/{f  -<r  h),  ■^il  —  Ii).  'i(/-f-/()  à  la  place  des  coordonnées  cou- 
rantes \,  Y,  Z  dans  le  premier  membre  de  léquation  (5):  nous 
avons 

F(0  =  -^  [A/'(0  -  B  o"(0  -  C  i.'(l)  -H  rj, 
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71  étani,  infiniment  petit  avec  //.  La  dislance  d'un  point  de  F,  voisin 
du  point  M,  est  donc  infiniment  petite  du  second  ordre  ;  de  plus, 
F (<)  conservant  toujours  le  même  signe  lorsque  h  est  très  petit, 
on  voit  que  la  courhe  F  est  tout  entière  du  même  côté  du  plan 
tangent  dans  le  voisinage  du  point  de  contact. 

Il  n'en  est  plus  de  même  avec  le  plan  oscuialeur;  pour  ce  plan, 
on  a  A/''^- B'.o'-|-(>'i"  =  G,  e(  il  faut  pousser  le  développement 
des  coordonnées  d'un  point  de  V  jus(priiu\  termes  du  troisième 
ordre  en  h,  ce  (]ui  donue  après  la  subslitiition 

^('^  =  ^T^f 7F- -•'>)• 

On  voit  que  la  distance  d'un  point  de  F  au  plan  osculuteur  est  inli- 
niment  petite  du  troisième  ordre;  en  outre  ¥{t)  change  de  signe 
lorsque  h  change  de  signe,  ce  qui  prouve  que  la  courbe  gauche 
traverse  le  plan  osculateur  au  point  de  contact.  Ces  propriétés 
distinguent  nettement  le  plan  oscuialeur  i\f  ions  les  autres  pl;tns 
passant  parla  tangente. 

!2!2o.  Plans  osculateurs  stationnaires.  —  Les  conclusions  précé- 
dentes sont  en  défaut  dans  le  cas  où  les  coefficients  A,  U,  V.  de 
l'équation  du  plan  osculateur  vérifient  la  relation 

(  7  )  \  «y- ,/■  -^  R  d\y  -^  C  d"  :  =  o; 

dans  ce  cas,  il  fatil  pousser  le  développemcut  <les  coordonnées 
jusqu'aux  termes  du  (piatiième  ordre,  et  I  ou  ohlienl  un  rc'sullal 
de  la  forme 

A>        /\d^jr-i-iid'j'^iWl:-z  \ 

^  I  .2.  j.  (   \  df  7 

On  dit  qu'en  ces  points  le  plan  osculateur  est  slalionnairr :  si 
\d'^ X +  \id''Y +  Çàd'' z  n'est  pas  nul,  ce  qui  est  le  cas  général, 
¥{t)  ne  change  pas  de  signe  avec  /(  et  la  courbe  ne  traverse  pas 
son  plan  osculateur.  De  plus,  la  distance  d'un  point  de  la  courbe 
au  plan  osculateur  est  du  quatrième  ordre.  Si  l'on  avait  encore 
Arf'ar-l- Bc?''j'H- C<i'^  =  o,  il  faudrait  pousser  le  développement 
jusqu'aux  termes  du  cinquième  ordre,  et  ainsi  de  suite. 

En  élimluant  A,  B.  C  entre  les  trois  relations  ((i)  et  (7),  on  est 


conduil  à  l'ér|nalion 
(8)  J 
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dx  dy  dz 
d-  T  d'y  d-  : 
dKr     d^y     d': 
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les  racines  de  cette  équation  en  t  donncnl  los  points  de  la  courbe  F 
où  le  plan  oscillateur  est  stationnaire.  FI  v  a  ainsi,  d'une  façon 
normale,  sur  loiite  courbe  gauclie,  un  certain  nombre  de  points 
jouissant  de  cette  proprii'tc. 

Ceci  nous  amène  à  examiner  s'il  existe  des  courbes  F  dont  tous 
les  plans  oscillateurs  soient  stationnaires.  D'une  façon  précise, 
cherchons  toutes  les  fonctions  x,  y,  z  d'une  variable  t.  continues 
ainsi  que  leurs  dérivées  jusqu'au  troisième  ordre,  tslles  que  le 
déterminant  précédent  A  soit  idenliquemenl  nul  lorsque  t  varie 
entre  deux  limites  a  et  b  (a  <^  b). 

Supposons  d'abord  que  l'un  des  mineurs  de  A  relatifs  aux  élé- 
ments de  la  troisième  ligne,  par  exemple  dxd'-y  —  dyd'-x,  ne 
s'annule  |)as  dans  l'intervalle  (rt,  b).  Les  deux  relations 


<9' 


j    rf;  =  C,  d.T    H-  (%  dy, 


déterminent  pour  G,  et  Gj  d  îs  fonctions  continues  de  t  dans  cet 
intervalle;  pnisq'ueA  =  o.  ces  fonctions  satisfont  aussi  à  la  rela- 
tion 


(lO) 


d^z  =  C,  d^.c-+-  dd^y. 


DilTi-reiilions  maintenant  les  équations  (g)  en  tenant  compte  de 
i.i  formule  (lo);  nous  obtenons  les  nouvelles  équations 

aîG,  dr  -I-  dC.  dy  =  o,         ^/C,  d^r  ^  d(U  d^y  =  o, 

d'où  nous  lirons  (^G,  = /'/G2=  o.  Les  coeflicients  G,.  Go  sont 
donc  constants  et,  en  intégrant  la  première  des  équations  (9),  il 
\  ient 

i\x  étant  une  nouvelle  constante.  La  courbe  F  est  donc  une  courbe 
|iiane. 

Si   le   déterminant   dxd-y- — dyd^x   s'annule  pour    une  valeur  c   de  la 
variable  /  comprise  entre  a  et  b,  le  raisonnement  ne  prouve  plus  rien,  car 
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les  expressions  de  Cj  et  de  C2  deviennent  infinies  ou  indéterminées  pour 
cette  valeur  c  de  t.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  ce  déterminant 
ne  s'annule  que  pour  cette  valeur  de  t  dans  l'intervalle  {a,  b)  et  que, 
pour  *  =  c,  le  déterminant  analogue  dxd^z  —  dzd^x  ne  soit  pas  nul.  Le 
raisonnement  qui  précède  prouve  que  tous  les  points  de  la  courbe  F 
obtenus  en  faisant  varier  ï  de  «  à  c  sont  dans  un  même  plan  P  et  que 
tous  les  points  obtenus  en  faisant  varier  i  de  c  à  6  sont  dans  un  même 
plan  Q.  D'autre  part,  le  mineur  dxd-z  —  dzd^x  n'étant  pas  nul  pour 
t  =^  c,  choisissons  un  nombre  h  assez  petit  pour  que  ce  mineur  ne  s'an- 
nule pas  en  faisant  varier  /de  c  —  li  à  c  -i-  /(.  Tous  les  points  de  la  courbe  F 
obtenus  en  faisant  varier  I  de  <■  —  li  k  c -\- h  sont  encore  dans  un  même 
plan  R;  ce  plan  R  doit  avoir  une  infinité  de  points  communs  non  en  ligne 
droite  avec  les  plans  P  et  Q  et,  par  suite,  ces  trois  plans  coïncident. 

En  généralisant  ce  raisonnement,  on  en  conclut  que  tous  les  points    de 
la  courbe  F  sont  dans  un  même  plan,  lorsque  les  trois  déterminants 

dx  d- )■ — dyd-x,     dxd-z  —  dzd-x,     dyd'-z  —  dz  d^y 

ne  s'annulent  pas  simultanément  dans  l'intervalle  (a,  b).  Si  ces  trois 
déterminants  s'annulent  en  même  temps,  il  peut  arriver  que  la  courbe  F 
se  compose  de  plusieurs  arcs  de  courbes  planes  situés  dans  des  plans  dis- 
tincts, qui  se  rejoignent  en  des  points  où  l'équation  du  plan  osculateur 
est  indéterminée  (  '  ). 

Lorsque  les  trois  mineurs  précédents  sont  identiquement  nuls  dans  un 
certain  intervalle,  la  courbe  F  est  une  ligne  droite,  ou  se  compose  depor- 

dx 
lions  de  droites.  Si.  par  exemple,  -7-  ne  s'annule  pas  dans  l'intervalle  (a,  b), 

on  peut  écrire 

d^y  dx  —  dy  d-  x  d-  z  dx  —  dz  d-  x 

(dx)-  '  (dx)-  ' 

et  l'on  en  conclut  que  l'on  a 

dy  =  Cl  dx,         dz  =  Cj  dx., 
C]  et  C2  étant  deux  constantes;  une  nouvelle  intégration   donne   ensuite 

1- =  (";,.r -T- C, ,         z  ^  CiX -i- C',, 
ce  qui  montre  que  la  courbe  F  est  une  ligne  droite. 

226.  Tangentes  stationnaires.  —  Ce  qui  précède  nous  conduit  à  étu- 
dier sur  une  courbe  gauche  certains  points  exceptionnels  qui  ont  déjà  été 


(  '  )  Ce  cas  singulier  parait  avoir  été  signalé  pour  la  première  fois  par  M.  Peano. 
Il  n'offre  évidemment  qu'un  intérêt  purement  analytique. 
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ii^nalos  (II"  2^1);  co  «oui  les  points  où  l'on  a 


(II) 
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dz 


on  dit  qu'en  ces  points  la  tangente  est  stationnairc.  On  dénionlre  aisé- 
ment, en  appliquant  la  formule  qui  donne  la  dislance  d'un  point  à  une 
droite,  que  la  dislance  d'un  point  de  F  à  la  tanj;enle  en  un  point  voisin, 
qui  esl  en  général  du  second  ordre,  est  du  troisième  ordre  pour  une  tan- 
gente slationnaire.  Si  la  courbe  Y  se  réduit  à  une  courbe  plane,  les  tan- 
gentes stationnaires  sont  les  tangentes  d'inflexion.  Le  calcul  que  nt-us 
venons  de  faire  prouve  que  la  seule  courbe  dont  toutes  les  tangentes  soienl 
stationnaires  esl  la  ligne  droite. 

En  un  point  où  la  tangente  est  slationnaire,  on  a  A  =  o,  et  l'équation  du 
plan  oseulaleur  se  présente  sous  forme  indélerminée.  Mais  cette  indétar- 
minaliou  n'est  qu'apparente.  En  effet,  si  nous  reprenons  les  calculs  faits 
au  début  du  n"  2i4,  en  poussant  le  développement  des  coordonnées  du 
point  i\r  jusqu'aux  termes  du  lioisiéme  ordre,  et  utilisant  les  relations  (i  i), 
nous  trouvons  que  l'équation  du  plan  passant  par  la  tangente  en  M  el  par 
le  |)oint  M'  peut  s'écrire 


\—.x 

Y-r 

Z-G 

fit) 

?'(0 

^'(t) 

■"'(')  +  M 

•f"'(0  +  ^2 

y"  (  (■  1  -f- 

El,  t-i,  ti  tendant  vers  zéro  avec  h.  Ce  plan  tend  donc  vers  une  position 
limite  parfaitement  déterminée;  on  obtiendra  l'équation  du  plan  oscula- 
teur  en  remplaçant  la  seconde  des  relations  (6)  par  la  suivante 


A  d^x  -f-  15  d^y  ^  C  d^  z  =  o. 


on  avait  aussi 


d<'T 
dx 


d^y 
~dV 


d'  z 
dz  ' 


il  laiidrail  remplacer  la  seconde  des  relations  (6)  par 

A  d'/x  +  M  dfy  +  C  d'i  z  =  o, 

9  étant  le  plus -petit  nombre  entier  tel  que  celte  relation  soit  distincte 
de  S  dx -^- Bdy -\- Cdz  =^  o.  Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  le 
démontrer  et  d'étudier  la  position  de  la  courbe  par  rapport  au  plan  oscu- 
lateur    Dans  le  cas  général,  où  l'on  n'a  pas 

.\  d'x  -H  lî  d'y  -H  G  d' z  =  o, 

un  plan  tangeiil  quelconque  est  traversé  par  la  courbe  gauche,  sauf  le  plan 
osculaleur  qui  n'est  pas  traversé. 
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Application    à    quelques    courbes.  —   Considérons  en   |)arliculiei'    les 
courbes  gauches  V  qui  satisfont  à  une  relation  de  la  forme 


(.■2) 


•  dy  — y  dx  =  \\  dz, 


K  étant  une  constante  donnée;  de  cette  relation  on  déduit  encore 

(  xd-y — y  d-x    =Kc?-5, 

(  X  d'y  —  T  d'^x  -f-  dx  d'y  —  dy  d-x  =  K  d'Z. 


(i3) 


Étant  donnée  une  courbe  de  cette  espèce,  proposons-nous  de  trouver  les 
plans  osculateurs  qui  passent  par  un  point  donné  (a.  0,  c)  de  l'espace. 
Les  coordonnées  du  point  de  contact  (.r,  y,  z)  doivent  satisfaire  à 
l'équation 


;  —  .'■ 

b—y 

c  —  z 

dx 

dy 

dz 

d-^x 

d'-r 

d'-z 

qui  devient,  en  tenant  compte  des  relation";  (i'2)  et  (i  >), 

(i4)  ay  —  hx-^K(c  —  ;;)  =  ci; 

les  points  de  contact  sont  donc  à  l'intersection  de  la  courbe  gauche  P  et 
du  plan  représenté  par  l'équation  (i4),  [dan  qui  passe  par  le  point  <a,  b,  c). 
L'équation  A  =  o,  qui  détermine  les  points  où  le  plan  osculateur  est  sta- 
tionnaire.  devient  de  même,  en  remplaçant  dz,  d- z  et  d^  z  par  leurs 
valeurs, 

\  =  —  (  dx  d^y  —  dy  d-x  y-  ^  o  ; 


on  aura  donc,  pour  ces  points, 

d-  X        d-  y 
dx  dy 


y  d-  X  ■ 


■  d'-y 


y  dx  —  X  dy 


d'-z 
~dJ' 


ce  qui  montre  que  la  tangente  en  ces  points  est  stationnaire. 

Il  est  facile   d'avoir   des  courbes  gauches  satisfaisant  à  la  relation  (12): 
il  suffit,  par  exemple,  de  poser 


■=  A^' 


y=\if, 


A,  B,  C,  m,  ti,  étant  constants.  Les  courbes  les  plus  simples  sont  la 
cubique  gauche  a;  =  /.  j'  =  <-,  z  =  t^,  et  la  courbe  gauche  du  quatrième 
ordre  a:  =  <,  r  =<'.-:  =  t'.  L'hélice  circulaire 


a-  =  acos/,         ^  =  asin/. 


z  =  Kt 


répond  aussi  à  la  question. 

Pour  obtenir  toutes  les  courbes  gauches    satisfaisant  à  la   iclalion  (12), 
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écrivons-la 

(/(  Jj-   Kz  )  —  2  )-  </.-(■  ; 
si  l'on  a 

.r=fU),     _    xy —  )^z  =  t^{t  j, 

celle  relation  nous  donne  -xy  f  (l)  =^  ^' {t).  En  résolvant  ces  trois  équa- 
tions par  rapport  à  x,  y,  z,  nous  obtenons  les  expressions  générales  des 
(•Kurdonnccs  en  fonction  d'un  paramétre  variable 

Ces  formubs  dépondenl  de  deux  fonctions  ajbitraires  /"  et  ce,  mais  il  est 
clair  qu'on  peut  prendre  pour  l'une  de  ces  fonctions  une  forme  particu- 
lière, par  exemple_/'(;)  =  <.  sans  diminuer  la  généralité. 
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227.  Indicatrice  sphérique.  —  Sur  une  courbe  gauche  F  adojilons 
un  seus  de  parcours  di'leiminé,  et  désignons  par  s  l'arc  de  la 
courbe  AM,  compris  entre  un  point  A  choisi  pour  origine  et  un 
point  queh:onqiie  M,  précédé  du  signe  +  ou  du  signe  — ,  suivant 
que  la  direclion  de  A  en  M  esl  la  direclion  positive  ou  la  direction 
opposée.  Soit  MT  la  direclion  positive  delà  tangenle  en  M,  c'est- 
à-dire  celle  qui  coirespoud  à  des  arcs  croissants.  Si  par  un  point  O 
de  l'espace  on  mène  des  parallèles  à  ces  demi-droites,  on  forme 
un  cône  S,  qui  est  le  cône  directeur  de  la  surface  développ.ible 
engendrée  par  les  tangentes  à  la  courbe  F.  Du  point  O  comme 
centre,  avec  un  rajon  égal  à  l'unité  de  longueur,  décrivons  une 
sphère  et  soit  S  l'iniersection  de  cette  sphère  avec  le  cône  précé- 
dent, la  coiirlie  S  esl  appelée  V indicatrice  s/'héric/ue  de  la 
courbe  F.  Ces  deux  courbes  se  correspondent  point  par  point;  à 
un  point  M  de  F  corr'spond  le  point  m,  où  la  parallèle  à  la  direc- 
lion MT  perce  la  sphère.  Lorsque  le  point  M  décrit  F  dans  le  sens 
positif,  le  point  m  déciit  la  conrbe  S  dans  un  certain  sens,  que 
nous  adopterons  comme  sens  positif  sur  la  courbe  S,  de  façon  que 
les  arcs  correspondants  s  et  a-  des  deux  coin  bes  croissent  en  même 
temps  {fig.  4o). 

Il  est  évident  que,  si  l'on  déplace  le  centre  O  de  la  s|)hère,  la 
courbe  S  >ul)il  la  même  translation;  nous  supposerons  dans  la 
suite  que  le  centre  O  coïncide  avec  l'origine  des  coordonnées.  De 
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même,  si  l'on  change  le  sens  posilil  sur  la  courbe  F,  la  courbe  S 
est  remplacée  par  la  courlie  sjniélrique  relativement  au  point  O; 
mais  il  est  à  remarquer  que  la  direction  positive  mt  de  la  tangente 
à  S  ne  dépend  pas  du  sens  du  parcours  adopté  sur  F. 

Fig.  4". 


Le  plan  tangent  au  cône  S  suivant  la  génératrice  Owi  est  para l- 
lèleau plan  osculateur en  M.  Soit,  en  effet, 

AX  +  BY+  CZ  =  o 

l'équation  du  plan  Omm'^  le  centre  O  de  la  splière  étant  à  l'ori- 
gine; ce  plan  étant  parallèle  aux  deux  tangentes  en  M  et  M',  on 
doit  avoir,  les  points  M  et  M'  correspondant  aux  valeurs  t  et 
t  -\-  h  du  paramètre, 

(i6)  A/'(0+Bcf'(n-HC  ■!;'(/!)  =  0, 

(17)  \f'{t-hh)-hBo'(t-i-k)^Ci>'(i-^h)  =  o\ 

la  seconde  de  ces  relations  peut  être  remplacée  par  la  suivante 

f'(t-^h)-f{t)                ^■(t+h)-'^{t)                4.'(<  +  /,)-j;'(0 
A (-  \> ; h  Ij ï ' =  o, 

/(  h  h 

qui  devient,  lorsque  h  tend  vers  zéro, 

(18)  A/"(0-i-  B<5)"(i)  +  C4/"(n  =  0, 

et  les  équations  (1  G)  et  (  I  8)  auxquelles  on  parvient  sont  précisé- 
ment celles  qui  déterminent  le  plan  osculuteur. 


2S28.   Rayon  de  courbure.  —  Soit  w  l'angle  des  directions  posi- 
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tives    MT,  M'T'  des  deux  tangentes  aux   points  infiniment   voi- 
sins M,  M'  de  la  courbe  F.  La  limite  du  quotient nTîT  lorsque 

'  a  rc  M  .tl  ' 

le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment    du  point  M,  s'appelle  la 

courbure  de  F  au  point  M;    le  rayon  do   courbure  est  l'inverse 

arc  MM' 
de  la  courbure,  c'est-à-dire  la  limite  du  quotient  ' — —^ —  On  peut 

encore  définir  le  rayon  de  courbure  comme  la  limite  du  rapport 
des  arcs  infiniment  petits  MAI',  mm':  nous  avons  en  effet 

arc>I\r        arcAlM'          nrcinm'          coiic  mm' 
= X  i ;  X  • 


corde  »!/«' 

,  ,  arcmm'       cordem/n'  ,-     •       ,,       ... 

et  chacun  des  rapports ; ,,  a  pour  limite  1  uniie 

'  '  norile mm  to  ' 

lorsque  m'  se  rapproche  de  m.  Les  arcs  5,  7  variant  dans  le  même 
sens,  on  a  donc 

^olent 
(20)  j-=/(i;.         y  =  ■^ft},  z  =  'l{l) 

les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  F  dans  un  .système  d  axes 
rectangulaires  ayant  le  point  O  pour  origine.  Les  coordonnées  du 
point  /Il  sont  précisément  les  cosinus  directeurs  de  MT 

_  ,U_  o  _  f^  ^J±. 

~   ils  '  ■  <ls  '         ds' 

on  déduit  de  ces  formules 

dsd-x  —  dxd^s        ,„       dsd-y  —  dyd-.i        ,         dsd-z  —  dzd^s 
di.  —  Y^^ .     di  = ^ — -j-^ ,     d-(  = 


rfs-  =  t/a--H  d'j--^  d'^ 


h-  •  ds'-  '  ds'^ 

ds  d- X  —  dx  d-  s  I-  -^  ( ds  d-  y  —  dy  d-s)--i-( . 


ou,  en  développant  les  carrés  et  tenant  compte  des  relations  qui 
donnent  ds-  et  ds  d'-s, 

(  dx--  —  dy^  —  dz^-tUd-^xi-^—i  d'-y  f^ -^  (  d-  z  )-]  —  (  dx  d^  x^dv  ii\v  ^  dz  d-  z  Y 
''  ^  'd^* 

L'emploi  de  l'identité  de  Lagrange  permet  encore  d'écrire 

'^'''-=  Is^ ' 

G.,  I.  36 
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en  posanl,  comme  nous  le  ferons  dans  la  .siiiie, 

I   A  =  dy  d^  z  —  dz  d^y, 

(ar)  )  B  =  dz  dKr  —  dx  rf^^, 

(  C  =  dx  d'y  —  dy  d'-x, 

et  la  formule  (19)  (|ui  donne  le  rayon  de  courbure  devient  alors 

R-  est,  comme  on  le  voit,  une  fonction  r.itionnelle  de  T,y,  :,  x', 
y,  z',  x",  y,  z".  Quant  au  rayon  de  courbure  lui-même,  son 
expression  est  irrationnelle,  mais  c'est  une  quantité  essentielle- 
ment positive. 

Remarque.  —  Lorsque  la  variable  indépendante  est  l'arc  de  la 
courbe  T  elle-même,  les  fonctions  /(i),  o{s),  h{s)  vérifient  la 
relation /'2 (s)  +  »'-(s)  +  i'-(.s)  =  i,  et  la  formule  qui  donne  le 
rayon  de  courbure  prend  une  forme  élégante.  Si  l'on  reprend,  en 
effet,  le  calcul  précédent,  on  a,  s  étant  la  variable  indépendante, 

(      c<  =  /'(.s-),  Mf''-0.  T  =  'iVs), 

(23)  I   rfa  =/"(.«)  rfs,         (/ji  =  tf "(.«)</«,         d-i  =  'Y{s)ds, 

\        d<i^=.\[f"(s)Y+[,f'{s)y  +  Wis}V-\  ds^ 

et,  par  suite, 

/ 

(24)  ~  =  [/"(0]'-+[?"(s)p+['y'(.o]^ 

229.  Normale  principale.  Centre  de  courbure.  — Par  le  point  M 
de  la  courbe  F,  menons  une  droite  parallèle  à  la  tangente  en  m  à 
la  courbe  S  et  considérons  sur  cette  droite  la  direction  MN  paral- 
lèle à  la  direction  positive  mt.  La  droite  ainsi  obtenue  s'appelle 
la  normale  principale  à  T;  c'est  la  normale  située  dans  le  plan 
osculateur  puisque  mt  est  perpendiculaire  sur  Om  et  que  le 
plan  Omt  est  parallèle  au  plan  osculaleur  (n"  227).  La  direc- 
tion MN  est  la  direction  positive  de  la  normale  principale. 
C'est  une  direction  bien  délinie,  puisque  la  direction  de  ml  ne 
dépend  pas  du  sens  de  parcours  adopté  sur  Y .  Nous  verrons  tout 
à  l'heure  comment  on  pourrait  définir  cette  direction  sans  se 
servir  de  l'indicatrice. 


x,  =  T—Ry:,        _>',=  r-i- RS',        Zi=z-i-R-i' 

'r,  on  ;i 

dy.        dx  ds         ^  dx        ^dsdi.r-d.rd-^s 
^  "  ^  -  ds    d.-^ds'^               ds^ 
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Si  1  on  porte  sur  la  direction  MX,  à  partir  du  point  M,  une  lon- 
gueur .MC  égale  au  rayon  de  courbure,  l'extrémité  C  .s'appelle  le 
centre  de  courbui-e  et  le  cercle  décrit  du  point  C  comme  centre 
avec  le  rajon  MC  dans  le  plan  osculateur  s'appelle  le  cercle  de 
courbure.  Soient  a',  ,3',  y'  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
principale;  les  coordonnées  x,,  )■,,  c,  du  centre  de  courbure  ont 
pour  expressions 


O 


et  des  formules  analogues  pour  |j'  et  -■' .  En  remplaçant  a'  par  sa 
\aleur  dans  .2',,  il  vient 

„ ,  ds  d-  X  —  dx  d-  s 
"'='-^^ d^^ = 

le  coefficient  de  R-  peut  encore  s'écrire 

di-d-T—dxdsd-s  _  d^x(dx-~dy--—dz-i~dx(dxd-x—dyd-r—dzd-z) 

ds-  -  ^  ''      Th"'  ''  ' 

ou,  en  introduisant  les  coefficients  A,  B,  C, 

Rdz  —  C  dy 

'        ^- 

Les  valeurs  de  y,  et  de  z,  se  déduisent  de  celles  de  a;,  par  symé- 
trie et  l'on  a,  en  définitive,  pour  les  coordonnées  du  centre  de 
courbure, 

I                      ^^Bdz  —  Cdy                               ,^C^dx  —  Xdz 
~        "  '  ^  J'i=J-^- 777 . 


/s- 

.\  dv  —  Bdx 


(  -  =  ^-'^^  .s. 

ces  formules  sont  rationnelles  eux,  y,  :.  x' .  y',  z'.  .r",  r",  s". 

Si  l'on  mène  parle  point  M  un  plan  Q  perpendiculaire  sur  MN, 
ce  plan  passe  par  la  tangente  MT  et  ne  traverse  pas  la  courbe  T 
au  point  M.  Nous  allons  montrer  que  le  centre  de  courbure  et  les 
points  de  F  voisins  de  M  sont  du  même  côté  de  ce  plan  Q.  Pour 
établir  cette  propriété,    supposons  que  la  variable  indépendante 
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soit  l'arc  5  de  la  courbe  F  coiiiplé  à  partir  du  |ioitU  M  ;  on  a,  pour 
les  coordonnées  X,  Y,  Z  d'un  point  M'  voisin  de  ]\J, 


ji  =  x-\ — 


1    ds'    '     I  .-2  \  ds-    ~^  ' ) 


et  deux  développements  analogues  pour  Y  et  Z.  Mais,  la  variable 
indépendante  étant  5,  on  a 


d.r 

f/2x 

d% 

du  da 

I      , 

7^=="' 

ds-^    ~ 

'   ds   "^ 

du  ds 

=  K°' 

el  la  formule  f|ui  donne  X  devient 

Si  l'on  remplace  X,  Y,  Z   par   leurs  valeurs    dans  le   premier 
membre  de  l'équation  du  plan  perpendiculaire  à  MN, 

a'(X  -  .r)  -+-  |3'(  Y  -j)  +  t'(Z  --)  -  o, 

le  résultat  de  la  substitution  est 


;(„'- 


î,.,,,^^('^,). £(!-.,), 


Yj  étant  infiniment  petit  en  même  temps  que  .s"  ;  ce  résultat  est 
positif  |>our  les  valeurs  de  s  voisines  de  zéro.  De  même  en  rem- 
plaçant X,  Y,  Z  par  les  coordonnées  a?  +  Ra',  .. .,  du  centre  de 
courbure,  le  résultat  de  la  substitution  est  R,  quantité  essentielle- 
ment positive,  ce  qui  démontre  la  propriété  énoncée. 

230.  Droite  polaire.  Surface  polaire.  —  La  [lerpendiculaire  A  au 
plan  osculaleur  menée  par  le  centre  de  courbure  s'appelle  la  droite 
polaire.  Celte  droite  est  la  caractéristique  du  plan  normal  à  T.  Il 
est  évident  d'ailleurs  que  l'intersection  des  deux  plans  normaux  aux 
points  voisins  M,  M'  est  une  dioite  D  perpendiculaire  aux  deux 
droites  MT,  M'T'  et,  [lar  suite,  au  plan  njO/n'.  Lorsque  le  point  M' 
se  rapproche  de  M,  le  plan  mOm'  devient  parallèle  au  plan 
osculateur,  la  droite  D  a  donc  pour  limite  une  droite  perpendi- 
culaire au  plan  osculaleur.  Pour  démontrer  que  cette  droite  passe 
par  le  centre  de  courbure,  supposons  qu'on  ait  pris  pour  variable 
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inflr'pcii(i;tnle  lare  s-  de  F  ;  le  plan  uornial  a  pour  équalion 

(26)  a(X  — x)  ~  3(  V  — J-)  -^  •((!  —  z)  =  o, 

et  la  caractéri-iliqiie  est  défiaie  par  les  équations  ('.6)  et  (27) 

La  nouvelle  équation  représente  un  pian  perpendiculaire  à  la 
normale  principale  et  passant  par  le  centre  de  courbure.  L'inter- 
section de  ces  deux  plans  est  donc  la  droite  polaire.  On  voit  d'après 
cela  que  le  centre  de  courl)ure  coïncide  avec  le  centre  du  cercle 
osculateur  (n"  221),  et  par  suite  que  le  cercle  de  courbure  se 
confond  avec  le  cercle  osculateur.  Ce  résultat  |)ouvait  être  prévu 
a  priori,  car  deux  courbes  ayant  un  contact  du  second  ordre  ont 
même  cercle  de  courbure,  puisque  j^,  z',  y",  z"  ont  les  mêmes 
valeurs  pour  les  deux  courbes. 

La  surface  réglée,  lieu  des  di-oites  p(ilaircs,  e^lVd  surface  j>o- 
laire.  D'après  ce  qu'on  vient  de  démontrer,  c'est  aussi  la  surface 
développable  enveloppe  du  plan  normal  à  F.  Lorsque  la  courbe  F 
est  une  courbe  plane,  la  surface  polaire  est  le  cjlindre  ajant  pour 
section  droite  la  développée  de  F,  et  les  propriétés  précédentes 
deviennent  évidentes. 

231.  Torsion.  —  En  remplaçant  dans  la  définition  de  la  cour- 
bure la  tangente  parle  plan  osculateur,  on  est  conduit  à  un  nouvel 
élément  géométrique  qui  mesure  en  quelque  sorte  la  façon  plus 
ou  moins  rapide  dont  tourne  le  plan  osculateur.  Soit  w'  l'angle 
des  deux  plans  osculaleurs  aux  deux  points  infiniment  voisins  M 

et  M';  on  appelle  lorsiondiu  pointM  la  limite  du  quotient — rrrr.' 
'  t^r  r  T  arc -MM 

lorsque  le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  du   point  M.   Le 

\on  de  torsion  ï  est  l'inverse  de  la  torsion. 

Menons  par  le  point  M  une  perpendiculaire  au  plan  osculateur 
et,  sur  cette  droite  appelée  binormale,  adoptons  une  direction 
déterminée  (que  nous  fixerons  plus  tard),  de  cosinus  a",  '^'' ,  V. 
La  parallèle  menée  par  l'origine  perce  la  sphère  de  rayon  un  en 
un  point  «,  que  nous  ferons  encore  correspondre  au  pointM  de  F. 

Le  lieu  du  point  n  est  une  courbe  sphérique  0,  et  l'on  montre, 
comme  plus  haut,   que  le  rayon  de  torsion  T  peut  encore  être 
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défini  comme  la  limite  du  rapport  des  deux  arcs  infiniment  petits 
correspondants,  arc  MM',  arc  nn'  des  deux  courbes  F  et  B.  On  a 
donc 

T  désignant  1  arc  de  la  courbe  0. 

Les  coordonnées  du  point  n  sont  a",  ^",  y'',  c'est-à-dire 

A  ,  „  B  ,  C 


ifc/A^H-îB-^-t-C--'       '         =t/Â2TB2-Zc^  zbv/A-^^-B2-^C2 

le  radiciil  étant  pris  dans  les  trois  formules  avec  le  même  signe. 
On  déduit  de  là  les  valeurs  de  dy!\  d'^" ,  c?y";   on  a,  par  exemple, 

rA2-i- B2-^C-:!)rfA  — A(ArfA -H  B<;B^CdC) 

rta   =  ± ^ j —  > 

(A-2^B2+C-2;^ 

et  la  formule  d-z-  =  d-j'.'-  -i-  dfJ'-  -+-  d'/'-  nous  donne 

(A5-4-B2+  Cn('</A2+'^Bi!-!-r/C2)  — (■ArfA-^Bf;B^Cfl'C)= 

'^--  = rv^rp^rc^ji ' 

ou,  en  employant  de  nouveau  l'identité  de  Lagrange, 

,  _  (  B  t/G  —  C  (^B )^  -H  ( C  <^A  —  A  </C )^  -h  (  A  rfB  —  B  rfA)^ 

(  A^--B^-G-^/^ 

On  peut  simplifier  le  calcul  du  numérateur  en  utilisant  les  rela- 
tions 

Xdx-i-    Brf>'-T-    Cdz=o, 
d\.  dx  -r-  f/B  dy  +  t/G  dz  =  o, 
d'où  l'on  tire 

dx  dy  dz  i 


B  rfC  —  G  rfB        G  d\  —  A  dC        A  <iB  —  B  d.\        K 

et  il  vient 

o  ^'  ds- 


(Ai-i-B2--C2)-^ 
Quant  à  la  valeur  de  R,  on  a,  en  développant, 

idzd-x — dxd-z)(dxd^y—drd'x) — (dxd-  y — dyd'-x)(dzd^x — dxd^z)     ) 

K  =  ^ = ■- j I 

dx 

=  dz  d'-x  d^y  —  dx  d-z  d^y  -r-  dy  d-z  d^x 

—  d-y  dz  d^x  -H  dx  d-y  d^  z  —  dy  d-  x  d^z; 


A  t 

h 

'  A2  +  B 

2-hC2 

A2  +  B'- 

-t-C- 
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le  second   membre  n'est  autre    chose  que  le    développement  du 
dtterminanl  A  [(n°  !22o),  formule  (8)].  On  a  donc 

d-z  =± 
et,  par  suite, 

(29)  T=± 

Si  l'on  considère  le  rayon  de  torsion  T  comme  une  quantité 
essentiellement  positive,  de  même  que  le  rayon  de  courbure,  on 
prendra  pour  ï  la  valeur  absolue  du  second  membre.  Mais  il  est 
à  remarquer  que  l'expression  obtenue  est  rationnelle  en  x',  x" ,  x'", 
y,  y",  y'",  s',  3",  z'" .  II  est  donc  naturel  de  considérer  le  rayon  de 
torsion  comme  une  longueur  affectée  d'un  signe.  Les  deux  signes 
correspondent  à  des  dispositions  entièrement  diflérenles  de  la 
courbe  T  dans  le  voisinage  du  point  M. 

Le  signe  de  T  ne  dépendant  que  du  signe  de  A,  étudions 
comment  varie  la  disposition  de  la  courbe  avec  ce  signe.  Nous 
supposerons  que  le  trièdre  Oxyz  est  disposé  de  telle  façon  qu'un 
observateur  debout  sur  le  plan  des  xy,  les  pieds  en  O  et  la  tète 
en  z,  verrait  l'axe  Ox  tourner  de  90°  de  droite  à  gauche  pour 
coïncider  avec  Oy.  Cela  étant,  choisissons  sur  la  binormale  une: 
direction  MNj  telle  que  le  trièdre  {Mï,  MN,  MNj)  ait  la  même 
disposition  que  le  trièdre  Oxyz.  Si  l'on  déplace  la  courbe  F  d'une 
manière  continue  de  façon  à  amener  le  point  M  en  O,  MT  sur  Ox, 
MN  sur  Oy,  la  direction  de  MNj  viendra  coïncider  avec  Os.  Dans 
ce  mouvement,  la  valeur  absolue  de  T  reste  la  même  ;  donc  A  ne 
peut  s'annuler  et,  par  suite,  conserve  un  signe  constant  (').  La 
courbe  F  étant  rapportée  à  ce  nouveau  système  d'axes  de  coor- 
ilonnées,  supposons  que  la  valeur  t  =  o  du  paramètre  corresponde 
à  l'origine;  les  coordonnées  d'un  point  voisin  auront  des  expres- 
sions de  la  forme  suivante 

i   .r  =  ai  t  -+-  r-(«2-)-  e), 

(30)  )  j  =  b,_r.^t^b^^e), 


(^)  Il  est  du  reste  facile  de  démontrer,  par  un  calcul  direct,  que  A  ne  change 
pas  quand  on  passe  d'un  système  d'axes  rectangulaires  à  un  autre  système  d'axes 
rectangulaires  de  même  disposition. 
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î,  e',  î"  élaiU  infînimenl  pellls  aven  t;  en  effet,  dans  le  système 
d'axes  choisi,  on  doit  avoir  pour  <  =  Oj^/j^  =  c/;  =  <:/-;;=  o.  On 
peut  supposer  a,  >  o,  car  il  suffirait  de  remplacer  l  par  —  t  pour 
changera,  en  — a,  ;  62  est  positif  puisque  y  doit  être  positif  pour 
les  valeurs  de  l  voisines  de  zéro,  mais  c^  peut  être  positif  ou  né- 
gatif. Or  on  a,  pour  /  =  o,  A  :=  i  la  a,  b-^c^  dlS\  de  sorte  que  A  a  le 


Fig.  4i  b. 


signe  de  c^.  Cela  posé,  deux  ('as  sont  à  distinguer,  suivant  le  signe 
de  Cj  :  1°  si  C3  >  o,  a;  et  ;  sont  négatifs  lorsque  /  varie  de  —  /;  à  o 
et  positifs  lorsque  t  varie  de  o  à  +  /t  [h  étant  un  nombre  positif 
très  petit).  Un  observateur  debout  sur  le  plan  osctilalenr,  les 
pieds  en  uu  point  P  de  la  normale  principale,  \errait  l'arc  MM'  à 
sa  gauche  au-dessus  du  plan  osculateur  et  lare  MM"  à  droite  au- 
dessous  du  plan  osculateur  {/ig-  4'  n-)-  i-^a  courbe  est  donc  dex- 
trorsum{').  On  aurait  la  disposition  inverse  (_/î^.  4'  b)  si  Cj  était 
négatif;  la  courbe  serait  sinis/rorst/m.  Ces  deux  dispositions  sont 
absolument  distinctes  l'une  de  l'autre.  Par  exemple,  deux  hélices 
de  même  pas,  tracées  sur  deux  cylindres  de  révolution  de  même 
rayon,  sont  superposables  si  elles  sont  toutes  les  deux  dextrorsum 
ou  sinistrorsLim  ;  mais,  si  l'une  est  dextrorsum  et  l'autre  sinis- 
trorsum,  l'une  d'elles  est  superposable  à  la  symétrique  de  l'autre 
par  rapport  à  un  plan. 

Nous  écrirons  désormais  la  formule  qui  donne  la  torsion 


(3i) 


A2-hB2^-C-2 


en  un  point  où  T  est  positif,  l.i  rourbe  est  sinistrorsum,  et  dex- 


(')  Avec  cette  convention,  la  vis  ordinaire  est  dex/rorsum,  ce  qui  est  assez 
naturel.  Voir  à  ce  sujet,  un  article  de  M.  Alezais  dans  le^  Aoiwelles  Annales  de 
Mathématiques,  4"  série,  t.  X,   1910,  p.  2S9. 
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trorsum  en   un  poinl  où  Test  négatif.  Ce  sérail  le  contraire  avec 
une  disposition  didérente  du  Irièdre  Oxyz. 

232.  Formules  de  Frenet.  —  Chaque  point  M  de  la  courbe  T 
est  le  sommet  d'un  triédre  Irirectangle,  de  même  disposition  que 
le  tiièdre  Oxyz,  formé  par  la  langenle,  la  normale  principale  et 
la  binoi-niale.  La  direction  positive  de  la  normale  principale  est 
bien  déterminée,  tandis  que  la  direction  positive  de  la  tangente 
peut  être  prise  arbitrairement  et  détermine  celle  de  la  binormale. 
Les  diflcrentielles  des  neuf  cosinus  directeurs  a,  p,  '■'.■■■  s'expri- 
ment très  simplement  au  moyen  de  R,  de  T  et  de  ces  cosinus  eux- 
mêmes,  par  des  formules  dues  à  Frenet.  Nous  avons  déjà  obtenu 
les  formules  qui  donnent  dx,  c/p,  d-f, 


<32) 

Soient 


57  "  K  '         Tu 


i/A-'-^  B-!-^  C-       '  lA'^— B^— C^        '  V  A-^B-^^C 


les  cosinus  de  la  direction  positive  sur  la  binormale.  Le  trièdre 
{MT,  MN,  MNj)  ayant  la  même  disposition  que  le  trièdre  Oxyz, 
on  doit  avoir 

«'  =  y-;  —  s-.-'' 

ou 

Bv~C3 


D'autre  part,  la  formule  qui  donne  du.    peut  s'écrire 
B  (  B  d\  —  A  r/B  )  -^  C  (  G  dX  —  A  dC  i 


ou.  en  tenant  compte  des  relations  (28)  et  de  la  valeur  de  R, 


dx"  C  3  —  B 


Le  coefficient  de  a'  n'est  autre  chose  que  ^  [formule  (  3i}]  ;  on 
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calculerait  de  même  ciy  el  rfy',  et  nous  avons  les  formules  (  '  ) 
d-i'       ot'  d^'        B'  d-f 


(33) 


ds         '\  ds         T  ds         T 


tout  à  fait  pareilles  aux  formules  (32). 

Pour  avoir  da.',  cip',  dy',  dififérentious  les  relations  bien  connues 

a-/'-)-    PP'+    •;■('  =  o, 
a'a"-t-  j3'  [3"  -l-  y'  y"  =  o, 

ce  qui  donne,   en  remplaçant  c/a,  d[i,  dy,  c/a",  dp' ,  dy"  par  leurs 
valeurs  tirées  des  formules  (32)  et  (33), 

^a'  doi'  -+-  P'  d'i'  -t-  y'  d-('  =  o, 

di 

a  doi' -h  |3  (ip'-l-  Y  dy'  +  —  =  o, 

ds 


a"  dd.' -^  <^"  d'^' -+- Y  d-y 


T 


nous  n'avons  plus  qu'à  tirer  </a',  d'p',  dy'  de  ces  relations 

rfa'  _        a         a"  d'i'  _        ^         3"  f/Y'  _        ï         ï' 

Les  formules  (32  ),  (33),  (34)  senties  formules  cherchées. 

Remcu'cjue.  — ■  Les  formules  (33)  montrent  cpie  la  tangente  à 
la  courbe  sphérique  0  décrite  parle  point  a  de  coordonnées  a", 
j3",  y",  est  parallèle  à  la  normale  principale.  C'est  ce  que  montre 
aussi  la  Géométrie.  Considérons,  en  cftet,  le  cône  S'  de  sommet  O 
ayant  pour  directrice  la  courbe  0  ;  la  génératrice  Ort  est  perpen- 
diculaire au  plan  tangent  au  cône  S  suivant  O  t71  (n"  231),  et  par 
conséquent  le  cône  S'  est  supplémentaire  du  cône  S.  Mais  on  sait 
qu'il  y  a  réciprocité  entre  deux  cônes  de  cette  espèce,  de  sorte 
qu'inversement  la   génératrice  Oin  de   S  est  perpendiculaire  au 


(')  Si    l'on  avait  écrit  la  formule  qui  donne    la   torsion,  -  =  — — — j-; —,   il 

aurait  fallu  écrire  les  formules  de  Frenet 

,  „  ^' ds 

'^^= — r- 
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|)lan  tangent  au  cône  S'  suivant  On.  Cela  étant,  la  tangente  mt  à 
la  courbe  S,  étant  perpendiculaire  aux  deux  droites  Om,  On,  est 
perpendiculaire  au  plan  mOn.  Pour  la  même  raison,  la  tangente  ni' 
à  la  courbe  0  est  perpendiculaire  au  plan  mOn.  Ces  deux 
droites  sont  donc  parallèles. 

233.  Développement  de  j-.  r,  :.  suivant  les  puissances  de  i.  — 
Etant  données  deux  fonctions  d'une  variable  indépendante  s, 
R  =  a  (5),  T^  d  (5),  dont  la  première  est  positive,  il  existe  une 
courbe  gauche  F,  qui  est  complètement  définie,  abstraction  faite 
de  sa  position  dans  l'espace,  dont  le  ravon  de  courbure  et  le  rayon 
de  torsion  s'expriment  par  les  formules  précédentes  au  moveu  de 
l'arc  compté  à  partir  d'un  point  de  cette  courbe.  La  démonstration 
rigoureuse  de  cette  proposition  ne  peut  être  faite  qu'après  la  théorie 
des  équations  différentielles.  ]Nous  allons  montrer  seulement 
comment  on  peut  trouver  les  développements  des  coordonnées 
d'un  point  de  la  courbe  cherchée  suivant  les  puissances  de  5,  en 
admettant  la  possibilité  de  ces  développements.  Prenons  pour  axes 
de  coordonnées  la  tangente,  la  normale  principale  et  la  binormale 
au  point  O  à  partir  duquel  on  compte  l'arc  ;  les  coordonnées 
d'un  point  de  la  courbe  cherchée,  voisin  de  l'origine,  ont  pour 
expressions 

I  y/<^.r\  .î-    /d-.T\  s-      /d^x\ 

I  I  \  rfs  /o        1 .2  \  ds-  /o        1.2.3  \  ds^  /  0  "^     ' 

"  ~  7  ;rfJ/„  "^  i.2\rfs'  /o   ■     1.2.3  \  ^s»  /o   

Mais  on  a 

dr  d-j-        ds.         a' 

ds  '  ds-         ds        K 

et,  en  didérentiani  de  nouveau, 

d^.r  a'    dR  ^   f  ^         '■'  \ 

■^  ^~R^  777  ^  K  '  H  ^  T/' 

et,  d'une  façon  générale,  on  obtient,  par  leinploi  répété  des  for- 
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mules  de  Frenel,  l'expression  de  -; — 

-^  =  L„a  -H  M„a'-f-  P„a", 

L„,  M„,  P„  étant  des  fonctions  connues  de  R,  T  et  de  leurs  déri- 
vées successives  par  rapport  à  l'arc.  On  aurait  de  même  les  dérivées 
successives  de  y  et  de  ;  en  remplaçant  or,  a',  a\  par  ^i.  p',  jî'  et 
"',  *'',  y".  Mais  on  a,  pour  l'origine,  ao  =  i,  po=  o,  Vo  =  o,  a|,  =  o, 
j„  =  I,  yô=  o,  a|j  =  o,  |3|^^  o,  •'^=  I ,  et  les  formules  (35)  de- 
viennent, en  se  bornant  aux  termes  en  s,  s^,  5^, 


(36) 


les  termes  non  écrits  étant  de  degré  supérieur  au  troisième.  On 
suppose,  bien  entendu,  R,  T, —r—,  ...  remplacés  par  leurs  valeurs 
pour  s  ^  o. 

Ces  formules  permettent  de  calculer  aisément  la  partie  princi- 
pale de  certains  infiniment  petits.  Ainsi,  la  distance  d'un  point 
voisin  de  la  courbe  au  plan  osculateur  est  du  troisième  ordre  et  sa 
partie  principale  est  —  TWf'  La  distance  d'un  point  à  l'axe  Ox, 
c'est-à-dire  à  la  tangente,  est  du  second  ordre,  et  sa  partie  prin- 
cipale est  ^  (c/.  n"  219).  Calculons  encore  la  longueur  d'une 
i:orde  infiniment  |ielile  c.  On  a 

les  termes  non  écrits  étant  d'un  degré  supérieur  au  quatrième.  Il 
vient  ensuite 


GK-^    ' 

i'-            s^ 

clR 

R  ~"  ilK^ 

ds 

s^ 

6RT       ■ 

■•' 

c  =  s  [  1  — 


(-A--> 


la  différence  s  —  c  est  donc  un  inlinimenl  petit  du  troisième  ordre, 
et  sa  partie  principale  est         , • 
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On  démontre  par  un  calcul  toiil  pareil  (ju(;  la  [)his  courte  dis- 
tance entre  la  lan!;eiUe  à  Torigine  et  la  lanj;enle  en  un  point  infi- 
niment voisin  est  un  infininienl  petit  du  troisième  ordre  dont  la 
partie  principale  est     '    „•  Ce  liiéorème  est  dû  à  M.  Bouquet. 

23i.  Équation  intrinsèque.  —  Loi  s(|ue  le  rayon  Je  lorsion  T  est  infini, 
la  courbe  est  plane,  puisque  A  doit  être  nul  (n"  i-S),  et,  dans  ce  cas,  les 
éfiuations  difféienlielles  qui  déterminent  la  courbe  s'intégrent  par  des  qua- 
dratures. 

Imaginons  qu'on  ail  pris  pour  variable  iudcpendanle  l'aix  s;  les  coor- 
données rectangulaires  aret  )'  sont  des  fonctions  de  i  satisfaisant  aux  deux, 
équations  (  n°  2i8  :  Remarque  j 

On    satisfait    à    la    prernièie    de     ces   relations   en    posant  ^-  =cosï, 

-j— =  sin  a,  a  désignant  l'angle  que  fait  avec  0.r  la  direction  positive  de  la 
tangente,  et  la  seconde  des  relations  (17;  nous  donne  alors 


formule  qu'on  aurait  pu  écriie  immédiatement  d'apicsla  définition  du  rayon 
de  courbure. 

rjn  en  tire  '/  par  une  quadrature 

r"    fis 

(lu  a  ensuite  x  el  y  par  deux  nouvelles  quadratures 

X  =  Wo-\-  I      cosarfs,  y=y^-i-   j      siua</s. 

Ces  courbes  dépendent  de  trois  constantes  3^0,  j'„,  Kq  ;  mais,  si  l'on  n'a 
égard  qu'à  la  forme  et  non  à  la  position,  on  n'obtient  en  réalité  qu'une 
seule  courbe.  Considérons,  en  effet,  la  courbe  particulière  G  représentée 
par  les  formules 

les  formules   générales  peuvent  s'écrire,   en   prenant   d'abord  le  signe  -i-, 

X  =  X(,-h  X  cosa,) —  Y  sinao, 
^  =  j'o-H  .^  sinao-l-  Y  cosao; 
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ce  sont  les  formules  qui  définissent  une  transformation  de  coordonnées. 
En  prenant,  de  même,  le  signe  —  devant  ç.  (s),  on  obtiendrait  une  courbe 
symétrique  de  la  courbe  C.  Une  courbe  plane  est  donc  complètement 
déterminée,  quant  à  la  forme,  si  l'on  connaît  le  rayon  do  courbure  en 
fonction  de  l'arc.  L'équation  K^o(s)  s'appelle  V équation  intrinsèque 
de  la  courbe.  D'une  façon  |)lus  générale,  si  l'on  connaît  une  relation  entre 
deux  des  quantités  R,  x,  a,  la  courbe  est  complètement  définie  de  forme, 
et  l'on  peut  obtenir  les  coordonnées  par  des  jquadratures.  Ainsi,  si  l'on 
connaît  R  en  fonction  de  l'angle  a,  R  =f{a),  on  a  ds  =f(a)  ch,  puis 

dx  =  cos  3.  /(i)  da, 
dy  =  iinoL  f(a)  d:i; 

et  l'on  obtient  .r  el  y  par  deux  quadratures.  Par  exemple,  si  R  est  con- 
stant, on  déduit  de  ces  formules 

3?  =  3-0  H^  R  sina,         y  =  y\ — Rcosa; 

la  courbe  cherchée  est  donc  un  cercle  de  rayon  R,  résultat  évident  d'après 
la  propriété  de  la  développée.  L'arc  de  cette  développée  devant  être  nul, 
il  est  clair,  en  elfet,  qu'elle  doit  se  réduire  à  un  point. 

Proposons-nous  encore  de  trouver  une  courbe  plane  dont  le  rayon  de 

courbure  soit  inversement  proportionnel  à  l'arc,  R  =  —  ;  <in  a  d'abord 
_    r''  sdx  _     ,ç'- 

puis 

X  =    I      cos ds.  y  ^=    I      sin  ■  ds. 

t  '„  '■'■(''-  J^  2  «  - 

Quoiqu'on  ne  puisse  pas  obtenir  ces  intégrales  sous  forme  explicite,  il 
est  facile  de  se  faire  une  idée  de  la  forme  de  cette  courbe.  Lorsque  s  croît 
de  o  à+co,  X  61  y  tendent  vers  une  limite  finie,  en  passant  par  une  infi- 
nité de  maxima  et  de  minima  ;  la  courbe  a  donc  la  forme  d'une  spirale, 
avec  un  point  asymptote  sur  la  droite  y  —  x. 

235.  Développantes  et  développées.  —  On  dit  qu'une  courbe  F, 
est  une  développante  d'une  autre  courbe  F,  si  les  tangentes  à  la 
courbe  r  font  partie  des  normales  à  la  courbe  F,  ;  inversement,  la 
courbe  F  est  dite  une  développée  de  F,.  Il  est  clair  que  toutes  les 
développantes  d'une  courbe  F  sont  situées  sur  la  développable 
dont  F  est  l'arête  de  rebroussement  et  coupent  orthogonalement 
les  génératrices. 

Soient  a;,  jKj  3  les  coordonnées  d'un  point  M  de  F  ;  a,  p,  v  les 
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co.sinus  directeurs  de  la  tanoenle  et  /  le  segment  MM,  compris 
entre  le  point  M  et  le  poial  M,  où  une  développante  coupe  la  tan- 
gente en  M:  on  a,  pour  les  coordonnées  de  M,. 

.r,  =  .r -^ /a,  yi=y-^l'^,  z^—z^-l-; 

et.  par  suite, 

rf.r,  =  dx+  Id^-^xdl.  (iy\  =  dy  -I-  /  rf|îi  -r-  3  dl, 

d:.t=  dz^/d-;^-;d/. 

Pour  que  la  courbe  décrite  par  le  point  M,  soit  normale  à  MM|, 
il  faut  et  il  suffît  que  l'on  ait  y.dx, -\- ^"iidji -^  •'(/:,  =  o,  cest- 
à-dire 

7.  dx  -r-  %  dy  -f-  V  dz  ^dl—l{y.  d-i.  -^  3  di  -^  -;  d-;)  =  o, 

relation  qui  se  réduit  à  ds  ^  dl  =  o.  On  obtient  donc  les  déve- 
loppantes d'une  courbe  gauche  F  par  la  même  construction  qui 
donne  les  développantes  d'une  courbe  plane. 

Proposons-nous  maintenant  de  trouver  les  diverses  développées 
d'une  courbe  F,  c'est-à-dire  d'associer  les  normales  à  cette  courbe 


suivant  une  loi  continue,  de  façon  à  obtenir  une  surface  dévelop- 
pa ble  (yî^.  42). 

Toute  normale  MM,  est  déterminée  par  l'intersection  du  plan 
normal  en  M  à  F  avec  un  plan  passant  par  la  tangente  à  F.  Si  cette 
normale  MM,  a  une  enveloppe,  le  point  de  contact  M,  de  cette 
droite  avec  son  enveloppe  est  situé  sur  l'intersection  du  plan  nor- 
mal avec  le  plan  normal  infiniment  voisin  (n"  21o,  Remarque  II), 
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c'esl-à-(lire  sur  I.1  droile  polaire.  Toutes  les  développées  sont 
donc  sur  la  surface  polaire. 

SoienL  D  une  de  ces  développées,  es  l'angle  que  faii  la  tlirec- 
tion  MM,  avec  la  direction  positive  de  la  normale  principale,  cet 
angle  étant  compté  comme  en  Trigonométrie,  le  sens  de  rotation 

positif  dans  le  plan  normal  étant  le  sens   d'une  rotation  de  —qui 

amènerait  la  direction  positive  de  la  normale  principale  sur  la 
direction  positive  de  la  binormale  {Jî§-  4^)  Si  X,  |j.,  v  sont  les 
cosinus  directeurs  de  cette  direction,  pour  que  la  droite  MM, 
engendre  une  surface  développable,  il   faut  et  il  suflit  qu'on   ait 

(no21o) 


(38) 

Des  relations 

Xa  -+-  ;j.^  +  v-j'  =  o 
on  tire 
X  =  a  coso  -(-  a"  sir 


H  = 


ds      ds      ds 

X  )J.  V 

a        ,3        y 
;ji^'^  vY'=  coss. 


Xa"- 


V  =  ■'    COS'. 


ino,  [ji  =  p  COS ç -i- p  sino, 

et  par  suite,  d'après  les  formules  de  Frenet, 

(Vk  COS  o  ,     .  /  I  r/o  \  „  /  I  rfc5  \ 

du.      C?V      ,  ,  ,   ,      .  1  f        y  o      o;     Qf/  ■ 

et  -ji-  )  -7-  s  en  déduiront  en  rempl.içanl  a,  a  ,  a   par  p,  p  ,  p  ,  puis 

pary,  y',  y"  respectivement.  En  portant  les  valeurs  précédantes  de  X, 

d\    du.    d'i    ,         11.  ■  1         1  .  •      1  . 

a,  V,  — ;-.  — r- >  —r  dans  le  deteriuinani ,  use  décompose  en  six  deter- 
'  ds      ds     ds  ' 

minants  partiels  et,  en  tenant  compte  de  ceux  ipii  sont  nuls  comme 

ayant  deux  lignes  identicpies.  il  reste  la  for-mule 


(39) 


,il 

,/,a 

f/v 

d'^ 

dl 

ds 

ds 

ds  " 

X 

a 

V 

En  égalant  le  premier  membre  à  zi'ro,  on  obtient  uneéquaiion  qui 
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donne  es  par  une  quadraiiiie  (') 

Si  l'on  considère  deux  valeurs  de  langle  'j,  correspondant  à  deux 
valeurs  diiïerenles  de  la  conslanle  tso,  la  diirérence  de  ces  deux 
angle  reste  constante  tout  le  long  de  la  courbe  F.  On  voit  donc 
c[ue  deux  normales  de  la  courbe  F,  qui  sont  tangentes  à  deux 
développées  différentes,  se  coupent  sous  un  angle  constant.  Si 
l'on  connaît  une  famille  de  normales  à  F  engendrant  une  surface 
développable,  on  obtiendra  toutes  les  autres  développables  for- 
mées de  normales,  en  faisant  tourner  les  premières  dun  angle 
constant,  d'ailleurs  arbitraire,  autour  du  point  où  elles  coupenl  F. 

Remarque  I.  —  Si  la  courbe  F  est  une  courbe  plane,  ï  est 
infini,  et  la  formule  précédente  donne  »  :=  Oj,.  La  développée  qui 
correspond  à  la  valeur  -^,1=0  est  la  développée  plane  ordinaire 
qui  est  aussi  le  lieu  des  centies  de  courbure.  Les  autres  déve- 
loppées, en  nombre  infini,  sont  situés  sur  le  cjlindre  ayant  pour 
section  droite  la  développée  ordinaire  :  ce  sont  des  courbes  gauches, 
appelées  hélices.,  qui  seront  étudiées  au  paragraphe  suivant.  Co 
cas  est  le  seul  où  le  lieu  des  centres  de  courbure  soit  en  même 
temps  une  développée.  Pour  que  la  relation  (4o)  soit  vérifiée  en 
prenant  œ  =  o,  il  faut  que  T  soit  iufini  ou  ([ue  A  =  o.  La  courbe 
est  donc  une  courbe  plane  (n"  225 'l. 

Remarque  II.  —  Si  la  courbe  D  est  une  développée  de  F,  in- 
versemeni  F  est  une  développante  île  D.  On  a  donc,  en  appelant  4| 


(' )  Ce  résnUat  si  simple  peul  s'expliquer  par  des  considérations  de  Géométrie 
infinitésimale,  lîn  négligeant  les  infiniment  petits  du  troisième  ordre, un  point  M 'de  V 
voisin  de  M  peut  être  supposé  sur  le  cercle  osculaleur  en  M,  la  tangente  en  M' 
étant  la  tangente  au  cercle.  Pour  que  deux  normales  en  iM  et  en  iM'  se  ren- 
contrent, il  faut  et  il  suffit  que  ces  deux  droites  fassent  le  iiième  angle  avec  le 
plan  osculaleur  en  M.  Or,  l'angle  des  deux  plans  osculateurs  en  M  et  M'  est  égal 

(h 

T 
fait  la  normale  avec  le  plan  osculaleur  correspondant  est  donc  égal  à  -~  quand 

on  passe  du  point  M  au  point  M'  infiniment  voisin.  C'est  bien   le  résultat  obtenu 
par  le  calcul. 

G.,  I.  37 
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l'arc  de  la  développée  complé  dans  un  sens  convenable, 

rf4-,  =  </(!VlM|); 
les  développées  d'une  courbe  sont  donc  des  courbes  rectinables. 

236.  Hélices.  —  Soit  C  une  courbe  plane  quelconque  ;  si,  de  chaque 
point  m  de  celle  courbe,  on  porte  sur  la  perpendiculaire  au  plan  de  G 
une  longueur  toM  proportionnelle  à  l'arc  de  la  courbe  C,  compte  à  partir 
d'un  point  fixe  A,  le  lieu  du  point  M  est  une  courbe  gauche  T,  appelée 
hélice.  Prenons  pour  plan  des  .rr  le  plan  de  la  courbe  C,  et  soient 

.r  =  firs  ).  y  =  0(3  ) 

les  expressions  des  coordonnées  d'un  point  m  de  C  en  fonction  de  l'arc  t; 
les  coordonnées  du  point  correspondant  M  de  la  courbe  F  seront 

(j'i)  .r  =  /(s),         _)'  =  ç(>),         5  =  Ka, 

K   étant    un   f.icteur  constant.  Les  fonctions  /"  el   ç  vérifient  d'ailleurs   la 
relation  /'--(-  '^'-^  1.   Des  formules  (\i)  on   tire,  en  appelant  ,ç  l'arc  de  V. 

ds-  =  (/'=  -i-  ç''^  -f-  K'-  )  de-  =  (  I  +  K- )  rfdî 


et,  par  snile,  v  =  t  ^/i -^  K- -t- H  ;  si  l'on  compte  les  arcs  i  et  i  à  partir 
d'un  même  point  A  de  la  courbe  C,  ce  qui  revient  à  faire  H  =  o,  on 
aura  s  =  u  y/i -i- K'.  Les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  à  1"  onl  pour 
valeurs 

(42)  »=  ^=7      ,.'         T- 


v'':  -^  K"-  '         \/ 1  +  K'-  y/mô 

Y  étant  indépendant  de  a.  on  voit  que  la  tanj;enlc  fait  un  angle  constant 
avec  O;.  Cette  propriété  est  caractéristique  :  Toute  courbe  dont  les  tan- 
gentes font  un  angle  constant  avec  une  direction  fixe  est  une  hélice. 
Pour  le  démontrer,  prenons  l'a\e  des  .;  parallèle  à  cette  [direction,  et 
soit  G  la  projection  de  la  courbe  considérée  T  sur  le  plan  des  .ry  ;  on  peut 
toujours  écrire  les  équations  de  la  courbe  F 

(43)  .7-  =  /((Jl.  y  =  o{!S),  z  =  ^(rj), 

les  fonctions  f  et  <f  satisfaisant  à  la  relation  y--i-o''  =  1 ,  ce  qui  revient  à 
prendre  pour  variable  indépendante  l'arc  a  de  la  courbe  G.  On  en  déduit 

dz  ^' {'')  ^' 

'~  ds    "   //'î-Hç'ti-H,!,-.!   "   /i-f    .y-' 

pour  que  Y  soit  constant,  il  faut  et  il  suffit  que  1]/'  soit  constant  et,  par 
suite,  que  i}*  {° )  soit  de  la  forme  Kcr -i- ^o-  l'»^*  équations  de  la  courbe  F 
seront  de  la  forme  (4').  en  choisissant  convenablement  l'origine. 
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d-( 


La  fornuili;  — '-  =  -^  nou^  donne  ici,  imisque  ■•  est  constant.  7' =  o.  I.a 
rfs         R  II. 

normale  principale  est  donc  perpendiculaire  aux  génératrices  du  cylindre; 
comme  elle  est,  en  outre,  perpendiculaire  à  la  tangente  à  1  hélice,  c'est  la 
normale  au  cylindre,  et  le  plan  osculateur  est  lui-même  normal  au  cylindre. 
La  binormale  est  donc  située  dans  le  plan  tangent  au  cylindre  et  perpen- 
diculaire à  la  tangente  ;  ce  qui  montre  qu'elle  fait  aussi  un  angle  constant 
avec  O;. 

La    formule    — y-  =  —  -^ -L    nous     donne     ensuite,     puisque    7' =  o. 

as  H         I 

V        -,'"  .  T 

^  -i-  ^  =  o,  ce  qui  [)rouve  que,  dans  une  hélice,  le  rapport  —  est  constant. 

Ces  diverses  propriétés  sont  caractéristiques  d'une  hélice.  Démontrons, 
par  exemple,  que  toute  courbe,  pour  laquelle  le  rapport  ;=  est  con- 
stant, est  une  hélice.  (Barré  de  S\int-Vi;n\m  et  J.  Bertrand.) 

On  tire  des  formules  de  Frenet 

rfa  _   </pl   _   (/y    _  T  _    1  _ 
'M'  ~  d^'  ~  d-{  '^  H  ~  H  ' 

si  H  est  constant,  on  aura  en  intégrant 

a''=Ha-A,         P/=H3-B,         -r"^!!-;  — <:, 

A,  B,  C  désignant  trois  nouvelles  constantes.  Ajoutons  ces  trois  équations 
après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  a,  [i,  -(•  :  il  vient 

Aa^  l?3-4-C.-;  =  H, 
ce  qu'on  peut  écrire 

Aa-H  B^^Cy  _  Il 

/A2-i-B'--^C-^  "  y/A^-i-B^H-O'-  ' 

A  15  C  ,  . 

mais  —  .  .     — ■:^=^^:==.    sont  les   cosinus 

/A2  -H  Bî  -H  C2      y/A^  -I-  B2  -(-  G2       y/A"-  -I-  B=  -t-  C= 
directeurs  d'une  certaine  droite  A,  et  la  relation   précédente  exprime  que 
la  tangente  fait  un  angle  constant  avec  cette  direction;  la  courbe  consi- 
dérée est  donc  une  hélice. 

Calculons  encore  le  rayon  de  courbure.  On  a,  en  se  reportant  aux  va- 
leurs trouvées  plus  haut  (42)  pour  a,  3, 

*'         d-j.  '         j-»/    ,  3'  ■  t,      s 

et  par  conséquent,  pui-que  y'  =  o, 
(44) 
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I  -t-  K2 

Le  rapport  g —  est  donc  indépendant  de  K;  or,  pour  K  =  o,  ce  rap- 
port se  réduit  à  l'inverse  -  du  ravon  de  courbure  de  la  section  droite  C, 
r  ,. 

comme  il  est  facile  de  le  vérifier  (n"  228).  La  formule  précédente  peut 
donc  s'écriie  R  = /-(i -H  K.-).  ce  qui  montre  que  le  rayon  de  courbure 
d'une  hélice  est  dans  un  rapport  constant  avec  le  rayon  de  courbure  de  la 
courbe  C.  Il  est  facile  de  déduire  de  là  toutes  les  courbes  pour  lesquelles  R 

T 

et  T  sont  constants.  En  effet,  le  rapport  —  étant  constant,  ces  courbes  sont 

des  hélices,  d'après  le  théorème  de  Barré  de  Saint-Venant  et  J.  Bertrand. 
De  plus,  R  étant  constant,  il  en  est  de  même  du  rayon  de  courbure  r  de 
la  courbe  C.  Celte  courbe  C  est  donc  une  circonférence,  et  la  cour/je 
cherchée  est  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution.  Cette  pro- 
position est  due  à  .^L  Puiseux  ('j. 

2,37.  Courbes  de  M.  J.  Bertrand.  —  Les  normales  principales  à  une 
courbe  plane  sont  en  ménie  temps  les  normales  principale»  d'une  infinité 
d'autres  courbes  planes,  parallèles  à  la  première.  i\L  J.  Bertrand  s'est  pro- 
posé de  trouver  les  courbes  gauches  dont  les  normales  principales  sont 
aussi  les  normales  principales  d'une  seconde  courbe  gauche.  Supposons 
les  coordonnées  ar,  J',  J  d'un  point  exprimées  en  fonction  de  l'arc  s;  sur 
chaque  normale  principale,  portons  une  longueur  /,  et  soient  .\,  Y,  Z  les 
coordonnées  de  l'extrémité 

(45)  X  =  ar-T-/ï',         \=y^l'i\         Z  =  5 -h /-(•'. 

Pour  que  la  normale  principale  à  la  courbe  F  soit  aussi  la  normale  prin- 
cipale à  la  courbe  X"  décrite  par  le  point  (.\,  Y,  Z  ),  il  faut  et  il  suffit  que 
l'on  ait  les  deux  relations 

a'  d\  -h  p'  rfY  +  y'  dZ  =  o, 
l'idX  d^ Z-dZd"-\)-r-  ^'{d'L  d'-  X  —  d\  d' Z)  +  -('{dX  d'-  Y  —  d\  d'^X)  =  o 

dont  la  signification  est  bien  claire.  On  tire  de  la  première  dl  =  o,  ce  qui 
prouve  que  la  longUL'ur  l  dnit  être  constante.  En  remplaçant  ensuite  dans 
la  seconde  dX,  d'X,  d\'.  .  .  .  par  leurs  valeurs  déduites  des  formules  de 
Frenet  et  de  celles  qu'on  obtient  en  les  différentiant,  il  reste,  toutes  réduc- 
tions faites, 


T" 


{'-d-i'-ij-ii) 


(!')  La  démonstration  suppose  qu'il  >'agil  de  courbes  réelles,  car  on  a  supposé 
plus  haut  (jue  ,V-l-B--i-C'  n'était  pas  nul  {voir  la  Tliise  de  M.  Lyon,  Sur  les 
courbes  à  torsion  constante,  1(^90). 


II.    —    COlRItlUE    KT    roriSION.    —    DKVEI.OI'PÉES.  58l 

el  l'on  en  tire,  en  inlégranl.  la  relation 
(46)  ^^^=,, 

/'  désignant  une  nouvelle  constante.  Les  courbes  cherchées  sont  donc 
celles  pour  lesquelles  il  existe  une  relation  linéaire  entre  la  courbure 
et  la  torsion.  On  voit  de  plus  que  la  condition  est  suffisante  et  la  lon- 
gueur l  est  donnée  par  la  relation  ('i6)  elle-même. 

Un  cas  particulier  remarquable  avait  déjà  été  étudié  par  .Monge;  c'est 
celui  où  le  rayon  de  courbure  est  .constant.  La  relation  (46)  devient 
alors  /  =  R,  et  la  courbe  I"  représentée  par  les  formules  ( \^')  est  le  lieu 
des  centres  de  courbure  de  la  courbe  V.  Des  formules  (45)  on  tire,  en 
supposant  /  =  R  =  const.. 

rfX  =  -  ^  ï"  ./.S-.         rfV  =  -  ^  p"  ds,         dZ=-^  ■;■  ds, 

ce  qui  montre  que  la  tangente  à  la  courbe  T'  est  la  droite  polaire  de  1". 
Le  rayon  de  courbure  R'  de  Y'  est  donné  à  son  tour  par  la  formule 

„        d\^--^d\^-^dZ-^ 

^-=  d:."-^^dy'-^d-r-  "     ' 

on  voit  que  ce  rayon  de  courbure  est  aussi  constant  el  égal  à  R,  et  il  y  a 
réciprocité  entre  les  deux  courbes  V,  P';  chacune  d'elles  est  l'arête  de 
rebroussemenl  de  la  surface  polaire  de  l'autre.  Toutes  ces  propriétés  sont 
faciles  à  vérifier  directement  sur  l'hélice  circulaire. 

rtemarque.  —  Il  est  facile  d'avoir  des  formules  générales  représentant 
toutes  les  courbes  gauches  dont  le  rayon  de  courbure  est  constant  et  égal 
à  R.  Soient  a,  3,  Y  t'^'S  fonctions  d'un  paramètie  variable  satisfaisant  à  la 
relation  a^  -!-  ^-  -=-  72  =  i.  Les  formules 


(47) 


=  R  Tï  rfT,         Y  =  R  Ai  rfj,         Z  =  R   f'i  d-y, 


où  l'on  a  posé  rfi  =  \/dy.--^  d'^'^-k- d-^-,  représentent  une  courbe  répondant 
à  la  question,  el  il  est  aisé  de  démontrer  qu'on  les  obtient  toutes  de  celle 
façon.  En  effet,  a,  [5,  -j"  sont  précisément  les  cosinus  directeurs  de  la  tan- 
gente, el  ï  est  l'arc  de  l'indicatrice  spbérique  (n^:227). 

238.  Sphère  osculatrice.  —  Nous  appliquerons  encore  les  for- 
mules de  Frenel  à  la  délerminalion  de  la  sphère  osculatrice.  Sup- 
posons les  coordonnées  x,  y,  z  d'un  point  de  la  courbe  F  expri- 
mées en  fonction  de  l'arc  s  de  cette  courbe.  Pour  que  la  sphère  de 
centre  {a,  b,  c)  et  de  rayon  p  ait  un  contact  du  troisième  ordre 
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;ivec  la  courbe  V  en  un  point  donné  de  cette  courbe,  il  faut  el  il 
suffil  que  l'on  ail 

j{s)  =  o,  ,'î'(i)  =  <.,  ^"(.Ç)  =  0,  ,f'"(i)  =  o, 

en  posant 

f  (i)   =   (a-  —  rt)2-H(j/_6)'-(-(«  —  C|5—  p2, 

x,y,  z-  étant  supposés  exprimés  en  (onction  de  s.  Les  trois  der- 
nières conditions  développées  s'écrivent,  en  appliquant  les  for- 
mules de  Frenet, 


.T'  (i)  =  (a- —  fl  )a -i-  (_;/ —  i)  f; -1- (  ;  —  c)7  =  o, 

r  (s)  =  (a-  -  «  I  ^  +  (j^  -  è)  I  -^  (  0  --  c)  ^^  + 1  =  o, 

-:,„  '"  —  a  /  ■/.         3t"\  y  —  6/3         &"', 

''  (^»  =  --Fr-(ïï^TJ-^nH-(s-*-TJ 

Ces  trois  équations  déterminent  a.  b.  c.  Or  la  première  repré- 
sente, quand  on  y  regarde  a,  b,  c  comme  les  coordonnées  cou- 
rantes, le  pian  normal  à  la  courbe  au  point  (i-,  )',  ;  ),  et  les  deux 
autres  s'en  déduisent  en  différentiant  par  rapport  nu  paramètre 
variable  s;  le  centre  de  la  sphère  osculalrice  coïncide  donc  avec 
le  point  oij  la  droite  polaire  touche  son  enveloppe.  Pour  résoudre 
ces  trois  équations,  observons  que  la  dernière  peut  s'écrire,  en 
tenant  compte  des  deux  autres,  ■ 

(  X  —  «  )  a"  -^  (  j-  —  6  )  fl"  -+-  (  .3  —  c  )  y"  =  T  - 


ds 


el  l'on  en  tire  facilement 


b  =  y  -^  Rfi'  -  T 


le  rayon  p  de  la  sphère  osculalrice  est  donné  par  la  formule 


/^V. 
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Si  R  osl  constant,  le  centre  de  la  sphère  osctilatrice  coïncide  avec 
le  centre  de  courbure;  ce  <]ui  est  bien  d'accord  avec  le  résultai 
obtenu  à  la  fin  du  n"  237. 


EXERCICES. 


1.  Trouver  en  termes  linis  les  équ.ntions  des  développées  de  la  courbe 
qui  coupe  sou-  un  au^le  con«taut  les  génératrices  rectilignes  du  cône  cir- 
culaire droit;  discussion. 

[Licence  :  .Marseille,  juillet  iS84  | 

2.  Ii\iste-t-il  des  couibes  gauclies  T  telles  que  les  points  de  rencontre 
d'un  plan  fixe  P  avec  la  tangente,  la  normale  principale  et  la  liinormale 
soient  les  sommets  d'un  triangle  équilatéral? 

'■i.  Soit  r  l'arête  de  rebroussement  d'une  surface  enveloppe  de  sphères 
(enveloppe  des  ceicles  caractéristiques;;  la  courbe  qui  est  le  lieu  du 
rentre  de  la  -phère  variable  est  située  sur  la  surface  polaire  de  1'.  Réci- 
proque. 

■i.  Etant  donnée  une  oouibe  gauche  1".  par  un  point  lixe  0  de  l'espace 
lin  mène  une  droite  parallèle  à  la  droite  polaire  eu  un  point  .M  de  F,  et 
l'on  porte  sur  cette  droite  une  longueur  ON  égale  au  rayon  de  courbure 
de  r  au  point  M.  Le  point  -N  décrit  une  courbe  gauche  T',  qui  correspond 
à  la  courber',  lieu  des  centres  de  courbure  de  T,  avec  égalité  et  orthogo- 
nalité  des  éléments  linéaires. 

[RoiQliRT.] 

5.  Si  le  ravon  de  la  sphère  osculalrice  à  une  courbe  gauche  T  a  une 
longueur  constante  a,  cette  courbe  est  située  sur  une  sphère  de  rayon  a. 
à  moins  que  le  rayon  de  courbure  ne  soit  constant  et  égal  à  a. 

6.  Pour  que  le  lieu  des  centres  de  courbure  d'une  hélice  tracée  sur  un 
cylindre  soit  une  autre  hélice  tracée  sur  un  cylindre  dont  les  génératrices 
sont  parallèles  à  celles  du  premier,  il  faut  et  il  suffit  que  la  section  droite 
de  celui-ci  soit  un  cercle  ou  une  spirale  logarithmique.  Dans  le  dernier 
cas,  ces  hélices  soni  situées  sur  des  cônes  de  révolution. 

[TissoT,  Nouvelles  Annales,  t.  XI,  i852.] 

7*.  Si  deux  courbes  gauches  admettent  les  mêmes  normales  principales, 
les  plans  osculateurs  de  ces  deux  courbes  aux  points  où  elles  coupent  une 
même  normale  font  un  angle  constant.  Ces  deux  points  et  les  centres  de 
courbure   des  deux   courbes  déterminent   quatre   points    dont   le    rapport 
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aiiliarmoilique   est.  constant.   Le   |>ioduit  îles  rayons   de    Inisioii  des   deux 
combes  aux  points  correspondants  est  constant. 

[l'aul   SliRllKT,   M\NNIIEIM,   ScUEI.L.] 

S.  Soient  .r,  y,  -  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  d'une 
courbe  gauche  F,  «  l'arc  de  cette  courbe.  On  appelle  courbe  adjointe  le 
courbe  To  dont  les  coordonnées  ont  pour  expressions 


frL"ds,  y,=J\i'ds.,  ^«=Ji' 


ds. 


et  courbes  associées  les  courbes  représentées  par  les  équations 

X  ^  a- cos9 -t- a-o  sin'J,  Y  =  j)- cosO -i- y,,  sinO,  Z  =  :;  cosO -i- Oo  s'"*). 

où  0  est  un  angle  constant.  Trouver  la  disposition  du  triédre  fondamental 
pour  ces  nouvelles  courbes,  ainsi  que  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion. 
Si  la  courbe  F  est  à  couMjure  constante,  la  courbe  V^  est  à  torsion  con- 
stante, et  les  courbes  associées  sont  des  couibes  de  M.  Bertrand.  En  dé- 
duire les  équations  générales  de  ces  dernières  courbes. 

9*.  Trouver  les  courbes  F  situées  sur  une  quadrique  de  révolution  S,  dont 
la  tangente  en  chaque  point  fait  un  angle  constant  avec  la  parallèle  à 
l'axe  menée  par  ce  point.  Etudier  les  formes  diverses  ilo  ces  courbes  sui- 
vant la  nature  de  la  quadrique.  Montrer  que  ces  courbes  coupent  aussi 
sous  un  angle  constant  les  génératrices  des  cônes  ayant  F  pour  directrice, 
et  pour  sommets  les  foyers  de  la  méridienne  situés  sur  l'axe.  Si  S  est  un 
cône  de  révolution,  on  a  l'hélice  cytindro-coniqae  ordinaire.  (l'o//-  PiRON- 
mm.  Journal  de  Crelle,l.  118,  1897,  p.  Gt;  G. SaiEFf  ers,  Leipzig  Beiichte, 
1902,  p.  369;  E.  Cesaro,  Rendiconti  di  Napoli,  1903,  p.  73.) 

Si  la  courbe  d'intersection  F  de  deux  cônes  de  sommets  S,  S',  coupe 
sous  des  angles  constants  les  génératrices  de  ces  deux  cônes,  elle  coupe 
aussi  sous  un  angle  constant  les  génératrices  d'un  troisième  cône  ayant 
pour  sommet  un  point  S'"  situé  sur  la  droite  SS'.  La  courbe  F  est  située 
sur  une  surface  de  révolution  dont  la  méridienne  est  une  ovale  de  Des- 
cartes, et  les  points  S,  S',  S"  sont  les  foyers  de  cette  courbf. 

(GiiSARO,   fbid.) 

10.  Pour  qu'une  dioite  invariablement  liée  au  triédre  fondamental  d'une 
courbe  gauche  F,  et  passant  par  le  sommel  du  triédre,  engendre  une  sur- 
face développable,  il  faut  que  celte  droite  se  confonde  avec  la  tangente,  à 
moins  que  la  courbe  F  ne  soit  une  hélice.  Dans  ce  cas,  il  y  a  une  infinité 
de  droites  répondant  à  la  question. 

Pour  une  courbe  de  M.  Bertrand,  il  existe  deux  paraboloïdes  hyperbo- 
liques, invariablement  liés  au  triédre  fondamental,  dont  toutes  les  géné- 
ratrices engendrent  des  surfaces  développables. 

[Cesaro,  Hivista  di  Matematica,  t.  Il,  189a,  p.  rVJ.] 


EXKRCICES. 


11'.  Pour  que  les  normales  principales  d'une  courbe  gauche  soient  les 
binormales  d'une  autre  courbe  gauche,  on  doit  avoir  entre  le  rayon  de 
courbure  et  le  ravon  de  torsion  une  relation  de  la  forme 


\.ir-      T--/      R 


A  et  B  étant  des  constantes. 

[.Mannheim.   Comptes  rendus,  1877.] 

Les  cas  où  une  droite  menée  par  un  point  d'une  courbe  gauche,  et  inva- 
riablement liée  au  liièdre  fondamental,  re-te  la  normale  principale  ou  la 
binonnale  d'une  autre  courbe  ;;auche  ont  été  étudiés  par  Pellet  (Comptes 
rendus,  mai  1887),  par  Cesaro  (Nouvelles  Annales,  1888,  p.  i^'),  par 
Balitraiid  (.)/a//ief('s.  1894- p-  lîo)- 

1:2.  Si  le  plan  osculaleur  à  une  courbe  gauche  F  reste  tangent  à  une 
sphère  fixe,  de  centre  O  :  i"  le  plan  mené  par  la  tangente,  perpendiculaire  à 
la  normale  principale,  passe  par  le  point  O  ;  2°  le  rapport  du  rayon  de  cour- 
bure au  ravon  de  torsion  est  une  fonction  linéaire  de  l'arc.  Réciproques. 

13.  La  projection  sur  un  plan  P  d'une  courbe  gauche  F,  parallèlement 
à  la  tangente  AIT  en  un  point  M  de  cette  courbe,  a  un  point  de  rebrous- 
sement  au  point  ni  projection  de  M,  et  la  tangente  de  rebroussement  est 
la  trace  sur  le  plan  P  du  plan  osculateur  en  M  à  la  courbe  T.  Cas  où  le 
plan  osculateur  en  .M  est  stationnaire. 

14*.  En  chaque  point  .M  d'une  courbe  T  on  mène  une  normale,  faisant  un 
angle  variable  s  avec  la  normale  principale,  sur  laquelle  on  porte  une  lon- 
gueur constante  MM'=  /.  La  courbe  C  décrite  par  le  point  M'  est  normale 
à  la  même  droite  M  .M.  Déterminer  l'angle  o  de  façon  que  les  tangentes 
a\ii  deux  courbes  C,  C,  aux  points  correspondants  .M,  .'M',  fassent  un  angle 

constant  \.  Cas  particulier  où  V  =  —  • 

En  prenant  pour  inconnue  lang  — .  on   obtient  une  équation  de  Riccati. 

[Daiidolx,  Comptes  rendus,  t.  CXLVf,  190S,  p.  881.] 

15.  Trouver  la  partie  principale  de  la  plus  courte  distance  de  deux 
normales  principales  infiniment  voisines,  et  la  position  limite  du  pied  de 
la  |)erpendiculaire  commune. 


CHAPITRE  XII. 

SURFACES. 


I.  —  COURBURE  DES  COURBES  TRACÉES  SUR  UNE  SURFACE. 

239.     Formule  fondamentale.  Théorème  de  Meusnier.    —     Une 

surface  S  esl  définie,  sd'une  façon  générale,  pai'  un  sv.stème  de 
trois  équations 

(l)  j-  =  /(«,  i'),         _/ =  (£.1  (/.  (■),  i  = 'il  ;<,  ('), 

OÙ  jr,  y,  :■  sont  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  de  cette 
surface,  a  et  f  deux  paramètres  variables.  Les  trois  fonctions 
f,  (5,  'i  ne  sont  pas  nécessairement  des  fonctions  analytiques, 
mais  nous  supposerons  quelles  sont  continues  et  admettent  des 
dérivées  partielles  continues  des  deux  premiers  ordres,  sauf  en 
des  points  exceptionnels.  Si  les  trois  déterminants 

n(y.  z)  D(j.  X)  D(.T.  y) 

D(H,  .)  '  \)(ii,  (•)'  Ddt,  e) 

ne  sont  pas  nuls  à  la  fois  pour  un  système  de  valeurs  de  a  et  de  c,  le 
point  correspondant  M  de  la  surface  est  un  point  ordinaire  (n'"64), 
et,  dans  le  voisinage  de  ce  point,  l'une  des  coordonnées  est  une 
fonction  continue  des  deux  autres  coordonnées,  ayant  aussi  des 
dérivées  partielles  continues  du  premier  et  du  second  ordre.  Nous 
nous  proposons  d'étudier  la  courbure  des  diverses  courbes  situées 
sur  la  surface  en  un  point  ordinaire.  On  pourrait  supposer  que, 
dans  le  voisinage  de  ce  point,  la  surface  est  représentée  par  une 
équation  telle  que  ;  =  F{x,y),  mais  on  obtient  des  formules  plus 
syniétric|ue.s  et  d'une  application  plus  générale  en  conservant  les 
trois  équations  (i  ). 

Ecrivons    l'équation    du    plan     langent    à    la    surface    au    point 


1.     —    <:()IHR1;RE    des    coi  HBES    TRACKES    sir    INE   SIRFACE.  iSj 

(2)  A(\—x)—  B(  Y— >')-i-  C(Z  — ^)  =  o; 

les  coefiicienls  A,  lî.  (l  doiveni  satislaire  aux  deux  iplalKms 

>  I  SA  —  =  o.         -SA  —  =  o. 

du  Ov 

OÙ  le  signe  S  a  une  signification  é\i(l<-Mle.  <>n  déduit  de  ces  rela- 
tions 

K.  étant  un  facteur  constant  ou  variable,  qu'on  peut  choisir  à 
volonté  ^'  I.  Si.  par  exemple,  la  surface  est  représentée  par  une 
équation  ;=  F(a:,  v),  on  posera  a;  =  «<,  y  =  (••,  K= — i.  et  les 
valeurs  correspondantes  de  A,  B.  Csonl  A^^.  V>^(j,  C  =  — i, 
p  eX  (j  ayant  la  signification  habituelle. 

Si  1  on  remplace,  dans  les  équations  (i),  m  et  '"  par  des  fonctions 
d  une  variable  a,  le  point  (x,  y,  z)  décrit  une  courbe  F  située 
•^nr  S.  et  les  paramètres  directeurs  de  la  tangente  à  cette  courbe 
sont  proportionnels  à 

au:  =  ^  du  -i-  ^  rfr,         uy  =  — ^  du di>.         dz  =i  —^du  ~ -dv; 

(lu  dv  (lu  <n-  du  dv 

à  chacjue  valeur  du  rapport-^  correspond  ainsi  une  tangente  déter- 
minée de  la  surface  au  poini  (;/,  f  i,  dont  il  serait  facile  de  calculer 
les  cosinus  direileurs.  Tout  le  long  de  la  courbe  f,  les  difVéreu- 
tielles  dx,  dy,  dz  vérifient  la  relation 

(5)  K  dx -^V>dy —  i'.dz  =  o. 

qui  expiime  simplement  que  la  langenie  à  la  courbe  F  est  située 
dans  le  plan  tangent  à  la  surface.  En  égalant  à  zéro  la  dillérenlielle 
totale  du  premier  membre  decetti-  relation  (n"  39).  on  obtient  une 


(')  Il  est  clair  qu'on  pourrait  convenir  de  (ixer  une  fois  puur  ;oules  le  facuur  K. 
prendre  par  exemple  K  =±i.  Mais  il  y  a  avantage,  en  vue  des  applications,  à 
laisser  ce  facteur  indéleruiiné,  afin  de  pouvoir  le  choisir  dans  chaque  cas  parti- 
culier de  façon  à  simplifier,  fi  c'est  possible,  les  expressions  des  coefficients  A.  U,  C. 
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lelalion  entre  les  différenllelles  du  second  ordre  de  Xjy,  z, 
(6)  A  rf2a-  -+-  B  d^y  -hCd^z-h  dA  dx  -i-  rfB  rf^  -h  dC  dz  =  o, 

dont  nous  allons  donner  la  slgniiicalion  géométrique. 

Remarquons  d'aliord  (|uc  dXt/x  -h  dUt/y  ~\-  di\(lz  est  une  forme 
quadratique  en  du^  d\\ 

(  7  )  dkdx-^  rfH  dy  -t-  dC  dz  =  \)  du'  -H  ...  D'  du  dv  -+-  1  )"  df\ 

dont  les  coefficients  D,  D',  D"  se  déduisent  par  des  dillérenliations 
des  ex|)ressions  de  x,  •)-,  z,  A,  B,  C. 

D'aulre  part,  \d'-.T -\-\id'-^y -\- Cd- z  représente,  à  un  facteur 
près,  le  cosinus  de  l'angle  des  deux  droites  dont  les  paramètres 
directeurs  sont  respectivement  (A,  B,  C)  et  (d-x,  d'-y,  d*z).  La 
droite  dont  les  paramètres  directeurs  sont  A,  B,  C  est  normale  à  la 
surface  ;  nous  adopterons  pour  direction  |)osilive  de  cette  normale 
celle  dont  les  cosinus  directeurs  sont 

_  A  —  R  —C. 

(8)     X  = 


v/A2  +  B--Î  -+-  C-  ^/A2  +  B2 -t-  r.2  v^A2+  B^  +  0- 

D'ailleurs,  si  l'on  prend  poui'  variable  indépendante  l'arc  ,v  de  la 
courbe  F,  on  a 


d'-x        %' 

d-^r 

?■ 

d-^z 

ds'  ~  W  ' 

ds-^ 

B' 

dsi 

B' 

a',  p',  y',  R  ayant  la  signification  liabiluelle  (n°232).  En  divisant 
tous  les  termes  de  la  relation  (G)  par  ds-,  elle  peut  donc  s'écrire 


/A2+B2-f-C2  ,    _   D  rf«^  -)-  9.  D'  du  dv  -t-  D"  dv"^ 

E,  F,  Gelant  les  coeflicients  de  Gauss  qui  figurent  dans  la  formule 
^5^  =  Erf//2  +  2  F^/«  </(' +  G  rt'cï  (ii"  131  ). 

Or  ;,a'4-  a3'  + vy'^  cosO,  en  appelant  9  l'angle  que  fait  la  nor- 
male principale  à  la  courbe  F  avec  la  direction  positive  de  la  nor- 
male à  la  surface  et  nous  arrivons  ainsi  à  la  formule  fondamentale 


,    ,               /Aï-l-  B2-I-  G'-!        ^        D  du'^  -t-  2  D'  du  dv  -+-  D"  dv"^ 
^9^  K '"'^^     Mdu^-^-.Vdud.  +  Gd.'-' 

qui   est  complètement  équivalente  à  la  formule  (()).   Dans  cette 


I.    —    roi  RBlBt:    DES    COURBES    TRACÉES    flB    IXE   SIRFACE.  ôSg 

relation,  le  radical  y/ A-  +  B-  +  C-  et  le  rajon  de  courbure  R  sont 
essenliellement  positifs,  de  sorte  que  cos9  est  du  méine  signe  que 
le  second  membre.  Pour  un  système  donné  de  valeurs  de  a  et  de  f, 
ce  second  membre  ne  varie  qu'avec  le  rapport  -j-,  c'est-à-dire  avec 
la  position  de  hi  tangente  au  point  M  à  la  courbe  F.  Soient  Y'  une 
autre  courbe  de  la  surface  tangente  au  point  M  à  la  première, 
IV  son  rayon  de  courbure  et  ^t'  l'angle  de  sa  normale  principale 
avec  la  direction  positive  de  la  normale  à  la  surface.  Le  second 
membre  de  la  formule  {<.))  a  la  même  valeur  pour  les  deux  courbes 
et  Ion  a.  jiar  consé(]ucnl. 

cosft  _  cos9' 


(lO  j 


Considérons  en  particulier  deux  courbes  F  et  F'  de  la  surface 
ayant  au  point  M  le  même  plan  osculateur  (dilfcrent  du  plan  tan- 
gent). 11  est  clair  que  ces  deux  courbes  ont  la  même  tangente  au 
point  M,  l'intersection  du  plan  langent  avec  le  [)lan  osculateur. 
On  peut  donc  leur  appliquer  la  relation  (lo).  Mais  les  directions 
des  deux  normales  principales  sont  les  mêmes  ou  sont  opposées  ; 
on  a  donc  6'=:  6,  ou  B'=  —  —  9.  I^a  dernière  hypothèse  esta  rejeter 
puisque  cosS  et  c-os9'  ont  le  même  signe:  donc  O'^O,  et  par  suite 
R'^R.  Les  deux  courbes  F  et  F',  ayant  même  direction  de  nor- 
male principale  et  même  rayon  de  courbure,  ont  le  même  centre 
de  courbure.  Vinsi,  toutes  les  courbes  de  la  surface  passant  au 
point  M  et  ayant  en  ce  point  te  même  plan  osculateur  {autre 
que  le  plan  tangent)  ont  aussi  le  même  centre  de  courbure.  En 
particulier,  toute  courbe  a  le  même  centre  de  courbure  que  la 
section  plane  faite  dans  la  surface  par  son  plan  osculateur. 

Il  suffit  donc  d'étudier  la  courbure  des  sections  planes  de  la 
surface  passant  an  point  M.  jNous  étudierons  d'abord  comment 
varie  la  courbure  des  diverses  sections  planes  dont  les  plans 
passent  par  une  même  tangente  MT.  On  peut  supposer,  sans  nuire 
à  la  généralité,  qu'on  a  pour  cette  tangente 

D  du-  -T-  2  D'  du  dv  -+-  D'  dv-  >  o. 

car,  si  l'on  change  le  signe  de  A,  H,  G,  ce  qui  change  la  direction 
positive  de  la  normale  à  la  surface,  il  est  clair  que  D,  D',  D' 
ciiangenl  de  signe   également.   Pour  toutes  ces  sections    planes, 
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cosÔ  est  positif  el  l'angle  0  est  aigu  ;  en  particulier,  pour  la  section 
normale  passant  par  MT,  l'angle  6'  est  nul.  Soit  R'  le  rayon  de 
courbure  de  celte  section  normale;  la  relation  (lo)  devient  dans  ce 
cas  Pi  =  IV  cos9.  Celle  égalité  exprime,  on  le  voit  aisément,  que 
le  centre  de  courbure  de  la  section  oblique  est  la  projection 
orthogonale  du  centre  de  courbure  de  la  section  normale,  qui 
a  la  même  tangente,  sur  te  plan  de  la  section  oblique  (théorème 
de  Meusnier). 

Ce  théorème  ramène  l'étude  de  la  courbure  d'une  section 
oblique  à  l'étude  de  la  courbure  dune  section  normale.  Nous 
exposerons  tout  à  l'iieure  les  résultats  dus  à  Euler;  nous  obser- 
verons d'abord  (|ue,  pour  une  section  normale,  la  formule  (9) 
prendra  deux  formes  différentes  suivant  le  signe  de 


Afin  d'éviter  cet  ineonvénienl,  nous  conviendrons  dorénavant  de 
désigner  par  R  le  rayon  de  courbure  d'une  section  normale  affecté 
d'un  signe,  le  signe  -f-  ou  le  signe  — ,  suivant  que  la  direclion  qui 
va  du  point  M  au  centre  de  courbure  coïncide  avec  la  direction 
positive  de  la  normale  à  la  surface  ou  avec  la  direction  opposée. 
Avec  cette  convention.  R  est  donné  dans  les  deux  cas  |)ar  la  for- 
mule 

JWTWTTF-        Ddu-^-^1  D'  du  dv  -I-  D"  dv'- 
(")  n 


h;  f/»2  -!-  2  I*'  du  dv  -(-  G  dv"- 


qui  fait  connaître  sans  ambiguïté  la  position  du  centre  de  cour- 
bure. 

De  la  formule  (1  1)  on  déduit  aiséiuenl  la  position  de  la  surface 
par  rapport  à  son  plan  langent  dans  le  voisinage  du  point  de  con- 
tact. Si  l'on  a  D'-  —  DD"<^o,  le  irinome  Ti  du-  +  9.\i'  du  dv  +  Ji"  d^'- 
conserve  un  signe  constant,  celui  de  D  et  de  D",  lorsque  le  plan 
sécant  tourne  autour  de  la  normale;  toutes  les  sections  normales 
ont  leur  centre  de  courbure  du  même  côté  du  plan  tangent,  et  sont 
par  conséquent  situées  du  même  côté  de  ce  plan;  on  dit  que  la 
surface  est  convexe  au  point  considéré.  Au  contraire,  si  l'on  a 
D'- — DD">o,  le  Irinome  Y)  du- ->r  iH' du  dv +  !)"  dv-  s'annule 
pour  deux  posilions  particulières  du  plan  sécant;  les  sections  nor- 
males correspondantes  présentent  un  point  d'inflexion.  Lorsque 
le  plan  sécant  est  dans  l'un  des  angles  dièdres  formés  par  ces  deux 
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plans.  R  est  positif,  et  la  section  est  d'un  côté  du  plan  tangent  ; 
lorsque  le  plan  sécant  est  dans  l'angle  dièdre  supplémentaire,  R  est 
négatif  et  la  section  est  de  l'autre  côté  du  plan  tangent.  \.a  surface 
traverse  donc  le  plan  tangent  dans  le  voisinage  du  point  de  con- 
tact; on  dit  qu'elle  est  ci  courbures  opposées.  Enfin,  si  D'-  —  DD" 
est  nul  au  point  considéré,  toutes  les  sections  planes  normales 
sont  d'un  même  côté  du  plan  tangent,  sauf  l'une  d'elles  qui  a  un 
ravon  de  courbure  infini  et  qui  traverse  en  général  le  plan  tangent; 
on  dit  que  le  point  est  un  point  parabolique. 

Considérons,  en  particulier,  une  surface  S  représentée  par  Téqua- 
tion  z  =  V{a:,  y).  Si  l'on  prend  A=/^.  R  =  ^7,  C  =  —  1,  on  a 
immédiatement  D  = /•,  ï)'=s.  Y)  =  t,  r,  s,  /  ayant  la  significa- 
tion habituelle.  Les  coefficients  E,  F,  G  ont  les  valeurs  E  =  1  -f-/>-, 
F^/'y-  G  =  1  -(-y-.  La  direction  positive  de  la  normale  à  la  sur- 
face a  pour  cosinus  directeurs 

(12)      /,  =      ,        ~f'  ,j.  =  -'f  ,  =  ' 


et  fait  un  angle  aigu  a\ec  O;.  Soient  a,  fi,  --  les  cosinus  directeurs 
de  la  tangente  à  la  section  normale  au  point  M;  du  el  dv  sont  pro- 
portionnels à  a,  |î,  et  la  formule  (11)  devient 


R  fi  -r- /)'- 1 îï  —  J.pqoi'i  —  (1  -H  9-)3«' 

en  tenant  compte  des  relations  y  :=yj  a  ^-  fj'^j,  a-  -+-  ^--|-  v-=r  1 ,  on 
petit  l'écrire  plus  simplement 


(i3')  >L!ÏZ±l!  =  r,.=  ^2sa3-H<3^ 

C'est  ici  le  signe  du  trinôme  /•a--i-2sa^+  t?j-  qui  indique  si 
une  section  normale  est  au-dessus  ou  au-dessous  du  plan  tangent 
dans  le  voisinage  du  point  de  contact.  La  surface  est  convexe  au 
point  M,  ou  à  courbures  opposées,  suivant  qii"on  a  s- — ■rt<^o, 
ou  s^ —  /-^  >  o  ;  on  a  un  point  paraboli(|ue  si  s-  —  ri  =  o. 

Il  est  facile  de  confirmer  ces  résultats  eu  tiiudiant  la  diQ'érence  0  des 
coordonnées  z  et  z'  des  deux  points  de  la  surface  el  du  plan  tangent  qui  se 
projetlenl  en  un  même  point  du  plan  des  x_y.  Soient  (.to,  J'o)  'es  coordonnées 
du  point  de  contact,  po.  qo,  /'o,  îoi  '0  les  valeurs  des  dérivées  de  F(ar, }')  en 
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ce  point.  Nous  avons 

0  =  F{x,y)—p„{x  —  x„)--  qoiy—yo)-, 

i.s^jo-'"'"      l,^;^A~'"'      \4^A"'°- 

Si  ij  —  /■oio<o,  0  esl  ina\iMium  ou  minimum  au  point  M  (  n"  47),  et, 
comme  o  est  nul  en  ce  point,  o  conserve  un  signe  constant  dans  les  envi- 
rons; au  contraire,  si  jj  —  /•oto>o,  il  n'y  a  ni  maximum  ni  minimum 
pour  0  qui,  par  conséquent,  ne  garde  pas  le  même  signe  dans  le  voisinage 
du  point  M. 

210.  Les  deux  formes  fondamentales.  —  L'élude  qui  vient  d  être 
faite  nous  conduit  i'i  associer  à  la  forme 

rfs2  =  E  diû  +  2  F  du  rfi'  -4-  G  dv- 

une  nouvelle  forme  qiiadraiic|ue  en  </»,  (Yc, 

D  diû  -h  ■>.  D'  du  di-  -H  D"  rfi'2. 

D'après  leur  délinilion  même,  les  coelficients  D,  D',  D"  ont  les 
valeurs  suivantes  : 

dK  èx  t)X  Ox  d\.  0:r  dA  àx 

(i4)       D  =  S -,     D=S  —  —  ,     2D=S- h^ — ; 

ilu  au  Ov   dv  ou    i/i'  di>  ou 

l'expression  de  D'  peut  se  simplifier  en  tenant  compte  des  rela- 
tions (3).  En  effet,  si  l'on  difl'érentie  la  première  de  ces  relations 
par  rapport  à  r,  et  la  seconde  par  rapport  à  ?/,  il  vient 

„,    à'-x  „  à\  ,)x  „,    â^.r  „  àk  dx 

SA •  H-  S  —  —  =  0,  SA ; 1-  s =  o; 

Ou  av  dv    du  du  oi'  ou    dv 

on  A  donc 

t/A  dx  d\  dx 

dv   du  du    dv 

et,  par  suite, 

,     ,  r  .       ^  OX  dx        _  dX  dx 

(i4'i  D=S =  S — — • 

dv    du  du   dv 

On  peut  aussi  obtenir  pour  D,  D',  D"  des  expressions  où  ne 
figurent  que  les  dérivées  des  coordonnées  x,  y,  z.  De  l'identité  (6), 
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on  lire 

D  diû  -4-  2  D'  du  d<'  ^  D"  dv-  =  —( A  d- ./•  -f-  B  d'-y  -^Cd^z); 
le  coefTicienl  D  de  di/'-  est  dùiic  é"al  à 


\     ou-  I 


C- 


En  remplaçanl  A.  B.  C  par  leurs  \aleurs  (4),  on  reconnaît  que 
le  coefficient  de  R  est  le  développement  diin  déterminant 


(i5) 


et  l'on  trouve  de  même 


(ly 
Ou 

àx 

àr 
ov 

à-  a: 

d'-y 

du- 

Ou- 

(i6)     D'  = 


à-x 
du  ôv 


Or 


duàv 


0-z 
Ou  OV 


D'  = 


Ox 

()V 

oz 

Ou 

ou. 

Ou 

Ox 
07 

Oy 
Ov 

<)z 
Ov 

à^x 

à^Y 

d°-2 

Ov^ 

Ov'- 

Ov- 

Les  coefficients  D,  D',  D"  ne  sont  déterminés  complètement, 
comme  les  coefficients  A,  B,  C  eux-mêmes,  que  si  Ton  a  choisi  le 
facteur  K,  tandis  que  la  forme  quadratique 


(■7) 


D  du^ -f-  2  D'  du  dv  —  D   dv'- 


v^Â^ 


est,  au  signe  près,  indépendante  de  ce  facteur  K.  Cette  forme  (17) 
a  une  signification  géométrique  très  simple.  Soit  0  la  distance, 
])rise  avec  un  signe  convenable,  du  point  de  la  surface  qui  cor- 
responil  aux  valeurs  u -— du  et  c -f- (A'  des  paramètres,  au  plan 
tangent  au  |)oint  («,  r).  Si  Ton  dévelop|»e  0  suivant  les  puissances 
de  du  et  de  dv^  les  termes  du  premier  degré  disparaissent 
tl'après  les  relations  (3),  et  Tensemble  des  termes  du  second  degré 
en  du  et  dv  est  précisément 

I   Xd'-x—  R  d- y  -i-  C  d- z 


l/Â^ 


Li^'H-  C- 
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c'est-à-dire,  au  facteur près,  la  forme  (i")-  La  foimule  géné- 
rale (il),  qui  donne  le  rayon  de  courbure  d'une  section  normale, 
peut  donc  s'écrire 

ce  qui  est  bien  d'accord  a\'ec  un  résultat  déjà  signalé  (n"  219). 

241 .  Théorèmes  d'Euler.  Indicatrice.  —  Pour  étudier  la  variation 
en  grandeur  du  rayon  de  courbure  d'une  section  normale,  imaginons 
qu'on  ait  pris  pour  origine  le  point  considéré  de  la  surface  et  pour 
plan  des  xy  le  plan  tangent  à  cette  surface.  On  a,  dans  ce  système 
d'axes,  ^  =  ^  =  o,  et  la  formule  (i  3)  devient 

(i8}  -jT-  =  r  cos^tp -H  2S  cos'j  sino  -)- <  sin^o, 

1^  étant  l'angle  que  fait  avec  Ci x  la  trace  du  plan  sécant  sur  le  plan 
à.e.sxy.  En  égalantàzéro  la  dérivée  du  second  membre,  on  trouve  que 
R  est  maximum  ou  minimum  pour  deux  directions  rectangulaires. 
Afin  d'étudier  en  détail  la  variation  de  R  dans  tous  les  cas  parti- 
culiers possibles,  il  est  commode  d'employer  la  représentation  géo- 
métrique suivante.  Imaginons  que  sur  la  trace  du  plan  sécant  on 
porte  une  longueur  Q  m  égale  à  la  racine  carrée  de  la  valeur  absolue 
du  rayon  de  courbure;  ce  point  m  décrira  une  courbe  appelée 
indicatrice^  et  il  est  clair  que  l'inspection  de  cette  courbe  supposée 
tracée  fait  connaître  aussitôt  la  variation  du  rayon  de  courbure. 
Cela  posé,  examinons  les  trois  cas  possibles  : 

1°  s-  —  l't  <^  o.  Le  ravon  R  a  un  signe  constant  ;  nous  le  suppose- 
rons positif.  On  a,  pour  les  coordonnées  du  point  »?,  ç  =  y/Rcosco, 
-t\  =  y/Rsino,  et  l'équation  de  la  courbe  cherchée  est  par  conséquent 

(19)  r'ç''^-f.s'çr,-^ty,^=i- 

cette  courbe  est  une  ellipse  qui  a  pour  centre  l'origine.  On  voit 
que  R  est  maximum  lorsque  la  trace  du  plan  sécant  coïncide  avec 
le  grand  axe  de  l'ellipse  et  minimum  lorsque  cette  trace  coïncide 
avec  le  petit  axe,  et  que  deux  plans  sécants  dont  les  traces  sont 
également  inclinées  sur  les  axes  de  l'indicatrice  donnent  la  même 
valeur  pour  R.  Les  sections  normales  passant  par  les  axes  de  Fin- 
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dicatrice  sappellent  les  sections  normales  principales  et  les 
rayons  de  courbure  correspondants  sont  les  rayons  de  courbure 
principaux.  Si  Ton  a  pris  pour  axes  des  x  et  des  r  les  axes 
mêmes  de  l'indicatrice,  on  a,  dans  ce  système  d'axes,  s  =  o,  et 
la  formule  (i8)  devient 

—  =  r  cos-a  -^  ^  sin'^o; 
K  '  ' 

les  ravons  de  courbure  principaux  R,  et  R^  s'obtiennent  en  faisant 

•^  =  o,  ou  es  ^  -•  On  a  donc  =r-  =  r,  7—  =i  ^  et  par  suite, 
'2  Ri  R.  ' 

I  cos^=.         fln-  = 

(^<')  R  =  -Rr--Rr' 

2"  5-  —  ri  ];>  0.  Les  sections  normales  correspondant  aux  valeurs 
de  l'angle  o,  racines  de  l'équalion 

r  cos-o  -H  2  s  coso  sinç-f-<sin-œ  =  o, 

ont  un  rajon  de  courbure  infini.  Soient  L'jOL),  L[, OL,  les  traces 
de  ces  deux  plans  sur  xOy.  Lorsque  la  trace  du  plan  sécant  est 
comprise  dans  l'angle  LiOLj,  par  exemple,  le  trinôme  est  positif 
et,  en  employant  la  même  représentation  que  dans  le  premier  cas, 
on  voit  que  la  portion  correspondante  de  lindicatrice  est  repré- 
sentée par  l'équation 

/■  ;^  -i-  2  i  ;  r,  -i-  /  T,-  =  I  ; 

c  est  une  livperbole  avant  pour  asymptotes  les  droites  L',  0L|  et 
L.', 0L2-  Lorsque  la  trace  du  ])lan  sécant  est  comprise  dans 
l'angle  L',  OL,  on  a  R<;oet.  pour  avoir  la  portion  correspon- 
dante de  l'indicatrice,  on  doit  poser 

:  =  / — Rcoso,         r,  =  \/ —  R  sin  3, 

ce  qui  conduit  à  l'équation  de  l'hyperbole  conjuguée  de  la  précé- 
dente 

/•  ;^ ^-  2 s çij  -i-  i T,-  =  —  I . 

L'ensemble  de  ces  deux  hyperboles  conjuguées  permet  encore 
de  se  faire  une  idée  de  la  variation  du  rayon  de  courbure  d'une 
section  normale.  Si  l'on  prend  pour  axes  de  coordonnées  les  axes  de 
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ces  hyperboles,  la  formule  générale  (  i  S)  prend  encore  la  forme  (20), 
Ri  et  Ro  désignant  les  deux  rayons  de  courbure  principaux,  dont 
l'un  est  positif,  l'autre  négatif. 

3°  s- —  ri  ^  o.  Dans  ce  cas,  le  rayon  de  courbure  R  conserve 
un  signe  constant,  le  signe  +  par  exemple.  L'indicatrice  est 
encore  représentée  par  l'équation  (19);  mais  cette  courbe,  étant 
du  genre  parabole  et  ayant  pour  centre  l'origine,  se  compose  for- 
cément de  deux  droites  parallèles.  Si  l'on  a  pris  l'axe  des  j'  paral- 
lèle à  ces  deux  droites,  on  doit  avoir  dans  ce  système  d'axes  5  =  0, 
<  =  o,  et  la  formule  générale  (18)  [irend  la  forme 


—  =  /•  cos-u, 


ou  R,  =  Rcos-ts.  On  peut  aussi  la  considérer  comme  un  cas 
limite  de  la  formule  (20),  obtenu  en  supposant  que  l'un  des 
rayons  de  courbure  principaux  R^  de\ient  infini. 

Les  formules  d'Euler  peuvent  aussi  s'établir  sans  avoir  besoin  de  la  for- 
mule préliminaire  (i3).  Le  point  de  la  surface  étant  pris  pour  origine  et  le 
plan  tangent  pour  plan  des  xy,  on  peut  écrire,  en  poussant  le  dévelop- 
pement de  -  par  la  formule  de  Taylor  jusqu'aux  termes  du  troisième  ordre, 

rx- -^  osxy -^  ty- 


les  termes  non  écrits  étant  du  troisième  ordre,  ou  d'ordre  plus  élevé.  Pour 
avoir  le  rayon  de  courbure  de  la  section  faite  par  le  plan  y  =^  x  tang  o, 
on  peut  faire  d'abord  la  transformation  de  coordonnées 

.r  =  x  cos'i  — y  sin  o,  y  ^=  x'  sin  'i  ^- y'  cosy, 

et  poser  ensuite  y'  ^=  o,  ce  qui  donne  le  développement  de  z  suivant  les 
puissances  de  x 

r  cos-o -+- Ts  sin  o  coso -+- /  sin-o    ,„ 


et.  en  appliquant  la  remarque  du  n"  219,  nous  retrouvons  la  formule  (18). 

Remarques.    —   La   courbe  d'intersection  de   la   surface   par   son    plan 
tangent,  qui  a  pour  équation 

o  =  /•2'2-l-  isxy  -~ty--T-a3(x,y)-^..., 
présente  un  point  double  à  l'origine,  et  les  tangentes  au  point  double  sont 
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précisément  les  tangentes  asyniptoliques.  Plus  généralement,  si  deux  sur- 
faces S,  S|  sont  tangentes  à  l'origine  au  plan  des  xy.  la  projection  de  la 
courbe  d'intersection  sur  le  plan  des  xy  a  pour  équation 

o  =  (r  —  /-ija^^-i-  2(s  —  «1  j.rj'  -1-  (<  —  t^)y''--^.  . ., 

/■,,  i],  /|  ayant  la  même  signification  pour  la  surface  Si  que  r,  s,  t  pour 
la  surface  S.  La  nature  du  point  double  dépend  du  signe  de  l'expres- 
sion (s —  s,)- — (r  —  ri)(t  —  ^i);  si  celle-ci  est  nulle,  la  courbe  d'inter- 
section présente,  en  général,  un  point  de  rebroussement. 

En  résumé,  il  existe  en  cliaqtie  point  d'une  surface  c|uatre  posi- 
tions remarquables  pour  les  tangentes  à  cette  surface  ;  deux  tan- 
gentes rectangulaires  pour  lesquelles  le  rayon  de  courbure  R  est 
maximum  ou  minimum,  et  deux  tangentes  asyniptoliques  pour 
lesquelles  R  est  infini.  On  obtient  celles-ci  en  égalant  à  zéro  le 
trinôme  /a- +  2  5a,3  H- i[3-  {cf.  n°  223).  Nous  allons  montrer 
maintenant  comment  on  détermine  les  sections  normales  principales 
et  les  rayons  de  courbure  principaux  dans  un  système  d'axes  rec- 
tangulaires quelconque. 

24-2.  Rayons  de  courbure  principaux. —  L'étude  de  l'indicatrice 
met  en  évidence  qu'à  une  valeur  donnée  de  R  correspondent  en 
général  deux  sections  normales,  réelles  ou  imaginaires,  dont  le 
rayon  de  courbure  a  la  valeur  donnée  ;  il  n'y  a  d'exception  que  si 
R  est  égal  à  l'un  des  rayons  de  courbure  principaux  et  il  n'y  a 
dans  ce  cas  que  la  section  normale  principale  correspondante  qui 
admette  ce  rayon  de  courbure.  Pour  déterminer  les  sections 
normales  dont  le  rayon  de  courbure  a  une  valeur  donnée  R, 
reprenons  la  formule  générale  (i  i),  que  nous  écrivons 

I         D  du-  -<-  2  D'  du  dv  +  D"  dv'- 


en  posant  R  =  o  y/A- +  B--|- C-.   Pour  une  valeur  donnée  de  p, 
l'équation  (21)  est  une  équation  du  second  degré  en  -j-i 

(22)         (  p  D  —  E)  du'-  -1-  2(  p  D'—  F  )  f/«  dv  -h  (  p  D"—  G)  do'-  =  o, 

dont   les    deux   racines    déterminent   les    tangentes   aux    sections 
normales  qui  admettent  le  rayon  de  courbure  R.  Si  R  est  un  rayon 
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de  courbure  principal,  Féquation  (22)  a  une  racine  double  en  -j- 
qui  satisfait  aux  deux  relalions 


(23) 


(  p  D  —  E)  rfK  -h  (  p  D'  —  F  )  rft'  =  o, 
(pD'— F)(/m  +  (pD"— G)rfc  =  o, 


et  ce  système  détermine  à  la  fois  les  rayons  de  courbure  principaux 

du  ' 


et  les  sections  normales  principales.  En  éliminant -t-j  on  obtient 


une  équatio[i  du  second  degré  en  0 

(a4)  (?D'—  F)2— (pD  — E)(pD"-G)  =  o, 

dans  laquelle  il  suffira  de  remplacer  p  par  pour  avoir 

^  I  1   r      ^/A2+B2-t-C-  ' 

l'équation  aux  rayons  de  courbure  principaux.  De  même,  en  éli- 
minant p  entre  les  deux  équations  (aS),  on  obtient  une  équation 

du  second  degré  en  -p-. 
"  du 

(a5)     (J)du+  D'  dv)(Fdu  +  Gdf)  —  (T>'  dtt^  T)"dv)(Edii.  -t-  Frfv)  =  o, 

donl  les  racines  font  connaître  les  traces  sur  le  plan  tangent  des 
sections  normales  principales. 

D'après  la  nature  même  de  la  question,  les  deux  racines  de 
l'équation  en  p  sont  toujours  réelles;  si  R  et  R'  sont  les  rayons 
de  courbure  principaux,  le  produit  RR'  est  donné  par  la  relation 

I  DD"-D'^ 

(26)  -j 


(liG— F2j(,V^-i-Bî-)-C--i) 


ce  qui  fournit  une  vérification  des  résultats  précédents.  En  effet 
EG  —  F^  étant  toujours  positif,  RR' esL  du  signe  de  DD"— D'-.  En 
un  point  parabolique,  un  des  rayons  de  covirbure  principaux  est 

infini,  et  -5-5^  est  nul. 

Pour  que  l'équation  (24)  ait  ses  racines  égales,  il  faudra  que 
l'indicatrice  soit  un  cercle,  et  toutes  les  sections  normales  auront 
alors  le  même  rayon  de  courbure.  Le  second  meml)re  de  la 
formule  (11)  devra  donc  être  indépendant  du  rapport -j-;  il  faut 


pour  cela  qu'on  ait 

(27) 

D        D' 
E  ~  F   ' 

D" 
"  G" 
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Les  points  qui  satisfont  à  ces  condilions  s'appellent  des  ombilics. 
En  ces  points,  l'équation  (20)  se  réduit  à  une  identité,  ce  qui 
s'explique  puisque  tout  diamètre  d'un  cercle  est  un  axe  de 
symétrie.  Dans  le  cas  d'une  surface  représentée  par  une  équa- 
lion  z=^¥(x,y),  les  équations  (24)»  (20),  (27)  deviennent  res- 
pect ivemeiil 


(24)'  irt—s'-)K^—  ^ i+p--^q'-[{\—p'-)t—-ipqs^(  1  ^q'-)r]K—(i^p''^q'-)^=  o, 
(25)'      a-|(i-i-/)2)s  — /^yr] 

-^  x-i[{i  ^  p^-)l  -  {l-  q-^)r]^''/-[pqt  —  (l^  q-)s]  =  o, 

(27)' 


l-r-p- 


On  peut  les  déduire,  comme  cas  particulier,  des  formules  géné- 
rales, ou  les  établir  directement  en  partant  de  la  formule  (10). 

On  peut  quelquefois  déterminer,  par  des  considérations  géo- 
métriques, les  sections  normales  principales  d'une  surface.  Par 
exemple,  si  une  surface  S  admet  un  plan  de  svmétrie  passant  par 
un  point  M  de  cette  surface,  il  est  clair  que  la  droite  d'intersec- 
tion de  ce  plan  avec  le  plan  tangent  en  M  est  un  axe  de  symétrie 
de  l'indicatrice,  et  la  section  par  le  plan  de  symétrie  est  une  des 
sections  normales  principales.  Ainsi,  en  un  point  d'une  surface 
de  révolution,  la  méridienne  est  une  des  sections  normales  prin- 
cipales ;  le  plan  de  la  seconde  section  normale  principale  passe 
donc  par  la  normale  à  la  surface  et  la  tangente  au  parallèle.  Or,  on 
connaît  le  centre  de  courbure  de  l'une  des  sections  obliques  pas- 
sant par  la  tangente  au  parallèle,  le  centre  du  parallèle  lui-même. 
11  en  résulte,  d'après  le  théorème  de  Meusnier,  que  le  centre  de 
courbure  de  la  seconde  section  jjrincipale  est  au  point  de  rencontre 
de  la  normale  à  la  surface  avec  l'axe. 

En  un  point  d'une  surface  développable,  on  a  s- — rl  =  o,  et 
l'indicatrice  est  un  système  de  deux  droites.  Une  des  sections 
principales  se  confond  avec  la  génératrice  elle-même,  et  le  rayon 
de  courbure  principal  correspondant  est  infini.  Le  plan  de  la 
seconde  section  principale  est  perpendiculaire  à  la  génératrice. 
Tous  les  points  d'une  surface  développable  sont  paraboliques, 
et  ce  sont  les  seules  surfaces  possédant  cette  propriété  (n°  214). 

Si  une  surface  non  développable  est  convexe  en  certains  points, 
à  courbures  opposées  en  d'autres  points,  elle  possède,  en  généra], 
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une  ligne  de  points  paraboliques  qui  sépare  les  régions  pour 
lesquelles  s'-—  ri  est  positif  des  régions  pour  lesquelles  5- —  //  est 
négatif.  Par  exemple,  sur  le  tore,  cette  ligne  est  formée  des  deux 
parallèles  extrêmes. 

Sur  une  surface  convexe,  il  n'y  a,  en  général,  qu'un  certain  nombre 
d'ombilics  isolés  les  uns  des  autres.  On  démontre  comme  il  suit  que  In 
seule  surface  réelle  dont  tous  les  points  sont  des  ombilics  est  la  spliérc. 
Appelons  encore  À,  jji,  v  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  surface; 
en  différentiant  les  formules  (12  ),  il  vient 

pql  —  (\-^  q'-)s 
pqs  —  (i^p'-)t 

■p-^(/-)'  '-'        (i-^p-^^q-^y- 

relations  qui  deviennent,  en  tenant  compte  des  formules  (27)'. 
Ok_  _ 

La  première  prouve  que  X  ne  dépend  que  de  ,r,  la  seconde  que  tjt  ne  dépend 

que  de  v;  la  valeur  commune  des  dérivées  — ^,  —  est  donc  à  la  fois  indé- 
^  -^  dr    dé- 

pendante de  .?■  et  de  y  :  c'est  une  constante  —  •  On  en  tire 

.^         .r  —  Xa  y 

'•  =  j  ;x  =  — 


d\          pqs  —  (  1 

^q'r 

ày. 

dx 

i'^p"- 

ôtx        pqr  —  ( 

-q-)-' 
l-^p^)s 

d-x 

Ox 

"     -'-â 

•■'y 

à'X 

d'i.          du 

dx 

dx        dy 

Ta  )- —  I   r  — .1(1  »- 


__  l  __ 


^a--{x-x,)-- 


^  V'i-  — (■■'■  —  3:0)-— {y - 

et  la  valeur  de  ;;  obtenue  par  l'intégration  est 


■  /"-—(.'■  —  .'■„  -—  I  r  —y<,  Y-  : 


on  retrouve  bien  l'équation  d'une  sphère.  On  verrait  de  morne  que,  si  l'on 

dl        âuL 
a  -r—  =  -^  =  o,  la  surface  est  un   plan.  Mais  les  relations  i  27)   admettent 
ox        dy  ' 

en  outre   une  infinité  de  solutions  imaginaires,  qui  satisfont  à   l'équation 

1  -7-p--^  q-=  o,  comme  on  peut  le  vérifier  en  différentiant  cette  relation 

par  rapport  à  x  el  par  rapport  à  y. 
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213.  Lignes  asymptotiques.  —  Sur  une  portion  fie  surface  à 
courbures  opposées,  il  y  a  en  cliaque  point  deux  tangentes  pour 
lesquelles  la  section  normale  correspondante  a  un  rayon  de  cour- 
bure infini  :  ce  sont  les  asymptotes  de  l'indicatrice.  On  appelle 
/ignés  asymptotiques  les  lignes  situées  sur  la  surface  qui  sont 
tangentes  en  chacun  de  leurs  points  à  l'une  de  ces  asymptotes. 
Quand  on  se  déplace  sur  une  de  ces  lignes,  a  et  c  sont  fonctions 
d  une  variable  ;  pour  que  la  tangente  coïncide  avec  une  asymptote 
de  l'indicatrice,  du  et  rfi'  doivent  satisfaire,  d'après  ce  qu'on  a  vu 
plus  haut,  à  la  relation 

(  28  )  D  dtr-  —  i  D'  du  (/(■  -^  D"  dv"-  =  o. 

Les  coefficients  D,  D',  D"  étant  des  fonctions  de  a  et  de  c,  on 
tire  de  léquation  |)récédente  deux  valeurs  de  ~^, 

(■^-9)  ■;7^  =  ?•.(«,  '')•  ^  =  'f'C",  '0; 

nous  démontrerons  plus  tard  que  chacune  de  ces  équations  admet 
une  infinité  d'intégrales,  et  que  chaque  couple  de  valeurs  (m„,  Vq) 
détermine  en  général  une  intégrale  et  une  seule.  Par  chaque  point 
de  la  surface,  il  pusse  donc  en  général  deux  lignes  asymptotiques 
et  deux  seulement.  L'équation  difTérentielle  (28)  peut  encore 
s'écrire  sous  la  forme  équivalente 

(  Jo )  d\  dx  -+-  dB  dr  -r-  dC  dz  =  o, 

qui  est  en  général  la  plus  commode  dans  les  applications.  Dans  le 
cas  d'une  surface  représentée  par  léquation  :;  =  F(x,  j'),  l'équa- 
tion différentielle  précédente  devient 

( 3 1;  dp  dx  -+-  dq  dy  =  r  dx- -H  > s  dr  dy  -S-  t  dy-  =  o. 

On  peut  encore  définir  les  lignes  asymptotiques  par  la  propriété 
suivante  qui  ne  fait  intervenir  aucune  relation  métrique.  Ce  sont 
les  lignes  de  la  surface  dont  le  plan  osculateur  coïncide  avec  le 
plan  tangent.  En  effet,  pour  que  le  plan  osculateur  coïncide  avec 
le  |)lan  tangent,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait  à  la  fois 

A  dx  -^  B  dy  -i-  C  dz  =  o,         A  d'x  ^  B  d'^y  -^Cd''z  =  o; 
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la  première  relation  est  vérifiée  pour  toute  courbe  située  sur  la 
surface,  tandis  que,  d'après  l'idenlité  (6),  la  seconde  est  identique 
à  l'équation  (3o).  D'ailleurs,  il  est  facile  de  se  rendre  compte  de 
l'idenlité  des  deux  définitions.  Le  rayon  de  courbure  de  la  section 
normale  tangente  à  une  asymptote  de  l'indicatrice  étant  infini,  il 
en  serait  de  même,  d'après  le  théorème  de  Meunier,  du  raj'on  de 
courbure  d'une  ligne  asymptotique,  à  moins  que  le  plan  osculateur 
ne  soit  perpendicidaire  à  la  normale  et,  dans  ce  cas,  le  théorème 
de  Meusnier  devient  illusoire.  Le  plan  osculateur  à  une  ligne 
asymptotique  doit  donc  coïncider  avec  le  plan  tangent,  à  moins 
que  le  rayon  de  courbure  ne  soit  constamment  infini  ;  dans'ce  cas, 
on  aurait  une  ligne  droite,  dont  le  plan  osculateur  est  indéterminé. 
Il  résulte  évidemment  de  celte  propriété  que  les  lignes  asymplo- 
tiques  se  conservent  dans  toute  transformation  homographique. 
On  voit  aussi  que  l'équation  différentielle  est  la  même,  que  les 
axes  soient  rectangulaires  ou  obliques,  car  l'équalion  du  plan 
osculateur  esl  toujours  la  même. 

Les  lignes  asymploliques  d'une  surface  S  n'existent  évidemment 
que  si  la  surface  est  à  courbures  opposées.  Cependant,  lorsque  la 
surface  est  analytique^  l'équation  différentielle  (28)  admet  tou- 
jours une  infinité  d'intégrales,  réelles  ou  imaginaires,  quel  que 
soit  le  signe  de  D'-  —  DD".  Par  ex  tension, 'nous  dirons  qu'une  surface 
convexe  analytique  admet  deux  systèmes  de  lignes  asymploliques 
imaginaii'es.  Ainsi,  les  lignes  asymploliques  d'un  hyperbo- 
loïde  à  une  nappe  sont  les  deux  systèmes  de  génératrices  recti- 
lignes  ;  pour  un  ellipsoïde  ou  un  hyperboloïde  à  deux  nappes,  ces 
génératrices  sont  imaginaires,  mais  elles  satisfont  encore  à  l'équa- 
tion différentielle  des  lignes  asymploliques. 

Exemples.  —  i"  Soit  à  trouver  les  lignes  asymploliques  de  la   surface 

z  =  a-"'j"'  ; 
on  a 

r=m(m  —  i)x'"--y",  s  =  mnx"'-'y"-',  t=:n(n  —  i)x"'y"-^, 

et  l'équation  différentielle  (3i)  peut  s'écrire 

,  /' r  dj-Y  /  y  dx\ 

m  (m  —  I  )     • -^  2  niiil  - — ;—  ]  -\-  n(n  —  1  )  =  o. 

K-'-dj'/  \Jrc/j-  / 

On  en  tire  deux  valeurs,  In  et  hn,   ijour  le  rapport' — j-:  les  deu\  familles 

,r  dy 
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de    lignes    asYniptolique*    se    ptojetlent  sur    le    plan   «les   xy   suivant   les 
courbes 

_)'''.=  Ç.xX,         y'''=  C..r. 

2°  Prenons  encore  la  surface  conoïde  3  =  0  ("—  )  •  On  peut  poser  x  =  «, 
y  =  (il-,  c  =  ç(p"),  et  les  relations  (3)  deviennent 

A  —  B  f  =  0.  B  (<  -f-  C  ç>'  (  t; )  =  0  ; 

on  y  satisfait  en  prenant  C  =  — u,  B  =  ç'(r).  A  =  — (••o'(t'),  et  réquation 
différentielle  (3o)  est  ici 

u  'i" (  r  )  dv-  —  -2  -i'  (  (•  )  da  dv  =  o. 

On  a  d'abord  la  solution  c  =  consl.  qui  donne  les  génératrices  rectilignes; 
en  divisant  par  ^/i',  il  reste  l'équation 

ç°(p)f/c  _  idu 

d'où  l'on  en  tire  ;/-=  C'i'(i' ),  et  les  projections  des  lignes  asymptotiques  du 
second  système  sur  le  plan  des  xy  ont  pour  équation 


.  =  c-,(J). 


3°  Citons   encore   les  surfaces   signalées  par  AI.  Janiet.  dont  l'équation 
peut  être  ramenée  à  la  forme 


■/&) 


Y(z). 


En  prenant  pour  variables  indépendantes  ^  et  —  =  ;/,  l'équation  diffé- 
rentielle des  lignes  asymptotiques  est 


et  s'intégre  par  deux  quadratures. 

4°   Une  surface  hélicoïde  est  représentée  par  les  équntions 

j"  =  3C0sw,         j'^psinio.  ^  =_/"{  p  ) -!- /iw  ; 

nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  que  l'équation  différentielle 
des  lignes  asymptotiques  est 

'?f"{'?^  dp^ —  ihdio  do  -I-  p- /' ( p) do)- =  o; 
on  en  tire  encore  tu  par  une  quadrature. 
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244.  Lignes  asymptotiques  des  surfaces  réglées.  —  ToiUe  sur- 
face réglée  peut  être  représentée  par  des  équations  de  la  forme 

XqjJKo-  -Sq,  a,  j3,  y  élant  des  fonctions  du  paramètre  v.  Lorsqu'on 
fait  u  =  o,  le  point  {x^,  y„,  Zç,)  décrit  une  certaine  courbe  F  sur  la 
surface  ;  au  contraire,  !or.'*qHe,  v  restant  constant,  on  fait  varier  ?<, 
le  point  (.r,  JK,  z)  décrit  une  génératrice  rectiligne  et  la  variable  u 
est  proportionnelle  à  la  distance  du  point  (x,y,z)  au  point 
{Xf,.  y„,  z„)  de  la  conrhe  F.  Supposons,  pour  simplifier,  qu'on 
prenne  R  =  ziz  i  dans  les  formules  (4)  !  '^s  expressions  (i  5)  et  (i6) 
montrent  aussitôt  que  \)=zo,  que  D'  est  indépendant  de  u,  et 
enfin  que  D"  esl  un  polynôme  en  ii  du  second  degré  au  plus.  En 
divisant  le  premier  membre  de  l'équation  (28)  par  le  facteur  dv 
qui  correspond  aux  génératrices  reclilignes,  il  reste,  pour  déter- 
miner le  second  système  de  lignes  asymptotiques,  une  équation 
différentielle  de  la  forme 

(32)  4^  _,_  LH'-H-M(t  +  N  =  o, 

ai' 

L,  M  et  N  étant  des  fonctions  de  bi  variable  v.  Les  équations  de 
cette  espèce  jouissent  de  propriétés  remarquables,  qui  seront 
établies  plus  tard.  Ainsi  on  verra  que  /e  rapport  anharmonigue 
de  quatre  intégrales  quelconques  est  constant  ;  il  en  résulte  que 
le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  de  rencontre  d'une 
génératrice  quelconque  de  la  surface  avec  quatre  lignes  asympto- 
tiques est  constant,  ce  qui  permet  de  trouver  toutes  ces  lignes 
asymptotiques  dès  qu'on  en  connaît  trois.  On  verra  aussi  que, 
lorsque  l'on  connaît  une  ou  deux  intégrales  de  l'équation  (Sa),  on 
peut  trouver  toutes  les  autres  par  deux  quadratures  ou  une  seule 
quadrature.  Si  toutes  les  génératrices  de  la  surface  rencontrent 
une  droite  fixe,  cette  droite  est  une  ligne  asymptotique  du  second 
système,  et  l'on  aura  toutes  les  autres  par  deux  quadratures.  Si  la 
surface  admet  deux  directrices  reclilignes,  on  connaît  deux  lignes 
asymptotiques,  et  il  semblerait  qu'il  faudra  une  quadrature  pour 
avoir  les  autres.  Mais  on  peut  obtenir  un  résultat  plus  précis.  En 
effet,  étant  donnée  une  surface  réglée  admettant  deux  directrices 
rectilignes,   on  peut   effectuer  une  tranformation  bomograpblque 
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de  façon  que  lune  de  ces  directrices  séloigne  à  l'infini  ;  la  surface  se 
change  en  une  surface  conoïde,  et  nous  avons  remarqué  (n"243) 
que  les  lignes  asyuiploliques  d'une  surface  conoïde  se  déteriuineut 
sans  aucune  quadrature. 

2io.  Lignes  conjuguées.  —  Un  appelle  langeâtes  conjuguées 
en  un  point  dune  surface  S  deux  droites  passant  par  ce  point, 
situées  dans  le  plan  tangent,  et  formant  un  système  de  diamètres 
conjugués  de  l'indicatrice.  A  toute  tangente  de  la  surface  corres- 
pond évidemment  une  tangente  conjuguée  qui  co'incide  avec  la 
première,  si  elle  est  une  tangente  asj'mptotique  et  dans  ce  cas  seule- 
ment. Soient  du  et  rfi'  les  paramètres  directeurs  d'une  tangente 
à  la  surface  en  coordonnées  curvilignes;  la  projection  de  cette 
tangente  sur  le  plan  des  xy  a  pour  coefficient  angulaire 


'Idu^'ld. 


de  soi'le  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  tangentes  en  un 
point  M(H,  (')  de  la  surface  est  égal  au  rapport  anharmonique  des 

quatre  valeurs  correspondantes  de  -r--  Soient  {du,  dv)  et  (ou,  ov) 
les  paramètres  directeurs  de  deux,  tangentes  MT,  MT',  c  et  c'  les 
racines  de  réqiialioii 

D  ^  aD'/M  -H  D"7«'-=  o 

qui  détermine  les  tangentes  principales.  Pour  que  MT  et  Ml  '  soient 
conjuguées,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 

dv  —  c  du        îi'  —  c  on 


Cette  condition  s'écrit,   en  chassant  les  dénominateurs   et   rem- 
plaçant ce',  c  -\-  c'  par  leurs  valeurs, 

(33)  D  du  ou  -I-  D'{du  ov  -+-  dv  ou)  -^  D"  dv  ov  =  o. 

En  tenant  compte  des  valeurs  de  D,  D',  D",  cette  condition  peut 
encore  s'écrire  sous  lune  ou  l'autre  des  formes  équivalentes 

(34)  dS.  ox  -i-  dB  oy  -h  afC  o.;  =  o,         o.\  dx  -f-  &B  dy  -h  oC  rf;  =  o, 
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en  posant,  d'une  façon  générale, 

rfF  =  rfH  +  -T'^^i 

du  'fv  '-'"  <^'- 

Étant  donnée  une  courbe  F  située  sur  la  surface  S,  le  plan 
langent  à  cette  surface  tout  le  long  de  la  courbe  T  enveloppe  une 
surface  développable  qui  est  tangente  à  la  surface  S  tout  le  long 
de  F;  en  chaque  point  M  de  F,  la  génératrice  de  cette  déve- 
loppable est  la  tangente  conjuguée  de  la  tangente  à  F. 

En  effet,  quand  on  se  déplace  suivant  la  courbe  F,  x^  y,  5, 
A,  B,  C  sont  fonctions  d'un  paramètre  variable  a;  la  caractéris- 
tique du  plan  langent  esl  définie  par  les  deux  équations 

l      A(X  — 3-)+     B(Y— jKjH-     G(Z  — 3)  =  o, 


(35) 


en  ayant  égard  à  la  relation  (5).  La  lettre  d.  indique  des  difléren- 
lielles  prises  par  rapport  à  a;  si  les  paramètres  directeurs  de  celle 
caracléristique  sont  S:r,  ùy^  3;,  la  seconde  des  formules  (35)  donne 

la  relation 

rfA  àx  -y-  dB  oy  +  dC  3=  =  o, 

qui  est  identique  à  la  relation  (34);  d'où  résulte  le  lliéorème 
énoncé.  En  particulier,  si  la  courbe  F  est  une  ligne  asjuqjtotique, 
la  caractéristique  coïncide  avec  la  tangente  elle-même  à  la  courbe  F, 
qui  est  par  conséquent  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface 
développable  (c/".  n°  2i3). 

On  dit  que  deux  familles  de  courbes  delà  surface,  donl  chacune 
dépend  d'un  paramètre  variable,  forment  un  réseau  conjugué, 
lorsque  les  tangentes  aux  courbes  des  deux  familles  qui  passent 
par  un  point  quelconque  de  la  surface  y  sont  conjuguées.  11  existe 
évidemment  une  infinité  de  réseaux  conjugués,  car  on  peut  se 
donner  arbitrairement  une  des  deux  familles  de  courbes,  el  les 
courbes  de  la  seconde  famille  sont  déterminées  par  une  équation 
difl'érentielle  du  piemier  ordre.  Soil,  en  effet,  F(m,  c)  =  K  l'équa- 
tion d'une  famille  de  courbes  dépendant  d'un  paramètre  arbi- 
traire K.  De  l'équation  d¥  =  o,  on  déduit  -j-  :=  G(«,  i>),  et  l'équa- 
tion (33)  nous  donne  alors  la  valeur  de  rr—  en  fonction  de  u  et  de  v, 
^       '  Su 

c'est-à-dire  une  équation  différentielle  du  premier  ordre. 
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Comme  exemple,  clieiclions  la  condition  pour  que  les  courbes  11  =  consl., 
=  consl.  forment  un  réseau  conjugué.  On  peul  prendre  ici  clti  =  o, 
(■  =  o,  et  la  condition  (33)  devient  D'=  o,  ou 


ox 

ôy 

àz 

âû 

du 

Tïi 

àr 

ày 

àz 

Uv 

de 

dv 

d'-x 

d\r 

d''-z 

du  Oi- 

du  dv 

du  Ov 

On  peul  dire  encore  que  cette  condition  exprime  que  x,  ^,  3  sont  trois 
intégrales  d'une  équation  de  la  forme 


(36) 


du  dv        '    du    '        dv 


où  M  et  N  sont  des  fonctions  quelconques  de  u  et  de  v:  il  suffira  donc  de 
connaître  trois  intégrales  distinctes  d'une  équation  quelconque  de  cette 
forme  pour  avoir  les  équations  d'une  surface  rapportée  à  un  système  con- 
jugué. Si,  par  exemple,  on  prend  M  =  N  =  o,  toute  intégrale  de  l'équa- 
tion (36)  est  la  somme  d'une  fonction  de  u  et  d'une  fonction  de  v  :  sur 
toute  surface  représentée  par  des  équations  de  la  forme 

(■i;)      X=f{u)+f^{v).  J-=Ç>(tt)-HO,(p),  z  =  'l{u)^'h^{v), 

les  courbes  (u)  et  {v)  forment  un  réseau  conjugué. 

Les  surfaces  de  cette  espèce  sont  appelées  surfaces  de  translation: 
elles  peuvent  être  engendrées  de  deux  façons  différentes  par  la  translation 
d'une  courbe  de  forme  invariable  T,  don!  un  point  décrit  une  autre 
courbe  F'.  Considérons,  en  effet,  les  quatre  points  Mo,  Mj,  Mj,  M  de  la  sur- 
face, correspondant  respectivement  aux  valeurs  (  Mq,  ''0),  (",  ''o),  («oi  '')i 
(h,  v)  des  paramètres  u,  v.  D'après  les  formules  (37),  ces  quatre  points 
sont  les  sommets  d'un  parallélogramme.  Si,  laissant  Vo  fixe,  on  fait  varier  u, 
le  point  Ml  décrit  une  courbe  F  de  la  surface;  de  même,  si  «0  reste  fixe 
et  qu'on  fasse  varier  v,  le  point  AU  décrit  une  autre  courbe  F'  de  la  sur- 
face. On  peut  donc  considérer  cette  surface  comme  engendrée  par  la 
courbe  F  animée  d'un  mouvement  de  translation  dans  lequel  le  point  Mj 
décrit  F',  ou  parla  courbe  F'  animée  d'un  mouvement  de  translation  dans 
lequel  le  point  Mi  décrit  F.  11  est  évident,  d'après  ce  mode  de  génération, 
que  ces  deux  familles  de  courbes  sont  conjuguées;  par  exemple,  les  tan- 
gentes aux  diverses  positions  de  F',  en  tous  les  points  de  F,  forment  un 
cvlindre  circonscrit  à  la  surface  tout  le  long  de  F.  Les  ^angentes  à  ces 
courbes  sont  donc  conjuguées. 

246.  Lignes  de  courbure.  —  On  appelle  lignes  de  courbure 
d'une  surface  S  les  ligues  de  celle  surface  qui  sont  tangentes  en 
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chacun  de  leurs  points  à  l'un  des  axes  de  l'indicaliice.  Ces  lignes 
sont,  donc  définies  par  l'équation  différentielle  obtenue  plus  haut. 

(25)     (D</«  -t-'D'dv){Fdu-h  Orfc)  —  (DV/k-h  DV/c  i  (  Edu^  F  di--)  =  o, 

qui  donne  toujours  deux  valeurs  réelles  pour  -r- ■  La  théorie  géné- 
rale des  équations  différentielles  prouve  qu'en  tout  point  ordinaire 
de  la  surface  (autre  qu'un  ombilic)  il  passe  deux  lignes  de  cour- 
bure et  deux  seulement,  dout  chacune  est  tangente  à  l'un  des  axes 
de  l'indicatrice.  Sur  toute  surface  réelle,  autre  qu'une  sphère  ou 
un  plan,  il  y  a  donc  deux  familles  de  lignes  de  courbure,  qui 
forment  un  réseau  à  la  fois  orthogonal  et  conjugué. 

Les  lignes  de  courbure  peuvent  encore  être  définies  par  la  pro- 
priété suivante  :  ce  sont  tes  lignes  de  la  surface  telles  que  les 
normales  à  la  surface  aux  différents  points  de  Vu  ne  d'elles 
forment  une  surface  développable. 

Pienons,  en  efiet,  les  é(|uations  de  la  normale 


pour  que  celte  droite  engendre  une  surface  développable,  il  faut 
et  il  suffit  qu'on  ait  (n"  215) 


(38) 


d.r 

dy 

dz 

\ 

B 

C 

d\ 

d\i 

rf( 

ou,  en  développant  les  différentielles, 


du 


ôy^ 


• —  ai'     —  du.  -\ dv     —  du  H dv 


Pour   montrer  l'identité   de   cette    équation    différentielle   avec 
l'équation  (aoj,  multiplions  les  éléments  de  la  première  colonne 

par  —,  ceux  de  la  seconde  par  -r-,  ceux  de  la  troisième  par  — ^,  et 
'        Ou  ^        Ou  '        ou 

remplaçons  les  éléments  de  la  première  colonne  par  la  somme  des 

produits  correspondants.  Après  une  combinaison  analogue,  où  a 
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(iog 


est  remplacé  part-,  le  détermiDanl  devienl,  en  tenant  com|)lp  des 
valeurs  de  D.  D',  D"  [formules  (if)  et  (i  f  >]. 


E  du  —  F  rfi       I"  ,tu  -f-  r.  ,/,- 


D  rfu  ^  D  Vi-     D'  </u  ^  D  ■  r/f 


:  du.  -  ±: ./. 

C 
■du  ^ — —  d^■ 


on  retrouve  bien  l'équation  (lo). 

Ce  résultat  s'explique  aisémeni  au  moyen  des  propriétés  des 
développées  des  courbes  gauches,  et  des  tangentes  conjuguées. 
Soit  Tune  ligne  de  la  surface  S  telle  que  la  normale  MN  engendre 
une  surface  développable  ;  si  Ton  fait  tourner  celte  droite  d'un 
angle  droit  autour  du  point  M  dans  le  plan  normal  à  F,  elle  vient 
coïncider  avec  une  droite  MT'  du  plan  tangent,  perpendiculaire  à 
la  tangente  MT  de  la  courbe  Y.  La  droite  MT'  engendre  aussi  une 
surface  développable.  qui  est  circonscrite  à  S  tout  le  long  de  Y 
(,n"  23o).  Les  droites  MT,  MT'  son  l  donc  deux  tangentes  conjuguées  : 
|)iiisqu'elles  sont  orthogonales,  ce  sont  les  axes  de  l'indicatrice.  La 
réciproque  se  démontre  de  la  même  façon. 

Dans  les  applications,  il  est  souvent  commode  de  prendre 
l'équation  différeulielle  des  lignes  de  courbure  sous  la  forme  (38), 
car  celle  forme  n'exige  pas  le  calcul  préalable  des  six  coefficients 
E,  F,  G,  D,  D',  D".  Supposons,  par  exemple,  c|u'on  ait  une  surface 
représentée  par  l'équation  z.  =  F{x,y)-,  les  équations  de  la  nor- 
male sont 

(39)  \\=-pZ^(jr-^pz), 

\    V  =  —  ^r Z  +  iy  ^qz): 

pour  que  celte  drolle  entendre  une  surface  développable.  il  faut 
et  il  suffit  que  les  deux  équations  (n°  215  ) 

(l'o)  ~Zdp-,-d{.T  ~  pz)==o,  —7.dq-hd(y-^q:)  =  „ 

soient  vérifiées  pour  une  même  valeur  de  Z,  c'est-à-dire  qu'on  ait 
di  j-  — pi 


OU,  plus  simplemenl. 


''P 


d(y~qz) 
dq  ' 


ilx  —  p  dz-  _  dy 


r  dz 
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En  remplaçaiil  dz,  dp.  dq   par  leurs  expressions,   (in   olilii;iit 
l'équalion  différentielle 

(  1  -I-  /)-  )  dx  -t-  pq  (ly         pq  à •'  -^11^9-)  dy 


/■  dv  -r-  s  (/)'  s  c/.T  —  /  i/y 

qui   esl   bien   identique   à  l'équation  l'Vi'  (piand   on  remplace  dx 
et  dy  par  a  et  |ï  respcctix  emenl. 

i"   Clierrlions.  par  exemple,  les  lignes  de  roiirlniie  de  l'iiélicoïde 

y 

.3  =  a  arc  tans  -^  • 
"    .r 

On  peut  piiser  ici 

jr  =  j  cos6,         _)'  =  psinf).  c  =  aG; 

les  coeflirlents  .\.  B,  C  doivent  satisfaire  aux  deux  relations 

A  cos6+  BsinO  =  n. 
—  Ap  sin6  -h  Bp  cos6  ^-  Cn  =  o. 

Nous  prendrons  C  =  p  et,  par  suite,  A  =  asin  0,  B  =  —  a  cosfl. 

L'équation  différentielle  (38)  devient  ici,  en  développant  et  réduisant  les 
termes  semblables, 

rfp2_(p2+  „2)  f/H2=  o. 

On  en  tire 

si  nous  prenons,  par  exemple,  le  signe  +,  il  vient  en  intégrant. 


p  -^  /p'^-t-  a-  =  a  e^-^'" 
et 

P=  "[eO-8„_e-i6-fV]. 

Les  projections  de  ces  lignes  de  courbure  sur  le  plan  des  .ry  sont  des  spi- 
rales toutes  égales  qu'il  est  facile  de  construire. 

)"  Cherchons   encore  les   lignes   de   courbure   du   paraboloïde   ;  =  -^-» 

On  a 

V  X  I 

/)  =   .:— ,  «  =   —,  /•  =  ^  =  o,  s  =  —  > 

'         'I  ^        a  a 

el  l'équation  dillérenlielle  (  jij  devient  ici 

(a- -4-  y^)  rfa-2=  (a-  -h  x'-)  dy-. 
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On  en  (ire 

<Jx--—a-        \'.T-— "- 

si  nous  prenons,  par  exemple,  le  signe-)-  devant   les  deux   radicaux,  l'in- 
tégrale générale  est  représealée  par  l'équation 

ix  H-  v/x'i— fl')  (_i-  _  ^/r:  —  a-' )  =  G, 
qui  donne  l'un  des  systèmes  de  lignes  de  courbure.  Si  l'on  j)05e 


(4^)  À  =  X  \Iy-—  a-^y  \/.î-—  a-, 

l'équation  précédente  peut  encore  s'écrire 


d'après  l'identité 

(x  ^y'- -^a-  +  y  y/.7-5 _j-  «2 )- -^  «i  =  \^xy  —  ^1  { x'- —  a'- )  { y'- ~  c^- )\ , 

et  il  s'ensuit  que  les  projections  de  l'un  des  systèmes  de  lignes  de  courbure 
sont  représentées  par  l'équation  (42),  où  ).  désigne  une  constante  arbitraire. 
On  verrait  de  même  que  les  projections  des  lignes  de  courbure  de  l'autre 
système  sont  représentées  par  l'équation 


(43)  X  \/ y-^r-  a- — 1-  \'x'-  —  a-=  ;ji. 

En  tenant  compte  de  l'équation  du   paraboloïde  x>'  =  a;,les  relations 
(42)  et  (43)  peuvent  encore  s'écrire 


v'''^----v/F=^=C. 


yx- 


\i'x-—:-     et     \{v-~z- 

représenteni  les  distances  du  point  (x,  y,  z)  aux  deux  axes  0^  et  Or 
respectivement.  Les  lignes  de  courbure  du  parabolo'i'de  sont  donc  des 
courbes  telles  que  la  somme  ou  la  différence  des  distances  de  l'un 
quelconque  de  leurs  points  aux  deux  axes  Ox  et  O)-  est  constante. 


2i7.  Développée  d'uae  surface.  —  Soil  C  une  ligne  de  cour- 
hure  de  la  surface  S;  lorsque  le  point  M  décrit  la  courbe  G,  la 
normale  MN  à  la  surface  reste  tangente  à  une  courbe  T.  Appe- 
lons A  le  point  de  contact,  et  soient  X,  Y,  Z  ses  coordonnées;  la 
coordonnée  Z  est  donnée  par  l'une  quelconque  des  équations  (4o), 
qui  se  réduisent  à  une  seule,  puisque  (]  est  une  ligne  de  courbure. 
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Ces  équations  (  '\o  I  peuvent  s'écrire 

,. (  r  -t-  />-  )  dx-  -i-  pq  dy  _  />//  f/.r  -t-  (  i  -t-  y  -  )  dy 

r  dx  -1-  .«  dy  s  i(x  +  t  dy  ' 

on  obtient  encore  une  fraction  équivalente  à  ces  deux-là  en  multi- 
pliant les  deux  termes  du  jiremier  rapport  par  (7a;,  les  deux  termes 
du  second  par  dy,  el  les  combinant  par  voie  d'addilion,  ce  qui 
donne 

dx-  -+-  dy'^  -h  { p  dx  -h  q  dy  )- 

r  dx^  H-  2  i  dx  dy  -t-  l  dy- 

Mais  dx,  dy,  dz  sont  proportionnels  aux  cosinus  directeurs  a, 
,3,  y  de  la  tangente,  el  l'on  a  encore 

2_  .  ^  »--^  3;+  (/ia  +  q<iy-  ^  I 

Si  nous  comparons  cette  formide  à  la  formule  (i3),  qui  donne  le 
rayon  de  courbure  R,  pris  avec  son  signe,  de  la  section  normale 
tangente  à  la  ligne  de  courlmre,  on  voit  que  la  relation  précédente 
peut  s'écrire 
(  14  )  Z  -  z  =     ,        ^  =  Rv , 

vu-/) 'H- 7^ 

V  étant  le  cosinus  de  l'angle  aigu  que  fait  la  direction  positive  de 
la  normale  avec  O^.  Mais  z  +Rv  est  précisément  égal  à  la  valeur 
de  Z  pour  le  (;entre  de  courbure  de  cette  section  normale.  Il 
s'ensuit  que  le  point  de  contact  A  de  la  normale  MN  avec  son 
enveloppe  F  coïncide  avec  le  centre  de  courbure  de  la  section 
normale  principale  tangente  à  C.  La  courbe  F  est  donc  le  lieu 
même  de  ces  centres  de  courbure.  Si  l'on  considère  toutes  les 
lignes  de  courbure  du  même  système  que  la  ligne  C,  le  lieu  des 
courbes  F  correspondantes  est  une  surface  S  à  laquelle  toutes  les 
normales  de  S  restent  tangentes.  Car  la  normale  MN,  pai-  exemple, 
est  tangenle  en  A  à  la  courbe  F  située  sur  S. 

Considérons  maintenant  la  seconde  ligne  de  courbure  C  passant 
par  M  et  coupant  oitbogonalement  la  première  C.  La  normale  à  la 
surface  S  le  long  de  C  reste  de  même  langenle  à  une  courbe  F' 
qui  est  le  lieu  des  centres  de  courbure  des  scellons  normales  tan- 
gentes à  C.  Le  lieu  de  celte  courbe  F'  pour  l'ensemble  des  lignes 
de  courbure  du  même  système  que  C  est  une  surface  S'  à  laquelle 
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sont  tangentes  toutes  les  normales  de  S.  I,fs  deux  surfaces  ï.  S'  ne 
sont  pas,  en  général,  analyliqiieiiienl  distinctes,  mais  constituenl 
deux  nappes  d'une  seule  surface  représentée  par  une  équation  indi'- 
composahle. 

La  normale  MN  à  la  surface  S  est  tangenle  à  ces  deux  nappes  ï 
etS',  aux  deux  ceiitresde  courbure  principaux  A  et  A'  de  la  surface  S 
au  point  M.  Il  est  facile  de  trouver  les  plans  tangents  à  ces  deux 
nappes  aux  points  A  et  A'  {Jig-  4-5 !>•  Lorsque  le  point  M  décrit  la 

Fig.  43. 


courbe  C,  la  normale  MN  engendre  une  surface  développable  D 
ajant  F  pour  arête  de  rebroussement  :  d'autre  part,  le  point  de 
contact  A'  de  cette  normale  MN  avec  S'  décrit  une  courbe  y'  dis- 
tincte de  r',  car  la  droite  MN  ne  peut  rester  tangente  à  la  fois  aux 
deux  courbes  F  et  F'.  La  développable  D  et  la  surface  S'  sont  donc 
tangentes  au  point  A',  et,  par  suite,  le  plan  langent  eu  A'  à  S'  est 
langent  à  la  développable  D  le  long  de  MN;  c'est  donc  le  plan  NMT, 
passant  par  la  tangente  à  C.  On  verrait  de  même  que  le  plan  tan- 
gent à  la  surface  S  au  point  A  est  le  plan  NMT'  passant  par  la 
tangente  à  la  seconde  ligne  de  courbure  C. 

Les  deux  plans  NMT,  NMT'  sont  rectangulaires,  ce  qui  conduil 
à  une  propriété  importante  de  la  développée.  Imaginons  que  d'un 
pomi  ([uelconque  O  de  l'espace  on  abaisse  une  normale  OM  sur  la 
surface  S,  et  soient  A  et  A'  les  centres  de  courbure  principaux  de  S 
sur  cette  normale.  Les  plans  tangents  aux  points  A  et  A'  aux  deux 
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nappes  S,  2:'  de  la  <lévelo|)i)ée  sont  orlliogonanx;  comme  ces  plans 
langenls  passent  au  point  O.  ou  voit  que  les  deux  nappes  de  ta 
développée  d'une  surface  S,  vues  d'un  point  quelconque  O  de 
l'espace,  paraissent  se  couper  à  angle  droit.  La  réciproque  de 
cette  propriété  sera  démontrée  plus  loin. 

248.   Formules  d'Olinde  Rodrigues.  —  Désignons  toujours  par 
À,  ;JL,  V  les  cosinus  direcleurs  de  \.>  normale  à  la  surface,  par  R  un 
rayon  de  courbure  principal;  les  coordonnées  du  centre  de  cour- 
bure correspondant  sont 
(:jj)  \=.rH-RX,         V=K-R;^,         Z  =  ;  + Rv. 

Lorsque  le  point  {x,y,  :)  décrit  la  ligne  de  courbure  tangente  à 
la  section  normale  dont  le  rayon  de  courbure  est  R,  ce  centre  de 
courbure  décrit,  nous  venons  de  le  voir,  une  courbe  F  tangente  à 
la  normale  MN  de  S.  On  doit  donc  avoir 

1     ^     ;j.     ""     V 
OU,  en  rempl.içant  \,  V,  Z  par  les  valeurs  (45), 

</./■  ^  R  dl  __  </y  -^  ^  ('i^  ^  '''■  ^  ^  ''''  ■ 

la  valeur  commune  de  ce^  rapports  est  zéro,  car  si  ou  les  combine 
par  addition  après  avoir  multiplié  les  deux  termes  du  premier 
par  A,  ceux  du  deuxième  par  ;j.,  ceux  du  troisième  par  v,  on  a  un 
rapport  équivalent  dont  le  dénominateur  est  l'unité,  tandis  que  le 
numérateur 

>,  f/j-  ^.xdy  —  V  ,/;  ^  R  (  À  ./X  -^  ;/.  dix  -i-  >  rfv  ) 

est  idenliiiuement  util.  Xou-;  obtenons  ainsi  les  formule-  d'Olinde 

Rodrigues 

(.',6j  ,/.r -r- R  </X  =  o,         ^/K-Rr/,a  =  o,         ^/c  +  R  rfv  =  .>, 

qui  jouent  un  rôle  important  dans  la  théorie  des  surfaces.  Bien 
entendu,  ces  formules  ne  s'appliquent  qu'à  un  déplacement  du 
point  {x.  V,  :;)  sur  une  ligne  de  courbure. 

/ipma)//u<'.    —    On    peut  aussi   se  servir  des    propriétés  de   la 
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ili'veloppée  d  une  surface  pdiir  Ibrriier  léquation  aux  rayons  de 
coiirl)ure  |)rincipaux.  Reiiiplaeoiis,  dans  les  formules  (  {.')),  '/..  |j.,  v 
par  les  valeurs  (S),  et  posons  R  ^  py  A- +  15- -;- (  l- ;  elles  <le- 
\  iennenl 

\  ^.T~  '.\.  V  =    y  —  i  B.  /,  =  ;  -  p  «  ;. 

l'iilscpje  le  |)oinl  \.  V.  Z  déeril  nue  eourhe  lani;enli-  à  la  normale 
à  la  surface  S.  lors(pie  le  point  (.r,  v.  :■)  décrit  une  lisjne  de  cour- 
Uure.  on  doit  avoir 


,/\  —  A  ,/'. 


-/> 


oJK^n  ch        dz  —  :  rfC  —  C  rfi 


A  II  i; 

ou,  en  appelant  —  il-^  -(-  K  la  valeur  commune  de  ces  rapports. 

'   i:  )    d.r  -  :  d\    -  \K  ^  .1.      dy  —  p  </B  —  BK  =  ...      dz  —  p  ,/C        CK  =  n. 

En  éliminant  p  et  R  entre  ces  trois  relations,  on  relrome 
I  équalion  dilTérenlieile  (•■58)  des  lignes  de  courbure;  mais  si  Ton 
remplace  dx.  dy.  dz,  rfA,  d\l,  dC  par 


_  du  -^  —  dv, 


oc  dC 

. .      —  du (A-, 


iiis  qu  on  élimine  du,  di\  K.  mi  parvient  à  une  équation  en  z 

i>A      O.r  <i\ 


Ou 

'     Ou 

OV 

'    ov 

"V 

OB 

ov 

dV, 

du 

~  '  Ou 

Ov 

"  '^  de 

dz 

Ou   ~ 

Oz 

OC 

■    'M- 

Des  irauîformalions  tout  à  fait  pareilles  à  celles  du  n"  24(5  per- 
ineltenl  de  vérifier  l'identilé  de  celle  équation  avec  l'équation  (?.4), 
mais  l'équation  (4^)  n'exige  [)as  le  calcul  préalable  de  E,  F,  G, 
D,  D'.  D'. 

Cherchons  encore,  comme  application,  les  rayons  de  courbure  princi- 
paux lie  l'hélicoïde  gauche  à  plan  directeur.  On  a.  dans  ce  cas.  en  modi- 
liant  1111  |)eu  les  notations  eiuplosées  plus  haiii. 


.r  =  u  cosc. 

y  =  u  sin  c. 

z  —  av. 

A  =  «  sin  c, 

n  =  — «cosc. 

C  =  u. 

Gl6  rlIMMilU-,    Ml.    —    SIMIFACRS. 

et  l'équation  (48)  se  réeluil  à 


il'oii   loi)   lire    R  =  ± 


l'hélicoïdc  sont  donc  r^niir  en  valeur  absolue  el  de  signes  contraires. 

2i9.  Théorème  de  Joachimstlial.  —  (Ja  peut  quelquelois  irouver 
par  des  coiisidéralions  géoinélriques  les  lignes  de  courbure  de 
certaines  surfaces.  Ainsi,  il  est  à  peu  près  évident  que  les  lignes 
de  courbure  d'une  surface  de  révolution  sont  les  méridiens  et  les 
|i;irallèles  de  cette  surface,  car  ces  courbes  sont  tangentes  en  chacun 
de  leurs  points  à  l'un  des  axes  de  l'indicatrice.  Comme  vérification, 
nous  remarc|uerons  qucSes  normales  le  long  d'un  méridien  forment 
un  plan,  et  les  normales  le  long  d'un  parallèle  un  (("me  de  révo- 
lution, cesl-à-dire  des  surfaces  développabies. 

Sur  une  surface  (léveio|)|)ai)le,  une  première  famille  de  lignes 
de  courbure  est  formée  des  génératrices.  La  seconde  famille  se 
compose  des  trajectoires  oithogonales  des  génératrices,  c'est- 
à-dire  des  développantes  de  l'arête  de  rebroussement  (ii"23o);  elles 
sobtiennent  par  une  quadrature.  Si  Ton  connaît  l'une  d'elles,  on 
peut  en  déduire  toutes  les  autres  sans  quadrature.  Tous  ces  résul- 
tats sont  faciles  à  vérifier  par  le  calcul. 

La  théorie  des  développées  d'une  courbe  gauche  a  conduit 
Joachimsthal  à  un  théorème  important,  souvent  utilisé  dans  cette 
théorie.  Soient  S,  S'  deux  surfaces  se  coupant  suivant  une  courbe  C, 
ligne  de  courbure  pour  chacune  d'elles;  la  normale  MIN  à  la  sur- 
face S  le  long  de  G  engendre  une  surface  développable,  et  la  nor- 
male MN'  à  la  surface  S'  le  long  de  C  engendre  une  autre  surface 
développable.  Or,  ces  deux  droites  sont  normales  l'une  et  l'autre  à 
la  courbe  C.  Par  suite,  si  deux  surfaces  ont  une  ligne  <]<•  cour- 
bure commune,  elles  se  coupent  sous  un  angle  constant  tout  le 
long  de  cette  ligne  (n"  23o). 

Réciproquement,  si  deux  surfaces  se  coupent  sous  un  angle 
constant,  et  si  la  courbe  cF intersection  est  une  ligne  de  courbure 
pour  V une  d'elles,  elle  est  aussi  une  ligne  de  courbure  pour  la 
seconde.  On  sait  en  effet  que,  si  une  famille  de  normales  à  une 
£ourbe  gauche  C  engendre  une  surface  développable,  il  en  est  de 
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nièine  (les   normales  obloiiiies   ou   faisant  tourner  (-liaciine  d'elle,-. 
'I  un  angle  constant  dans  le  |>hin  nciriiial  à  C. 

Toute  courbe  plane  ou  s|)lii'Tn|ue  est  une  ligne  de  courbure  du 
plan  ou  de  la  splière.  On  déduit  donc  du  lliéorènie  de  Joachiiusllial 
le  corollaire  suivant  :  Pour  qu'une  courbe  plane  ou  sphériqun 
silure  sur  une  surface  soU  une  lii^ne  de  courbure  de  cette  sur- 
face, il  faut  et  il  suffit  ijue  la  surface  coupe  le  plan  ou  la  sphère 
sous  un  angle  constant. 

250.  Théorème  de  Dupin.  —  Nous  avons  déjà  |)arlé  à  diverses 
reprises  des  svstèmes  triples  ortliogonaux  (  n"' 68,  147).  L'origine 
de  cette  ibéorie  remonte  à  un  ihéorèine  célèbre,  dû  à  Dupin,  que 
nous  allons  établir  : 

Etant  données  trois  familles  de  surfaces  formant  un  sys- 
tème triple  orthogonal,  l'intersection  de  deux  surfaces  de 
familles  différentes  est  une  ligne  de  courbure  pour  chacune 
'd'elles. 

Supposons  les  coordonnées  rectangulaires  x.  \\  z  dun  point  de 
l'espace  exprimées  au  moyen  des  trois  paramètres  «,  f,  iv,  de 
façon  que  les  trois  familles  de  surfaces  («),  {v),  {w)  forment  un 
système  triple  orthogonal.  Les  conditions  d'orlhogonalilé  sont 
exprimées  par  les  trois  relations  (n"  68") 

(49) 

Eu  dillérentianl  ces  relations  par  rap|)orl  à  u.  e,  ii'  respecti- 
vement, il  vient 

0.r     il-.r  (IX     0-x    _  .  o.v     â'.c  ^  djc     ô-x    _ 

Of  On  ()iv  d:v  Ou  Ov  '  àw  du  de  rtu  ih'  <>ir 

àx     à-x  à.r     d-.x      _ 

d'où  I  on  déduit,  par  des  combinaisons  taciles, 

ii.r    d-x  ^àx    d^x  ^  d.r     d-x 

(5o)  '  " 

L'élimination  des  dérivées  ^,  ^.  ^  entre  les  deux  pr 
ôw    ow    dw  ' 


dx   dx 

^,  dx   àx 

_^  dx  ox 

=  0, 

b =  o. 

dv   dii' 

dw  du 

du    de 
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('•qualions  (  i()  )  el  la  dernirre  éciualion  ('lo)  condiiil  à  l.a  coin 


il.r 
dû. 

Ou 

dz 
dû 

d.T 

''.r 

dz 

ai- 

<)v 

dv 

d-'x 

ifty 

d-z 

(tu  df 

du  ôv 

du  Oc 

<)ui  exprime  cjue,  sur  uni;  surface  (tv),  les  courbes  u  =  C,  i'  ^  C 
forment  un  réseau  conjugué.  Ce  réseau,  étant  à  la  l'ois  orthogonal 
et  conjugué,  est  donc  composé  des  lignes  de  courliure,  ce  qui 
démontre  le  théorème  énoncé. 

Un  exemple  bien  remarquable  de  système  trijdc  orthogonal  est 
fourni  par  les  surface^s  homofocales  du  second  degré  (n"  148), 
dont  l'étude  a  sans  doute  conduit  Dupin  au  théorème  général.  11 
résulte  de  ce  théorème  (|uc  les  lignes  de  courbure  d'un  ellipsoïde 
ou  d'un  hyperboloïde  (qui  a\aient  déjà  été  obtenues  par  Monge) 
sont  les  courbes  d'intersection  de  cette  surface  et  des  surfaces  du 
second  degré  liomofocales  à  celle-là. 

Les  paraboloïdes  représentés  par  l'équalion 


où  A  est  un  paranièlre  \arial)le,  loruieul  aussi  un  sysième  triple 
orthogonal,  ce  qui  nous  donne  les  lignes  de  courbure  du  parabo- 
loïdc.  Cilons  encore  le  système  triple  rencontré  plus  haut  (n"  246) 


xy 


sjx-  -T- 


>Jr' 


/^ 


^ 


La  recherche  des  systèmes  Iriples  orthogonaux  est  un  des  pro- 
blèmes les  plus  intéressants  et  les  plus  difficiles  de  la  Géométrie 
infinitésimale,  il  a  fait  l'objet  d'un  grand  nombre  de  Mémoires 
dont  on  trouvera  les  résultats  résumés  dans  un  réceni  Ouvrage  de 
M.  Darboiix  (').  Une  surface  quelconque  S  appai  tient  à  une  infi- 
nité de  systèmes  triples  orthogonaux:  l'un  de  <cs  systèmes  est 
formé  par  les  sin-faces  parallèles  à  S  el  par  les  deux  familles  de 
surfaces  développables  engendrées  par  les  normales  à  S  le  long 
<les   ligues  de  courbure  de  celte  surface.  Soient,  en   elLct,  O   un 


( ')   Leçonx  sur  les  systèmes  orlhogoiiaiix  et  les  coordonnées  curvilignes,  lyi 
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point  quelconque  de  la  normale  MN  à  la  surtaccî  S  au  poinl  M. 
\IT  et  VIT'  les  langenles  aux  deux  lignes  de  courbui-e  C,  (V  passant 
en  M.  La  surface  parallèle  à  S  (|ui  passe  an  point  O  a  son  plan 
langent  parallèle  an  plan  langent  en  \I  à  S;  les  surfaces  dévelop- 
pables  engendrées  par  les  normales  le  long  do  la  conrlie  C  ou  de 
la  courbe  C  ont  pour  plans  tangents  les  plans  XMT  ei  N_MT' res- 
pectivement. Ces  trois  plans  sont  bien  oilliogonaiix  diuix  à  deux. 
De  tout  système  triple  orlliogonal  oir  peut  dédiiiie  une  infinité 
d'autres  systèmes  analogues,  au  moyen  de  la  transformation  par 
rayons  vecteurs  réciproques,  puisque  celle  iransfoiination  con- 
serve les  angles.  Puisque  toute  surface,  nous  venons  île  le  voir, 
fait  partie  d'un  svstème  triple  orthogonal,  mi  en  conclut,  ce  (|u  il 
est  aisé  de  vérifier,  que,  dans  toute  transformation  par  rayons 
vecteurs  réciproques,  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  irans- 
forinée  sont  les  transformées  des  lignes  de  comhure  de  la  siir- 
l'ace  /)/imili\e. 

'2ti\.  Torsion  géodésique.  —  l-e^  pinpriéiés  dc<  lif;iies  lif  courbure  se 
raltaclienl  à  un  élément  géométrique  important,  qui  dépend  îles  dérivées 
du  troisième  ordre.  D'après  une  formule  antérieure  de  la  théorie  des 
courbes  gauche?  (n°  23S),  on  a  la  relation 


(51) 


■X,  3,  Y  étant  les  cosinus  dlrecleurs  de  la  langenle  à  une  courbe  quelcon<iue  1' 
située  sur  une  surface  S;  ).,  a,  v  étant  les  cosinus  directeuis  de  la  nor- 
male à  celte  surface,  6  l'angle  de  la  normale  à  la  surface  avec  la  normale 
principale  de  F,  compté  comme  au  n"  235,  T  le  rayon  de  torsion  do  V.  I.es 
coordonnées  .r,  y,  z  d'iui  point  de  S  étani  exprimées  au  moyen  de  deux 
paramètres  u,  i',  les  cosinus  À,  ;ji,  v  sont  aussi  des  fondions  île  ii.  r.  et  tous 

u  déterminant  IJ  s'expriment  au  moyen  de  ".  r. 

TTs' 

face  qui  sont  tangentes  au  point  (u,  v).  M.  0.  Bonnet,  auquel  est  dii  cet 
important  résultat,  a  donné  à  cet  élément  le  nom  de  torsion  géodésique. 
Pour  étudier  la  vaiiation  de  la  torsion  géodésique  avec  la  position  de  la 
tangente,  prenons  pour  axes  des  .r  et  des  y  les  deux  axes  de  l'indicatrice, 
de  façon  que  la  surface  soit   représentée  par  réqualion 


,/'/. 

dx 

d; 

dO 

Th 

^ 

ds 

=  H  = 

Th  ^ 

A 

[X 

•t 

ll\ 


.>,R' 
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Pour  une  couibe  V  de  la  surface  passant  par  l'origine,  et  dont  la  tangente 

fait  un  angle  w  avec  l'axe  des  x,  on  a,  à   l'origine,  2  =  costu,  ^  =  sinii). 

,  dl         cosw      d'i        sinw  ,       .  ,      ,. 

7  =  0,    A  =  ;-i  =  o,    •'  =  I,   -r;  =  — p— ,    —T^=  — ^7—.    et    la    lormule   (31  ) 

devient 

/-     ,•  I         (/()        ;   1  r  \    . 

(..)'-  ___  =  (___^_,j„„,„eos.o. 

Cette  formule,  qui  complète  la  formule  d'Euler,  montre  que  la  lorsion 
géodésique  est  nulle  si  la  courbe  Y  est  tangente  à  l'un  des  axes  de  l'indi- 
catrice, et  dans  ce  cas  seulement.  Les  lignes  de  courbure  peuvent  donc  être 
définies  comme  les  lignes  de  la  surface  dont  la  torsion  géodésique 
est  nulle  en  chaque  point;  ce  qui  résulte  d'ailleurs  de  la  formule  (5i), 
puisqu'en  égalant  le  second  membre  à  zéro,  on  obtient  l'équation  dilTéren- 

lielle  de  ces  lignes.  Remarquons  encore  que,  quand  on  change  oj  en  to  ^ — - , 

dans  la  formule  (âi  )*'•*,  lie  second  membre  change  de  signe;  par  consé- 
quent, la  somme  des  torsions  géodésiques  de  deux  courbes  orthogo- 
nales de  la  surface  est  nulle  au  point  d' intersection. 

Lorsque  deux  surfaces  S,  S'  se  coupent  sous  un  angle  constant  suivant 
une  courbe  T,  la  différence  G —  0'  est  constante  le  long  de  cette  ligne,  et 
par  suite  la  torsion  géodésique  de  V  est  la  même  sur  les  deux  surfaces. 
Le  ihéoième  de  Joacbmisthal  est  une  application  immédiate  de  cette 
remarque.  Les  propriétés  de  la  torsion  géodésique  conduisent  aussi  très 
simplement  au  théorème  de  Dupin.  Soient  Sj,  Sj,  S3  trois  surfaces  passant 
par  un  point  M  de  l'espace,  et  appartenant  respectivement  aux  trois 
l'amilles  d'un  système  triple  orthogonal.  Soient  Tj  l'intersection  de  S5  et 
de  S3,  r»  l'intersection  de  S3  et  de  S,,  V3  l'intersection  de  Si  et  de  Sj. 
Les  surfaces  S»  et  S3  étant  orthogonales  le  long  de  V,,  la  torsion  géodé- 
sique de  Fi  est  la  même  sur  les  deux  surfaces;  désignons-la  par  T|.  Les 
lettres  tj  et  -13  ayant  des  significations  analogues  pour  les  courbes  F^  et  Pj, 
les  valeurs  de  ces  torsions  géodésiques  au  point  .M  vérifient  les  rela- 
tions Ti -f- -2  =  o,  To -h  T3  =  o,  Tj-r- Tj  =  o,  cai  Ics  courbcs  Fi  et  Fj,  par 
exemple,  de  la  surface  S3  sont  orthogonales.  On  a  donc  -,  =  ■:2=  ^3=  o, 
au  point  commun  M.  Les  tangentes  aux  courbes  Fi,  F»,  Fj,  au  point  M. 
sons,  dans  chacun  des  plans  tangents,  les  axes  de  l'indicatrice  de  la  sur- 
face S,-  correspondante.  Gomme  le  point  M  est  un  point  quelconque  de 
l'espace,  les  courbes  F,-  sont  bien  des  lignes  de  couibure  pour  les  deux 
surfaces  S/t  auxquelles  elles  appartiennent  (  '  ). 


I  ')  Les  théorèmes  de  Meusiiier  el  de  Bonnet  ne  constituent  pas  des  propriétés 
spéciales  aux  lignes  tracées  sur  une  surface.  Ces  propriétés  s'étendent  à  toutes 
les  courbes  1"  qui  satisfont  à  une  relalinn  de  la  forme 

A  rfx  -f-  B  dy  -,-  G  rf;  =  o. 

A.   B,  G  étant  des  fonctions  de  x,  y,  z.  Il  existe  une  infinité  de  courbes  de  celte 
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2.'):2.  Application  à  quelques  classes  de  surfaces.  —  On  r^'esi  pio- 
[losé  un  grand  nombre  de  iiioblèmes  sur  la  délerminalion  de?  surfaces 
dont  les  lignes  de  courbure  satisfont  à  des  conditions  géométriques 
données  à  l'avance.  Nous  indiquerons  quelques- uns  des  résultats  les  plus 
simples. 

Clierclions  d'abord  toutes  les  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  de 
l'un  des  systèmes  sont  des  cercles.  D'après  le  théorème  de  Joachimstlial, 
le  plan  du  cercle  doit  couper  la  surface  sous  un  angle  constant;  il  s'ensuit 
que  les  normales  à  la  surface  en  tous  les  points  du  cercle  C  doivent  ren- 
contrer l'axe  du  cercle  (c'est-à-dire  la  perpendiculaire  élevée  par  son 
centre  sur  le  plan  du  cercle),  en  un  même  point  O.  La  sphère  décrite  du 
point  O  comme  centre  et  passant  par  C  est  tangente  à  la  surface  lout  le 
long  de  G;  la  surface  considérée  est  donc  l'enveloppe  d'une  sphère  dépen- 
dant d'u/i  paramètre  variable.  Inversement,  toute  surface  enveloppe  de 
sphères  répond  à  la  question,  car  les  caractéristiques,  qui  sont  des  cercles, 
forment  évidemment  une  première  famille  de  lignes  de  courbure. 

Les  surfaces  de  révolution  sont  évidemment  un  cas  particulier.  Un  autre 
cas  intéressant  est  celui  des  surfaces  canaux,  ou  surfaces  enveloppes 
d'une  sphère  de  rayon  constant  R  dont  le  centre  décrit  une  courbe  arbi- 
traire r.  Les  caractéristiques  sont  les  cercles  de  rayon  R  dont  le  centre 
décrit  r  et  dont  le  plan  reste  normal  à  V.  Les  normales  à  la  surface  sont 
aussi  normales  à  la  courbe  F:  on  obtiendra  donc  les  lignes  de  courbure  du 
second  système  en  prenant  les  traces  sur  la  surface  des  développables  en- 
gendrées par  les  normales  à  V . 

Si  les  deux  systèmes  de  lignes  de  courbure  d'une  surface  sont  des 
cercles,  cette  surface  peut,  d'après  cela,  être  considérée  de  deux  manières 
différentes  comme  l'enveloppe  d'une  sphère  dépendant  d'un  paramètre  va- 
riable. Soient  S|,  Sj,  S3  trois  sphères  quelconques  du  même  système,  Cj, 
C2,  C3  les  caractéristiques  correspondantes,   et    Mi,   M2,  M3  les  points  de 


espèce,  dépendant  d'une  fonction  urbilrairc,  car  on  peut  se  donner^  en  fonction 

de  a;,  _y  =  /{x),  par  exemple,  el  z  est  déterminée  par  une  équation  dillérenliellc 

du   premier  ordre.    Les   tangentes  aux  courbes   T  qui   passent  par   un    point   de 

l'espace   sont   situées   dans  le   plan   P,    normal   à  la  droite  A  dont  les  paramètres 

directeurs  sont  .\,  B,  C.  Pour  toutes  les  courbes  de  cette  espèce,  ayant  la  même 

,                            .         ces  6 
tangente  en  un  point,  les  deux  expressions  <  — j- 

H,  T  ayant  la   signification    habituelle,    et    0   éuini    Tringle  que   fait    la   droite  A 

avec  1.1  normale  principale  à  r. 

Nous  pouvons  supposer  en  elfet  que  A,   B,  C  sont  les  cosinus  directeurs  de   la 

.      ,  ,  d\dx-i-  dHdy  -t-  dCdz  ^     , 

normale  au  plan  P,  et  il  est  évident  que  le  tenue -j—, — de  la 

^  ^  ds^ 

formule   (6).  ainsi  que   le    déterminant  II  de   la  formule   (ôi)   ne  dépendent  que 

,  dx    dr    dz 

de  X.  V,  c.  -— ,  -j-,  -^• 
ds     ds     ds 


()2  >  CHAPITRE   XII.   —    sihkaces. 

rencontre  de  Ci,  C«,  Cj  avec  une  ligne  de  courbure  C  du  second  système. 
K;i  sphère  S'  tangente  à  la  surface  en  tous  les  points  du  cercle  C  est  auss' 
tangente  aux  trois  sphères  Si,  S-i,  S3  aux  points  Mi,  M,,  M^;  de  sorte  que 
la  surface  cherchée  est  l'enveloppe  d'une  sphère  variable  qui  reste 
tangente  à  trois  sphères  fixes.  Cette  surface  bien  connue,  est  la  cyclide 
de  Dupin.  M.  Mannlieiin  a  démontré  d'une  façon  élégante  qu'elle  était  la 
transformée  d'un  (oie  par  rayons  vecteurs  réciproques.  Soit  f  le  cercle 
orthogonal  aux  trois  sphères  Si,  Sj,  S3;  si  l'on  effectue  une  transforma- 
tion par  rayons  vecteurs  réciproques  en  prenant  pour  pôle  un  point  de  y, 
ce  cercle  se  change  en  une  ligne  droite  00',  et  les  sphères  Sj,  So,  S3  se 
iliangent  respectivement  en  trois  sphères  Sj,  £3,  Zj  orthogonales  à  la  ligne 
droite  00',  ayant  par  conséquent  leuis  centres  sur  cette  droite.  Soient 
Cj.  C',,  C'j  les  scellons  de  ces  sphères  par  un  plan  passant  par  00',  C  un 
cercle  tangent  à  Cj,  C'^,  C'3  et  S'  la  sphère  admettant  C  pour  grand 
cercle.  Il  est  clair  que,  dans  un  mouvement  de  rotation  autour  de  00',  la 
sphère  S'  reste  tangente  aux  trois  sphères  Si.  S,,  S3,  et  l'enveloppe  de  2 
est  le  tore  ayant  pour  méridienne  le  cercle  C. 

l'roposons-nous  encore  de  déterminer  les  surfaces  dont  les  lignes  de 
courbure  de  l'un  des  systèmes  sont  des  courbes  planes  situées  dans  des 
plans  parallèles.  Prenons  pour  plan  des  xy  un  plan  p&rallèle  aux  plans  des 
lignes  de  couibure,  et  soit 

arcosot  +  j'sina  =  F(a,  z) 

l'équation  tangentiellc  de  la  section  plane  faite  dans  la  surface  par  un  plan 
parallèle  au  plan  des  xy;  F(ot,  ;)  est  une  fonction  des  deux  variables  a 
et  z  qui  dépend  de  la  surface  considérée.  Les  coordonnées  x,  y  d'un  point 
de  la  surface  s'obtiendront  en  joignant  à  l'équation  précédente  la  relation 

dF 

—  3-  sin  a  -(-  Y  cosa  = 

Les  formules  qui  donnent  .r,^,  .:  sont  donc  les  suivantes  : 

(  j2  )      .r  =  r  cosa  —  - —  sin  a,  y  =  V  sinot  4 cosa,  c  =  ;: 

Imite  surface  peut  être  représentée  par  des  équations  de  cette  forme,  en 
choisissant  convenablement  la  fonction  F(a,  z).  Il  n'y  aurait  exception 
que  pour  les  suifaces  réglées  admettant  le  plan  .3  =  0  comme  plan  direc- 
teur. 

Un  calcul  facile  donne,  pour  les  coefficients  A,  B,  G  de  l'équation  du 
plan  tangent. 

A  =  cos  a.         B  =  sin  x,         C  = , 

Oz 

de   sorte  que  le  cosinus  de   l'angle   que   fait  la   normale  avec   O;   a   pour 
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jxprcssion 

—  f: 


/T^~F7 


V 

Pour  que  les  secu'uns  planes,  situées  dans  les  plans  parallèles  an  plan  .rOv, 
soient  lignes  de  courbure,  il  faut  et  il  suflit.  d'après  le  théorème  de  Joa- 
chiraslhal,  que  ces  plans  coupent  la  surface  sous  un  angle  constant,  c'est- 
à-dire  que  V  soit  indépendant  de  2.  Il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  FI 
ne  dépende  que  de  l;i  \ariable  :,  et  par  suite  que  F(a,  z)  soit  de  la  forrae 

F(«,  ;)  =  o(;;)-i-.i(a), 
les  fonctions  a  et  'y  étant  arbitraires.  Les  formules  (5-2)  deviennent  alor» 
I   ,r  =  'i(a)  cdsa  —  li'i'ï)  sina-i-  <p(5)cosa. 
'  '  \  ^'  =  'r'(^)  *'"^  —  '^(ï)  cosa  -^0(3)  sina. 


on  obtient  ainsi  les  surfaces  les  plus  ijénéraies  répondant  à  la  question. 

On  peut  donner  de  ces  surfaces  la  génération  suivante.  Les  deux  pre- 
mières des  équations  (53)  représentent,  quand  on  y  considère  s  comme 
constant  et  a  comme  variable,  une  famille  de  courbes  qui  sont  les  projec- 
tions sur  le  plan  ;;  =  o  des  sections  de  la  surface  par  des  plans  parallèles 
au  plan  des  xy.  Or,  ces  différentes  courbes  sont  toutes  parallèles  à  la  courbe 
obtenue  en  faisant  ï.(^)  =  o;  d'où  l'on  déduit  la  construction  suivante  : 
on  prend,  dans  le  plan  :  =  0,  une  courbe  arbitraire  et  les  différentes 
courbes  parallèles  à  celle-là.  puis  on  déplace  chacune  de  ces  courbes, 
suivant  une  loi  arbitraire,  parallèlement  à  Oz\  la  surf  ace  engendrée 
par  les  différentes  positions  de  la  courbe  variable  est  la  surface  la 
plus  générale  répondant  à  la  question. 

Ce  mode  de  génération  peut  être,  comme  on  le  voit  aisément,  remplacé 
par  le  suivant  :  Les  surfaces  demandées  sont  engendrées  par  une  courbe 
plane  de  forme  arbitraire  dont  le  plan  roule  sans  glisser  sur  un  cy- 
lindre à  base  quelconque.  Ce  sont  donc  des  surfaces  moulures. 

On  le  vérifie  facilement  sur  les  formules  (53)  en  étudiant  les  courbes 
planes  a  =  const.  Les  deux  familles  de  lignes  de  courbure  sont  précisément 
les  courbes  planes  .;  =  C  et  a  =  C  . 

233.  Représentation  sphérique.  —  Soit  S  une  surface  ou  portion  de 
surface,  ayant  deux  côtés  distincts  (n'ISS).  Choisissons  un  de  ces  côtés  en 
particulier,  et  considérons  en  chaque  point  iM  la  direction  MN  de  la  nor- 
male qui  conespond  à  ce  coté.  Puis  menons,  par  le  centre  G  d'une 
sphère  S,  dont  on  suppose  le  rayon  égal  à  l'unité  de  longueur,  une  demi- 
droite  parallèle  à  la  direction  positive  M\  de  la  normale  à  S.  Cette 
demi-droite  perce  la  sphère  S  en  un  point  m  qu'on  fait  correspondre  au 
point  M  de  S.  A  chaque  point  .M  de  i)  correspond  ainsi  un  point  déter- 
miné m  de  S;  les  plans  tangents  sont  parallèles  aux  points  correspondants 
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et  si  l'on  adopte,  comme  direclinn  positive  de  ia  normale  à  la  sphère,  la 
direction  qui  va  vers  l'extérieur,  les  directions  positives  des  normales  aux 
deux  surfaces  sont  aussi  les  mêmes.  A  chaque  courbe  C  de  S  correspond 
une  courbe  c  de  S,  qui  est  l'image  sphérique  de  C. 

La  tangente  mt  en  un  point  m  de  c  est  perpendiculaire  à  la  tangente 
conjuguée  sur  Z  de  la  tangente  MT  «  la  courbe  C  au  point  correspon- 
dant M. 

Soient,  en  ell'et,  M  et  M  deux 'points  voisins  de  C:  m  et  ni  les  points 
correspondants  de  r,  D  la  droite  d'intersection  des  plans  tangents  à  la 
surface  S  aux  points  M  et  M',  d  la  droite  d'intersection  des  plans  tangents 
à  la  sphère  aux  point?  m  et  m'.  Ces  plans  étant  parallèles  deux  à  deux,  il 
est  clair  que  d  est  parallèle  à  D.  Lorsque  le  point  M'  se  rapproche  indéfi- 
niment du  point  M,  la  droite  D  a  pour  position  limite  la  tangente  MT'  à  S, 
conjuguée  de  la  tangente  MT  à  C  (  n"  245).  De  même  d  a  pour  limite  la  tan- 
gente conjuguée  de  mt  sur  la  sphère,  soit  mt'.  Mais  mt'  est  perpendiculaire 
à  mt,  puisque  l'indicatrice  en  un  point  quelconque  d'une  sphère  est  un 
cercle;  d'ailleurs  mt'  est  iiussi  parallèle  à  MT',  ce  qui  dénii:intr<-  la  propo- 
sition énoncée. 

Pour  que  les  droites  MT,  mt  soient  parallèles,  il  faut  et  il  sullit  que  MT 
soit  perpendiculaire  à  sa  tangente  conjuguée,  c'est-à-dire  que  MT  soit  un 
des  axes  de  l'indicatrice  de  S.  On  voit  donc  que  la  tangente  à  une  ligne 
de  courbure  de  £  et  la  tangente  à  son  image  sphérique  sont  parallèles 
aux  points  correspondants.  T)ely>\us.\ei  lignes  de  courbure  sont  les  seules 
courbes  de  2  jouissant  de  cette  propriété. 

Ce  résultat  est  à  rapprocher  des  formules  d'Olinde  Rodrigues.  En  effet, 
si  l'on  a  pris  pour  origine  le  centre  de  la  [sphère  S,  les  coordonnées  du 
point  m  sont  précisément  les  cosinus  directeurs  X,  u.  v  de  la  direction 
positive  de  la  normale,  et,  en  écrivant  que  les  tangentes  aux  deux 
courbes  C  et  c,  décrites  [par  le  point  M(t,  r,  z)  et  le  point  m(X.  ui,  v), 
sont  parallèles,  on  est  conduit  aux  relations 

d.r        d}'        dz 
d'/.   ^  da        dw 

qui  sont  bien  d'accord  avec  les  formules  (4f')- 

Considérons  sur  la  surface  £  un  élément  d'aire  infiniment  petit  da,  autour 

d'un  point  M  de  cette  surface,  et  soit  da'  l'élément  correspondant  de  l'aire 

da' 
de  la  sphère.  Pour  calculer  le  rapport  -j— ,  nous  n'avons  qu'à  appliquer  le 

calcul  du  n"  Hi,  en  observant  que.  dans  le  cas  actuel,  les  normales  aux 
deux  surfaces  étant  parallèles,  le  rapport -7—  est  égal  au  rapport  des  élé- 
ments -7—  de  deux  éléments  du  |>lan  des  aj'.  Supposons  que  dans  le  voisi- 
nage du  point  M  la  surfaces  soit  représentée  par  une  équation  ^  =y(a:,_^), 
et   qn'on   prenne   pour  direction   positive   de  la  normale  celle  qui  fait  un 
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iiigle  aigu  avec  O^.  Les  coordonnées  du  point  m  sonl  alors 


/. 

-P--^'/- 

et  l'on  a 

dM            D(.r,  >■) 

ou,  comme 

le  montre  un  calcul 

v/ ■-:-//- - 


\){  p,  '/  I   I         I  IJ(./-,  _K)  ! 


rfcj'  I  /■/  ■ 


Le   second  membre  de  cette  formule  n'est  autre  que  la  valeur  absolue 

de  la  courbure  totale  -j— 7  de  la  surface  il,  ce  qui  conduit  à  une  définition 

de  cet  élément  géométrique   tout  à   fait  analogue  à  celle  <le  la  courbure 
d'une  courbe  (n°  228). 

Mais,  tandis  que  la  courbure  d'une  courbe  gauclie  s'exprime  au  moyen 
d'un  radical,  la  courbure  totale  s'exprime  rationnellement  et  par  suite  a 
un  signe,  celui  de  rt  —  i-.  Ce  signe  peut  encore  s'interpréter  au  moyen  de 
la  représentation  sphérique.  Imaginons  deux  observateurs,  couchés  respec- 
tivement sur  les  normales  en  deux  points  correspondants  de  S  et  de  S,  les 
pieds  sur  la  surface  et  la  tête  sur  la  direction  positive  de  la  normale. 
Lorsque  le  premier  observateur  décrit  le  contour  de  l'aire  drs  de  façon  à 
avoir  cette  aire  à  sa  gauche,  le  second  observateur  décrit  le  contour  de 
l'aire   sphérique  di' ,   en   laissant  cette  aire  à   sa   gauche  ou  à  sa   droite; 

rt  —  s-,  et  par  suite  7-7—  est  positif  dans  le  premier  cas  et  négatif  dans  le 

second  cas  (  n"'  li2-4,  14{  1. 
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La  position  d'une  droite  dans  l'espace  dépend  de  quatre  para- 
mètres variables.  On  peut  donc  considérer  des  assemblages  de 
droites  dépendant  d'un,  deux  ou  trois  paramètres  variables,  sui- 
vant le  nombre  des  relations  qu'on  établit  entre  les  quatre  para- 
mètres dont  dépend  la  position  d'une  droite.  Une  droite  mobile, 
dépetidant  A' un  paramètre  variable,  engendre  ane  surface  réglée. 
L'ensemble  des  droites  qui  dépendent  de  deux  paramètres  va- 
riables distincts  est  une  congruence  de  droites.  Enfin  on  appelle 
complexe  de  droites  tout  sjstème  de  droites  dépendant  de  trois 
paramètres. 

G.,  L  40 


25i.   Surfaces  réglées 
tangiihiiies, 

(54)  .r  = 
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Soient,  dans  un  système  d'axes  rec- 


y=bz-hq 


les  équations  de  la  génératrice  mobile  G,  a,  6,  /),  </  étant  des  fonc- 
tions d'un  paramètre  variable  u.  Nous  allons  étudier  comment 
varie  la  position  du  plan  tangent  à  la  surface  S  engendrée  par  cette 
droite,  lorsque  le  point  de  contact  se  déplace  sur  la  génératrice  G. 
Les  équations  (54),  jointes  à  l'équation  z  ^=  z,  donnent  les  expres- 
sions des  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  surface  en 
fonction  des  paramètres  indépendants  z  et  w  ;  l'équation  du  plan 
tangent  est  alors  (n"  Gi) 

'C  —  X        Y  —  y      Z  — 
«  b  I 

' z  +/>'      b' z  -H  </'         o 

a',  b  ,  p' ,  ^' étant  les  dérivées  de  «,  6,  p,  r/  par  rapport  à  u.  En 
remplaçante;  par  az  -hp,  y  par  bz  -\-q,  et  développant  le  déter- 
minant, cette  équation  s'écrit 

(55)        (b'z  -h  (/')CS.  —  rtZ— /))  —  (  a'  z  ---  p'  )  (Y  —  b'A  ~  q  )  =  o. 

Nous  voyons  d'abord  que  ce  plan  passe  constamment  par  la  géné- 
ratrice G,  ce  qui  était  évident  a  priotn,  et  en  outre  que  ce  plan 
tourne  autour  de  la  généralrice  lorsque  le  point  de  contact  décrit 

,      ■         .           •                  1      ,•          •         a'  z  -\-  p'  .      .      ,  ,  , 

cette  droite,  a  moins  que  la  IracliDn-n —,we  soit  indépendante 

'  b  z  -^  ij  ' 

de  z,  c'est-à-dire  à  moins  (pion  n'ait  a' q' — 6'/>'=o,  cas  que 
nous  écarterons  tout  d'abord.  La  fracllon  précédente  étant  du 
premier  degré  en  z,  tout  plan  passant  par  la  génératrice  est  tangent 
à  la  surface  en  un  point  de  cette  génératrice  et  en  un  seul.  Lorsque 
le  point  de  contact  s'éloigne  indéfiniment  sur  la  génératrice,  le 
plan  tangent  tend  vers  un  plan  limite  P',  qu'on  appelle  le  plan 
tangent  au  point  à  l'infini  sur  la  génératrice  et  qui  est  représenté 
par  l'équation 


(56) 


6'(X- 


■  /))  —  a'  (Y  —  bZ  —  (^)  =  o. 


Soild)  l'angle  de  ce  plan  P'  avec  le  plan  tangent  au  point  (x^y,  z) 
de  la  génératrice.  Les  paramètres  directeurs  des  normales  à  ces 
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deux  plans  sont  respeclivemenl  b\   —a',  a' b  —  ab'  et   b' z- ^  q' . 

—  (,«'-—/>'),  b{a'  z  ^  //)  —  a{b'  :■  ^  q'):  on  a  donc 

[«■2 -H  b'-—{ab'—  ba'f-]    ~-  ;  [a"-—  f/^- ^  (ab' —  ba'y-]z 

^  b' <]'—  n  p'  —  i ab'  —  hg  \laq'—  bp  )  ! 


»/ 


I  a'--i-  b'--r-  (  ab' —  bu'  y-]:- 

—  ï  =  [b'  q'  -^  a'p  ^  ,  ab'~  ba'  )  (acf'  -  b/j  ,]^  q  -  ^  p'^  ^  ,  ar/  —  bp'  ) 


el  Ton  en  tire,  par  un  calcul  facile, 


■  (  ab'—  ba'/'l:  —  b'  q  —  a  p'  -~  \^ab  —  a  b)  \aq'—  bp  )' 


Le  plan  tangent  est  perpendiculaire  au  plan  P'  en  un  point  O,  de 
la  génératrice  dont  la  coordonnée  r,  est  donnée  par  la  formule 

(58)  z   —       "  P  —  b' g  —iab'  —  ba'){aq' —bp  ) 

a-—  b'--r-{  ab' — 6a')«  ' 

ce  point  O,  est  appelé  point  central  de  la  génératrice,  et  le  plan 
tangent  en  ce  point  est  le  pian  central  P.  L'angle  Q  que  fait  le 
plan  tangent  eu  un  autre  point  de  la  génératrice  avec  le  plan  cen- 
tral est  égal  à  ^  —  10,  et  la  formule  (Ô7)  peut  être  remplacée  par  la 
suivante  : 

(a' q' —  è'/)')v/i-i-  a- H-  b- 

Soit  z  la  dislance  du  point  central  au  point  de  contact  M  du  plan 
tangent,  précédée  du  signe  +  ou  du  signe—,  suivant  que  la  direc- 
tion 0,M  fait  un  angle  aigu  avec  Oz  ou   un  angle  oblus.  On  a 

f  =(^  —  ^0  V  '  +  t^'-r  ^",  et  Ton  peut  encore  écrire  la  formule 
précédente 

(^9>  tana6  =  /;-o. 


eu  posant 

(  G.)  ) 


o'-^  b"-^-  iab' —  ba'  )- 
I  a'  q' —  b' p'  ]{\  ^  a:^-^  b-)' 


le  facteur  /.■  est  \c  paramètre  de  distribution.  La  formule  (09)651 
lexpression,  sous  une  forme  très  simple,  de  la  loi  suivant  laquelle 
le  plan  tangent  tourne  autour  de  la  génératrice.  Celte  foruude  ne 
renferme  que  des  éléments  ayant  une  signification  géométrique; 
nous  verrons  en  efl'et,  un  peu  plus  loin,  comment  on  peut  définir 
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directement  le  paramètre  k.  Celte  formule  (Sg)  présente  cependant 
cjuelque  ambiguïté,  pai-ce  qu'on  ne  voit  pas  tout  de  suite  dans 
quel  sens  on  doit  comiiter  l'angle  B.  Autrement  dit,  on  ne  sait  pas 
a  priori  comment  tourne  le  plan  tangent  autour  de  ta  génératrice, 
lorsque  le  point  de  contact  se  déplace.  Ce  sens  de  rotation  est 
donné  précisément  par  le  signe  de  k. 

Pour  bien  saisir  ce  point,  imaginons  un  observateur  couclié  sui' 
la  génératrice  G  :  lorsque  le  point  de  contact  se  déplace  en  mar- 
cliant  des  pieds  vers  la  tête,  cet  observateur  voit  le  plan  tangent 
tourner  de  sa  gauche  vers  sa  droite  ou  de  sa  droite  vers  sa  gauche. 
Il  suffit  d'un  peu  de  réflexion  pour  reconnaître  (pie  le  sens  de  rota- 
lion  ainsi  défini  reste  le  même  lorsque  l'observateur  se  retourne 
sur  la  génératrice  de  façon  à  avoir  la  tête  où  il  avait  les  pieds  et 
inversement.  Deux  paraboloïdes  hyperboliques  avant  une  généra- 
trice commune,  et  symétriques  par  rapport  à  un  plan  passant  par 
cette  génératrice,  donnent  une  idée  nette  de  ces  deux  dispositions. 
Cela  posé,  imaginons  qu'on  déplace  d'une  façon  continue  le  tiièdie 
des  axes  de  coordonnées  de  façon  à  amener  l'origine  au  point 
central  O),  l'axe  des  :;  venant  coïncider  avec  la  génératrice  el  le 
plan  des  xz  avec  le  plan  central.  Il  est  clair  que  le  paramètre  de 
distribution  conserve  une  valeur  constante,  el  la  formule  (Sg) 
devient,  dans  le  nouveau  système  d'a\es, 

(  "ig  bis)  tang9  =  /.  ;, 

0  désignant  l'angle  du  |)lan  tangent  avec  le  planj)'=:o  compté  dans 
un  sens  convenable. 

Pour  la  valeur  iio  du  paramètre  qui  corres|)ond  a  l'axe  O;,  on 
doit  avoir  a  :=^  b  ^  p  ^^  q  =o,  et  l'équation  du  plan  langent  (55) 

se  réduit  ici  à 

ib' z  +  y ' ) X  —  {a  z  +  /J' )  V  =  o. 

Pour  que  l'origine  soit  le  point  central  el  le  plan  des  xz  le  plan 
central,   il  faut  qu'on  ait  a'=:o,    g' z=  o,   et  l'équation   du    plan 

tangent  devient  Y  := — Ç^  X,    tandis  que   la    formule    (6o)  donne 
o  p  ' 

k  = '-'   On  voit  donc  que,  dans  la  formule  (Sg  bis),  on  doit 

compter  l'angle  9  de  Oj  vers  Ox.  Si  le  trièdre  des  axes  a  la  dispo- 
sition adoptée  plus  haut  (n°  231),  un  observateur  couché  sur  O: 
verra  le  plan  langent  tourner  de  gauclie  à  droite  si  /••  est  positif,  et 
de  droite  à  gauclie  si  /i  est  négatif. 
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<  )n  appelle  lisrne  de  striction  d'une  surface  réglée,  le  lieu  des 
points  ciMiiraiix  des  dllFérenles  génératrices.  Les  coordonnées  d'un 
point  de  cette  ligne  en  fonction  du  paramètre  ii  sont  données  par 
les  équations  (54)  et  (.58  ). 

licinarque.  —  Si  l'on  a.  pour  la  génératrice  considérée, 
a' q'  ^  b' p' .  le  plan  langent  reste  le  même  tout  le  long  de  la  géné- 
ratrice. Lorsque  cette  relation  est  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs 
de  «,  la  surface  réglée  est  développable  (n°  21o),  et  il  est  facile  de 
retrouver  les  résultats  déjà  établis.  En  effet,  si  a  et  b'  ne  sont  pas 
nuls  en  même  temps,  le  plan  tangent  est  le  même  en  tous  les  points 

de  G  etdevienl  indéterminé  pour  le  point  z= — ■—7  =  —  -pi  c  est- 
à-dire  pour  le  point  de  contact  de  la  génératrice  avec  son  enve- 
loppe. En  tenant  compte  de  la  relation  a' q' —  b' p  ^  o,  on  vérifie 
aisément  que  la  valeur  de  .;(  donnée  par  la  formule  (OB')  est  iden- 
tique à  la  précédente.  La  ligne  de  striction  se  confond  avec  larèle 
de  rebroussement ;  quant  au  paramètre  de  distribution,  il  est 
infini.  Si  a'=Z)'=o.  la  surface  est  un  cylindre;  le  point  central 
esi  indéterminé. 

Le  point  central  et  le  paramètre  de  distriijution  peuvent 
être  définis  d'une  autre  façon.  Considérons,  en  même  temps 
que  la  génératrice  G,  une  génératrice  voisine  G|.  correspondant 
à  la  valeur  u -\- h  du  paramètre,  et  représentée  par  les  équa- 
tions 

61)  X  =  {a -^  ^a)z -^  p -r- \p,         y  ^{b  ^^  ^b)z  —  q -:- \q. 

Soient  3  la  plus  courte  dislance  des  deux  droites  G  et  G,,  a  l'angle 
de  ces  droites  et  X,  Y,  Z  les  coordonnées  du  point  de  rencontre 
de  G  avec  la  perpendiculaire  commune.  Des  formules  bien  connues 
de  Géométrie  analytique  nous  donnent 

_        Aa  \(i  -^  \b  Ip  -^  <  a  \b  —  b  \a)\< a  ^-  Aa  )  A7  —  ( b  —  ib )  A/>  | 
(  Aa )'-  -t-  ( Ai ;-  —  (  a  Ai  —  b  A«  I- 
,  _  Aa  Iq  —  Ib  A/) 


V'  (  Aa  I-  ^  (  Ai  !-  —  i  a  Ai  —  b  \a  )'- 

\  I  Aa  ;-  —  (  Ai  )-  -H  (  «  Ai  —  i  Aa  )- 


ly/'a--^  b--hi  /(a  -I- Aa)--^(i  -i- Ai)--;-  i 
Lorsque  h  tend  vers  zéro,  Z  a  pour  limite  l'expression  trouvée 
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plus  haut  pour  ;,,  tandis  que  -^;—  a  pour  limite  /»■.  Le  point  central 
est  donc  la  position  limite  du  pied  de  la  perpendiculaire  commune 
à  G  et  à  une  génératrice  infiniment  voisine,  tandis  que  le  para- 
mètre de  distribution  est  la  limile  du  rapport  -^-• 

Remplaçons  dans  l'expression  de  o.  An,  \b,  Ap,  Iq  par  leurs 
développements  suivant  les  puissances  de  h,  on  obtient  pour  le 
développement  du  numérateur 

Aa  \g  —  11)  \p  =  h- (a' g'  —  l>'p' )  H {a" q'  -i-  a' q"  —  b"p'  —  b' p")  -I-.  . . , 

tandis  que  le  dénominateur  est  toujours  du  premier  ordre  en  /(. 
On  voit  que  5  est  en  général  un  infiniment  petit  du  |)remier  ordre, 
saufdans  le  cas  des  surfaces  développables,  où  Ion  a  a'  q' —  b'  p'=o. 
Mais  le  coefficlenl  de  —  est  la  dérivée  de  a' (/ — b'p';  ce  coeffi- 
cient est  donc  nul  aussi  et,  par  conséquent,  dans  une  surface  déve- 
loppable,  la  plus  courte  distance  de  deux  génératrices  infiniment 
voisines  est  du  troisième  ordre  (n"  233).  Cette  remarque  est  due 
à  M.  Bouquet,  qui  a  montré,  en  outre,  que  cette  distance  ne  peut 
être  constamment  du  quatrième  ordre  que  si  elle  est  nulle,  c'est- 
à-dire  dans  le  cas  des  tangentes  à  une  courbe  plane  ou  des  surfaces 
coniques.  Il  suffit,  pour  le  voir,  de  pousser  le  développement  de 
Art  A^  —  A6  \p  jusqu'aux  termes  du  quatrième  ordre. 

233.  Congruences.  Surface  focale.  —  Tout  ensemble  de  droites 
(62)  .r  =  az-i-p,         y  =  bz-i-q, 

a,  b,  p^  q  dépendant  de  deux  paramètres  variables  a,  p,  est  appelé  coii- 
gruences  de  droites.  Par  un  point  de  l'espace,  il  passe  en  général  un  cer- 
tain nombre  de  droites  de  la  congruence,  car  on  a  deux  équations  pour 
déterminer  a  et  °,  si  l'on  suppose  x,  y,  z  connues.  Si  l'on  établit  une  rela- 
tion entre  les  paramètres  a  et  p,  la  droite  G  représentée  par  les  équa- 
tions (62)  engendre  une  surface  réglée  qui  n'est  pas  en  général  une 
surface  développable.  Pour  que  cette  surface  soit  développable,  il  faudia 
qu'on  ait 

da  dq  —  db  dp  =  o, 

1  ,  èa   ,         da    ,  _ 

ou.  en  remplaçant  «a  par — «an 7:  d  i.  ..., 

'      •  '02  c*fi      '  ' 

(G3)  ('^d.-'-^d-^{'^d.^%d'^\ 

\v'x  ai     '  /  \07.  il'i     '  J 
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De  cette  équalion   ilii   sorond   degré  en    —j-    on   lire   deux   valeurs,   en 

,     ,     ,    ,.     .  d% 

^encrai  dislinctes,  ijoni— p-j 

(64)  ^=i,rï,  [i),  g  =  .i.,(a,  p). 

Sous  des  conditions  très  générales  qui  seront  (irécisées  pins  lard  et  que 
nous  supposerons  remplies,  chacune  de  ces  équations  esl  vérifiée  par  une 
infinité  de  fonctions  de  ot  ;  cluicune  d'elles  admet  une  intégrale,  et  une 
seule,  prenant  la  v;ileur  So  pour  a  =  ï^.  Toute  droile  G  de  la  congruence 
appartient  donc  à  (li:n\  surfaces  développables,  dont  toutes  les  généra- 
trices sont  également  des  droites  de  la  congruence.  Soient  F  et  F'  les  arêtes 
de  rebroussement  de  ces  deux  développables.  A  et  A' les  points  de  contact 
de  G  avec  F  et  F'  respectivement.  Ces  deu\  points  A  et  A'  s'appellent  les 
l>oints  focaux  de  la  génératrice.  Ou  les  obtient  comme  il  suit,  sans  qu'il 
soit  nécessaire  d'avoir  intégré  l'équaiion  fOi)  qui  donne  les  développables 
de  la  congruence.  La  coordonnée  ;  de  I  un  de  ces  points  doit  satisfaire  à 
la  fois  aux  deux  relations 

3  dci  -i-  dp  =  o,  ^  dh  -+-  drj  =  o, 

ou,  en  remplaçant  da.  db,  dp.  dtj  par  leurs  développements, 

z  (  — ai.  -. r  dS\  -\ «an 7-a  j  =  o. 


—7-  Cl  yJ   ]    -T-    — 


dy.  ^-rdi]  -h-i-  dx  -^ -i- d'i  =  o. 


En   éliminant   c   entre  ces  deux   relations,  on   retrouve   l'équation  i  63), 

■       ■,••,■■,  ^^3  ,    .  •  ■         :,         '       j 

mais  SI    Ion   élimine  le   rapport  -~-,   on  obtient  une   équation  du  second 

degré  qui  détermine  les  deux  points  focaux 

/     c'«        dp\   I     ôb        ()n\         I    àa        àp\  /     âb        dq\ 

Le  lieu  des  points  focaux  A,  V  se  compose  de  deux  nappes  de  sur- 
faces i:,  X'  dont  on  obtiendrait  l'équation  en  éliminant  at  et  S  entre  (62) 
et  (65).  Ces  deux  nappes  ne  sont  pas  d'ailleurs  analytiquement  distinctes, 
en  général,  mais  constituent  deux  nappes  d'une  même  surface.  Ce  sont  les 
deux  nappes  de  la  surf  ace  focale .  Cette  surface  focale  est  aussi  le  lieu 
des  arêtes  de  rebroussement  des  développables  de  la  congruence.  Il  est 
clair  en  effet  que,  d'après  la  définition  même  de  la  courbe  F,  la  tangente  à 
cette  courbe  en  un  point  quelconque  A  appartient  à  la  congruence,  et  que 
le  point  A  est  un  de  ses  points  focaux.  Toute  droite  de  la  congruence  est 
tangente  aux  deux  nappes  S,  5',  puisque  cette  droite  est  tangente  à  deux 
courbes  situées  respectivement  sur  ces  deux  nap])es. 
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Il  est  facile,  en  reprenant  un  raisonnement  déjà  employé  (n°2i7) 
de  trouver  les  plans  tan2;ents  en  A  et  A'  aux  surfaces  S  et  S'  {Jlg.  I^'i). 
Imaginons,  par  exemple,  que  la  droite  G  se  déplace  en  restant  tangente 
à  r;  cette  droite  reste  aussi  tangente  à  la  surface  S',  et  son  point  de  con- 
tact A'  avec  cette  nappe  décrit  une  courbe  y'  qui  est  nécessairement  dis- 
tincte de  la  courbe  F'.  La  surface  développable  engendrée  par  G  est  donr 
tangente  en  A'  à  2',  puisque  les  deux  plans  tangents  ont  en  commun  la 
droite  G  et  la  tangente  à  ■;'■  H  s'ensuit  que  le  plan  tangent  en  A'  à  S'  est 
précisément  le  plan  osculateur  à  la  courbe  T  au  point  A.  On  verrait  de 
même  que  le  plan  tangent  en  A  à  S  est  le  plan  osculateur  en  A  à  la 
courbe  F'.  Ces  deux  plans  sont  appelés /)/a/js_/bcaMa". 

Ces  plans  focaux  peuvent  se  déterminer  directement  connue  il  suit. 
Soit 

.r  —  az  —  />  -t-  /,  ("  _r  —  l>  z  —  q  )  —-  n 

l'équation  d'un  plan  focal  pas'iant  par  une  droite  G  de  la  congruence. 
Lorsque  cette  droite  se  déplace  en  engendrant  une  développable  de  la  con- 
gruence,  a,  ^  et  X  sont  des  fonctions  d'un  paramètre  variable,  telles  que  la 
caractéristique  de  ce  plan  mobile  est  la  droite  G  elle-même.  Or  cette 
caractéristique  est  l'inlersection  du  plan  mobile  avec  le  jilan  qui  a  pour 
équation 

—  z  da  —  dp  -i-  d\(  y  —  b  z  —  q  )  —  "k^z  dû  -i-  dq  )  =  o. 

Pour  que  ce  second  plan  passe  par  la  droite  G,  il  faut  que  l'on  ait 
da  -!-  ),  df)  =  o,         dp  -+■  ).  dq  =  o. 

L'élimination  de  X  conduit  à  l'équation  (63),  mais,  si  l'on  élimine  le  rap- 
port— '-'  on  obtient  une  équation  du  second  degré  en  X  qui  détermine  les 
"^        da. 

deux  plans  focaux 

Il  peut  arriver  que  l'une  des  nappes  de  la  surface  focale  se  réduise  à  une 
courbe  C.  Les  droites  de  la  congruence  restent  alors  tangentes  à  la  nappe  S 
et  rencontrent  la  courbe  C;  l'une  des  familles  de  développables  se  compose 
des  cônes  circonscrits  à  la  surface  S,  ayant  pour  sommets  les  différents 
points  de  C.  Si  les  deux  nappes  de  la  surface  focale  se  réduisent  à  deux 
courbes  C,  C,  les  deux  familles  de  développables  sont  formées  par  les 
cônes  ayant  leurs  sommets  sur  l'une  des  courbes  et  passant  par  l'autre 
courbe.  Lorsque  les  deux  courbes  C,  C  sont  des  lignes  droites,  on  a  une 
congruence  linéaire. 

2o6.  Congruences  de  normales.  —  Les  normales  à  une  surface  for- 
ment évidemment  une  congruence,  mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie;    il 
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n'existe  pas  loujours  de  surface  normale  à  loiiles  les  droites  d'une  con- 
gruence.  En  effet,  si  l'on  considère  la  congruence  formée  par  les  normales 
à  une  surface  S,  les  deux  nappes  de  la  surface  focale  sont  précisément  les 
deux  nappes  S,  £'  de  la  développée  de  S  (n":24-7),  et  nous  avons  vu  qu'aux 
deux  points  de  contact  A,  A'  de  la  normale  avec  les  deux  nappes  les  plans 
tangents  étaient  rectangulaires.  Cette  propriété  caractérise  les  con- 
gruences  de  normales.  Cherchons,  en  effet,  la  condition  pour  que  la 
droite  (62)  reste  normale  à  une  surface:  il  faut  et  il  suffit  pour  cela  qu'il 
existe  une  fonction  _/"(  a,  S)  telle  que  la  surface  S  représentée  par  les  équa- 
tions 

(67)  T  =  az^p.  y  =  bz-(j,  -=/(a,  ?) 

ait  précisément  pour  normale  la  droite  G  elle-même.  Il  faut  pour  cela  qu'on 
ait 

J-j.  r/i         0^  ■ 

ô.r        ,  oy        ^-  _     . 

<-e5  conditions  deviennent,  en  remplaçant  .r  par  az  -f-/'.  y  par  l/z  ^-  i] ,  et 
^n  divisant  par  y  «* — l>'- — i- 

01  ')■!. 


(  ;  \la--^  b- —  I  • —  =  o. 

<68) 


à    ,       I Oi,  o'ft 


=  o. 


\/d-  —  6=  -i-  I 
Pour  qu'elles  soient  compatibles,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 

tu -^  u  — •     \  1  

n     I  i1n  lit       1  il    i 

<60) 


î^  \^  ^ a-- -^  b'- ^- \  J  ~  '>-'■  V  V"--^'^-—  1/  ' 


si  cette  condition  est  vérifiée,  les  équations  (68j  donneront-  par  une  qua- 
drature. Les  surfaces  obtenues  dépendent  d'une  constante  introduite  par 
l'intégration  et  forment  une  famille  de  surfaces  parallèles. 

Nous  savons  déjà  (n"  ■iil)  que  dans  ce  cas  les  plans  focaux  sont  rectan- 
gulaires. Pour  démontrer  la  réciproque,  remarquons  que  la  condition  d'or- 
thogonalité  des  deux  plans  focaux  passant  par  une  droite  quelconque  de  la 
congruence  est 

I  -f-  /.l'/.j^-  (a  -H  b'/.i)  (a  -^  bli)  =  o, 

),].  /.2  étant   les   deux   racines  de   l'équation   (GC  1.   En   remplaçant  /.i-t-/,« 
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et  XiXo  par  leurs  valeurs,  cette  condition  ilevienl 

et  elle  est  identique  à  la  condition  (Gg).  Nous  pouvons  donc  énoncer  l'im- 
portante proposition  suivante  :  Pour  qu'une  congruence  de  droites 
soit  formée  de  normales  à  une  surface,  il  finit  et  il  suffit  que  les 
plans  focaux  passant  par  chaque  droite  de  la  congruence  soient  rec- 
tangulaires. 

Remarque .  —    Lorsqu'on    prend    pour   paramètres  variables    7.,    ^,    les 
cosinus  des  angles  que  fait  la  droite  avec  les  axes  0:r  et  Oki  on  a 


v/i  — a-— [i-  v/| 

les  équations  (61)  deviennent 


(70) 


'¥ 

,o^^7 

et  la  condition  d'inti-ijrabilité  ((So)  se  réduit  à  —i-  =  -^-  Elle  e\piimeque/> 

'  0:l       ôli 

et  q  sont  les  dérivées  partielles  d'une  même  fonction  F(a,  [3),  qui  s'obtient 

dF  àF     ^  ,.•  ■       j 

par  une  quadrature,  c  =  —  ,  (7  =  —rr-  On  a  ensuite  z  par  1  intégration  de 

'  ^  '  ^        fjy:      '         û'^  '  ° 

l'équation  aux  tliffércnticlles  totales 

\  i/i  — a'-— S-  /  ^     ''^'  "a(>a/  \    OxO'i        '   c/fi'-  /      '^' 

d'où  l'on  tire 

àP        „  i)F  \ 

-  ï y  —r-     ' 

0-j.        ^  iJ'i  / 


G  étant  une  constante  arbitraire. 


2S7.  Théorème  de  Malus.  —  Lorsque  les  rayons  lumineux  issus  d'un 
point  sont  réfléchis  ou  réfractés  par  une  surface,  ils  sont  normaux  à  une 
famille  de  surfaces  parallèles,  après  la  réflexion  ou  la  réfraction.  Ce  théo- 
rème, dû  à  Malus,  a  été  étendu  au  cas  d'un  nombre  quelconque  de  réflexions 
ou  de  réfractions  par  Canchy,  Dupin,  Gergonne  et  Quételet,  et  l'on  peut 
énoncer  la  proposition  générale  suivante  : 

Si  des  rayons  lumineux  sont  normaux   à  une  surface,    ils   ne  cessent 
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pas    de    consener    cette    propriété    après    un    nombre    (iiictconque    de 
réflexions  et  de  réfractions. 

La  reflexion  pouvantclre  considérée  comme  une  réfraction  d'indice — i, 
il  suffit  évidemment  de  démontrer  le  théorème  pour  une  réfraction  unique. 
Soient  S  une  surface  normale  au\  rayons  lumineux,  mM  un  rayon  incident 
qui  rencontre  en  M  la  surface  dirimante  S,  i\l  l<  le  layon  icfracto.  D'après 
la  loi  de  Descartes,  le  rayon  incident  Mm,  le  rayon  réfracté  MK  et  la  nor- 
male MN  sont  dans  un  même  plan,  et  l'on  a  entre  les  angles  i  et  /•  (voir 
flff.  44)  la  relation  nsint  =  sinr.    Pour  fixer  les  idées,  nous  supposerons, 


comme  dans  le  cas  de  la  figure,  rt<i.  Soit  /  la  distance  Mm:  sur 
le  prolongement  du  rayon  réfracté  portons  une  longueur  /=M;?i'  égale 
à  k  fois  la  longueur  /,  k  désignant  un  facteur  constant  qui  sera  déterminé 
tout  à  l'heure.  Le  point  m'  décrit  une  surface  S',  et  l'on  peut  choisir  le 
facteur /r  de  façon  que  le  rayon  réfracté  M  m'  soit  normal  à  cette  surface. 
En  effet,  soit  C  une  courbe  quelconque  située  sur  S:  lorsque  le  point  m 
décrit  C,  le  point  M  où  le  rayon  incident  perce  S  décrit  une  courbe  F,  et 
le  point  correspondant  m.'  décrit  sur  S'  une  autre  courbe  C.  Soient  s,  -,  s 
les  arcs  des  trois  courbes  C,  T,  C,  lo  l'angle  de  la  tangente  MTj  à  V  avec 
la  trace  MT  sur  le  plan  tangent  du  plan  normal  qui  passe  par  le  rayon 
incident,  o  et  o'  les  angles  de  MT,  avec  Jl/n  et  Mm'.  Pour  évaluer  cos  s, 
par  exemple,  imaginons  que  l'on  projette  sur  IVlTi  une  longueur  égale  à 
l'unité  portée  sur  Mm;  on  peut  d'abord  projeter  cette  longueur  sur  MT, 
et  projeter  ensuite  cette  projection  sur  MTj,  ce  qui  donne  coso  =  sinj  costo 
et  l'on  a  de  même  cos(p'=  sinr  cosio.  Cela  étant,  appliquons  la  formule  ((6) 
(  n"  84),  qui  donne  la  différentielle  d'un  segment  de  droite  aux  deux  seg- 
ments Mm,  Mm':  on  a 


dl 
dl 


dj  costu  sin  j, 
•  dj  cosio  sin/'  —  ds  cosO, 


en  appelant  6  l'angle  de  m'M  avec   la   tangente  à  la  courbe  C.   On  déduit 
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(le  là,  en  remplaçant  cW  par  kdl,  la  relation 

cosio  dj{lx  sin  t  —  ùnr)  =  ds  cosB, 

qui  devient,  en  supposant  k=n.  ds' co?,(i  =  o.  Le  rayon  AI /»' est  donc 
normal  à  la  courbe  C,  et,  comme  G'  est  une  courbe  quelconque  de  la  sur- 
face S',  il  s'ensuit  que  le  rayon  réfracté  est  précisément  la  normale  à  la 
surface  S'.  Cette  surface  S'  s'appelle  V anticaustique  ou  la  caustique 
secondaire.  Il  est  clair  qu'elle  est  l'enveloppe  de  la  sphère  décrite  du 
point  M  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  n  fois  la  longueur  M;?!,  et  le 
résultat  obtenu  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Si  les  rayons  incidents  sont  normaux  à  une  sur/ace  S,  considérons 
cette  surface  comme  l'enveloppe  de  sphères  ayant  leurs  centres  sur  la 
surface  diriniante  S.  Pour  obtenir  V anticaustique  relative  aux  rayons 
réfractes,  il  faut  prendre  Venveloppe  de  toutes  les  sphères  qu'on 
obtient  en  réduisant  le  rayon  des  précédentes  dans  le  rapport  de  l'unité 
à  l'indice  de  réfraction. 

Cette  enveloppe  se  compose  de  deux  nappes,  correspondant  à  des  va- 
leurs de  l'indice  de  réfraction  égales  et  de  signes  contraires.  Usera  impos- 
sible, en  général,  de  séparer  analytiquement  ces  deux  nappes. 

238.  Complexes.  —  Un  complexe  de  droites  est  formé  par  l'ensemble 
des  droites  qui  dépendent  de  trois  paramètres  variables.  Soient 

(71)  .r  =  a  z  ^  p,  y  =z  /)  z  -h  fj. 

les  équations  d'une  droite;  tout  complexe  de  droites  est  défini  par  une 
certaine  relation  entre  «,  b,  p,  q 

(72)  V{aJ,.p,q)  =  K,, 

et  inversement.  Si  F  est  un  polynôme  entier  en  a,  è,/;,  y,  le  complexe  est 
algébrique.  Les  droites  du  complexe  passant  par  un  point  donné  {x^^ys,,  So) 
forment  un  cône  ayant  ce  point  pour  sommet,  dont  on  obtiendra  l'équation 
en  éliminant  «,  i, /),  q  entre  les  relations  (71),  (72)  et  (73) 

(73)  .To  =  «  ^„ -I- /',  y^=bzi,+  q; 
l'équation  du  cône  du  complexe  est  donc 

r,  l  X  —  x„     y  —  y  (y     x„  z  —  .?■  ;„      l'o  c  —  K-^o  \ 


(74)  ^[T-.„ 

De  même  dans  chaque  plan  il  y  a  une  infinité  de  droites  appartenant  au 
complexe;  ces  droites  enveloppent  une  courbe  appelée  courbe  ducomplexe. 
Si  le  complexe  est  algébrique,  l'ordre  du  cône  du  complexe  est  égal  à 
la  classe  de  la  courbe  du  complexe.   Supposons  en  effet  qu'on  veuille 
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iivoir  les  droites  du  complexe  passant  par  un  point  donné  A  et  situées  dans 
nn  plan  P  passant  par  oe  point.  On  peut  pour  cela  procéder  de  deux 
façons  :  on  peut  couper  parle  plan  P  le  cône  du  complexe  ayant  son  som- 
met en  A,  ou  mener  par  le  point  A  les  tangentes  à  la  courbe  du  complexe 
située  dans  le  plan  P.  Comme  on  doit  trouver  le  même  nombre  de  droites, 
il  en  résulte  l'exactitude  du  théorème  énoncé. 

Si  le  cône  du  complexe  se  réduit  à  un  plan,  le  complexe  est  dit  linéaire 
et  l'équation  (72)  est  de  la  forme 

(  7:"))  Aa  -H  Bt  +  G/j  +  Dfy  +  Kiacj  —  bp)-^¥=o\ 

le  lieu  des  droites  du  complexe  qui  passent  par  un  point  .r,,,  _j'o,  3o  est  le 
plan  représenté  par  l'équation 

(76)  \{x  —  x,,\  ^  -Biy  —  y\)  -^  C{x„z  -  z„x  ) 

-^  D  (_>'(, -3  —  -oj')  -1-  ^Aya^  -—  ^'oy)  -^  F(-=  —  -0)  =  <J- 

La  courbe  du  complexe,  devant  être  de  classe  un,  se  réduit  à  un  point, 
c'est-à-dire  que  toutes  les  droites  du  complexe  situées  dans  un  plan  passent 
par  un  point  de  ce  plan,  a|)pelé  pôle  ou  foyer.  Un  complexe  linéaire 
établit  donc  une  liaison  entre  les  points  et  les  plans  dans  l'espace,  de  telle 
façon  qu'à  un  point  correspond  un  plan  passant  par  ce  point,  et  à  un  plan 
correspond  un  point  situé  dans  le  plan.  Il  y  a  aussi  une  correspondance 
entre  les  droites  de  l'espace.  Soit  D  une  droite  n'appartenant  pas  au  com- 
plexe; soient  F  et  F'  les  foyers  de  deux  plans  passant  par  cette  droite 
et  A  la  droite  qui  les  joint.  Tout  plan  passant  par  A  a  pour  foyer  le  point  i 
où  il  rencontre  la  droite  D,  car  les  droites  <f  F,  tpF'  font  évidemment  partie 
du  complexe.  Il  en  résulte  que  toute  droite  rencontrant  D  et  A  fait  partie 
du  complexe,  et  enfin  que  le  foyer  d'un  plan  passant  par  D  est  le  point  de 
rencontre  de  ce  plan  avec  la  droite  A.  Les  deux  droites  D  et  A  sont  dites 
droites  conjuguées;  chacune  d'elles  est  le  lieu  des  fo3'ers  des  plans  passant 
par  l'autre. 

Si  la  droite  D  s'en  va  à  l'infini,  les  plans  passant  par  D  deviennent 
parallèles,  et  l'on  voit  que  le  lieu  des  foyers  des  plans  parallèles  à  un  plan 
fixe  est  une  droite.  Il  existe  toujours  un  plan  tel  que  le  lieu  des  foyers  des 
plans  parallèles  soit  une  droite  perpendiculaire  à  ce  plan.  Si  l'on  a  pris 
cette  droite  pour  axe  des  2,  le  plan  qui  a  pour  foyer  un  point  quelconque 
de  Oz  doit  être  parallèle  au  plan  z  =  o.  D'après  l'équation  (76),  il  faut  et 
il  suffit  pour  cela  qu'on  ait  A  =  B  =  C  =  D=o;  l'équation  du  complexe 
prend  la  forme  simple 

(77)  «'/  —  bp -t-K  =  o, 

et  le  plan  dont  le  foyer  est  au  point  {x,y,  z)  a  pour  équation 

(78)  X^- Y.r-l-K(Z  — 5)  =  o, 
X,  Y,  Z  étant  les  coordonnées  courantes. 
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Comme  application,  cherclions  les  courbes  dont  les  tangentes  font  partie 
du  complexe  précédent.  Etant  donnée  une  courbe  de  celte  espèce,  dont 
les  coordonnées  x,  y,  z  sont  fonctions  d'un  paramètre  variable,  la  tangente 
en  un  point  de  cette  courbe  est  représentée  par  les  équations 

\  —  x  _  Y  — r  _  Z  —  z 

dx      "      dy      ~  ~lhr'' 

pour  que  cette  droite  fasse  partie  du  complexe,  il  faut  et  il  suffit  qu'elle 
soit  située  dans  le  plan  (78),  qui  a  pour  foyer  le  point  {x,  y,  z),  c'est-à-dire 
qu'on  ait 

(  71))  X  dy  —  y  dx  =  K  dz. 

On  a  vu  plus  liaut  (n"  22G)  comment  on  pouvait  obtenir  toutes  les  fonc- 
tions .r,  y,  z  d'un  paramètre  variable  satisfaisant  à  cette  relation;  on  a 
donc  toutes  les  courbes  répondante  la  question. 

Les  résultats  obtenus  au  ai°  226  s'énoncent  aisément  dans  la  théorie  des 
complexes.  Ainsi,  en  drfTérentiant  l'équation  (79),  il  vient 

C80)  xd-v — yd-x  —  Kd-z, 

et  les  relations  (79)  et  (80)  montrent  que  le  plan  oscillateur  au  point  (x. y,  z) 
est  précisément  le  plan  (78).  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  ; 
Lorsque  les  tangentes  à  une  courbe  gauche  appartiennent  à  un  com- 
plexe linéaire,  le  plan  osculatenr  en  un  point  de  cette  courbe  est  le 
plan  qui  a  ce  point  pour  foyer.  (  Appell.) 

Imaginons  que  d'un  point  O  de  l'espace  on  veuille  mener  des  plans 
osculateurs  à  une  courbe  gauche  F  dont  les  tangentes  font  partie  d'un 
complexe  linéaire.  Soit  M  le  point  de  contact  d'un  de  ces  plans.  D'aprèsle 
théorème  précédent,,  la  droite  MO  est  une  droite  du  complexe  et  par  suite 
le  point  M  est  dans  le  plan  qui  a  pour  foyer  ce  point  O.  Inversement,  si  le 
point  M  de  la  courbe  T  est  dans  ce  plan,  la  droite  MO,  qui  appartient  au 
complexe,  est  dans  le  plan  osculateur  en  M,  et  ce  plan  osculateur  passe  au 
point  O.  Les  points  cfierchés  sont  donc  à  l'intersection  de  la  courbe  V  et 
du  plan  qui  a  le  point  O  pour  foyer  (cf.  n"  226). 

Les  complexes  linéaires  se  présentent  dans  un  grand  nombres  de  théories 
géométriques  et  mécaniques  [voir,  par  exemple,  la  Thèse  de  Doctorat  de 
.M.  .«Vppell  et  celle  de  .M.  Picard  (  '  )]. 


(')  Annales  scientifiques  de  l'École  Aormale  supérieure.  iS-fi  et  1S77. 
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EXERCICES. 


1.  Trouver  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  développable,  enve- 
loppe du  plan  mobile  représenté  en  coordonnées  rectangulaires  par 
l'équation 

z  =  -J-T  ^ y  9(3!)  -r-  R  v^  1  ^-  a-  -r-  9-(  -Ji), 

OÙ  a  est  un  paramètre  variable,  o(a)  une  fonction  arbitraire  de  ce  para- 
métre et  R  une  constante  donnée. 

[Licence:  Pari<;  août  1S71.] 

2.  «,  b,  a,  3  étant  des  fonctions  d'un  paramètre  variable,  on  demande 
les  conditions  pour  que  la  droite  .r  =  aô  ^- a,  ^  =  63 -i- 3  engendre  une 
surface  développable  dont  les  lignes  de  courbure  normales  aux  généra- 
trices- soient  situées  sur  des  sphères  concentriques. 

[Licence:  Paris;  juillet  iS7a.] 

3.  Déterminer  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  représentée,  en  coor- 
données rectangulaires,  par  l'équation  e==  cos.r  cosj-. 

[Licence  :  Paris:  juillet  1S75.] 

4r.  Etant  donné  un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaus,  représenté  en  coor- 
données rectangulaires  par  l'équation 

X-        y-        z- 

a-         b-         c-  ' 

on  considère  l'ellipse  E  située  dans  le  plan  des  xz.  On  demande,  pour 
chaque  point  M  de  cette  ellipse  E  :  1"  les  expressions  des  rayons  de  cour- 
bure principaux  R),  R»  de  l'ellipsoïde;  2°  la  relation  qui  existe  entre  R, 
et  R2;  3°  le  lieu  des  centres  de  courbure  des  sections  princi|)ales,  lorsque 
le  point  iVI  se  déplace  sur  l'ellipse  E. 

[Licence:  Paris;  novembre  1877.] 

5.  i"  Former  l'équation  du  second  degré  qui  donne  les  rayons  de  courbure 
principaux  en  un  point  quelconque  du  paraboloïde  défini,  en  coordonnées 
rectangulaires,  par  l'équation 

X-  V- 

ir^T-  =  "^' 

2°  Exprimer,  en  fonction  de  la  variable  z,  chacun  des  deux  rayons  de 
courbure  principaux,  pour  tout  point  de  la  ligne  de  rencontre  du  parabo- 
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loïde  proposé  avec  le  paraboloïde  défini  par  l'équation 

a  —  À        h  —  'h 

[Licence:  Paris;  novembre  1880. | 

6.  Déterminer  le  lieu  des  centres  de  courbure  des  sections  principales 
du  paraboloïde  xy  =  az,  aux  différents  points  de  l'axe  O.f. 

[Licence:  Paris:  juillet  i883.] 

7.  Trouver  l'équation  de  la  surface,  lieu  des  centres  de  courbure  des 
sections  planes  d  une  surface  donnée  S.  passant  en  un  point  donné  M  de 
cette  surface. 

8.  On  donne  une  surface  du  second  degré  et  une  tangente  MT  en  un 
point  M  de  cette  surface.  Oh  mène  un  plan  passant  par  MT  et  l'on  prend 
le  centre  de  courbure  O  de  la  section  plane,  puis  le  centre  de  courbure  O' 
de  la  développée  de  la  section  plane.  Trouver  le  lieu  du  point  O'  lorsque 
le  plan  sécant  tourne  autour  de  MT. 

[Licence:  Clerraont;  juillet  i883.] 

9.  Déterminer  les  lignes  asvmptotiques  du  tore  engendré  par  un  cercle 
tournant  autour  d'une  de  ses  tangentes. 

[Licence:  Paris;  novembre  1882.] 

10.  Soient  0:r,  Oy.  Oi  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  et  dans 
le  plan  zOx  une  courbe  donnée  G.  Une  surface  est  engendrée  par  une 
circonférence  dont  le  plan  reste  parallèle  au  plan  xOy,  dont  le  centre 
décrit  la  courbe  G  et  qui  rencontre  constamment  l'axe  0^. 

On  demande  de  former  l'équation  différentielle  des  lignes  asymptotiques 
de  la  surface  en  prenant  pour  variables  la  coordonnée  z  d'un  point  quel- 
conque et  l'angle  6  du  rayon  du  cercle  qui  passe  en  ce  point  avec  la  trace 
du  plan  du  cercle  sur  le  plan  zOx.  Appliquer  au  cas  où  la  courbe  G  est 
une  parabole  ayant  le  point  0  pour  sommet  et  la  droite  Ox  pour  axe. 

[Licence:  Paris;  juillet  1880.] 

i\.  Déterminer  les  lignes  asymptotiques  d'une  surface  réglée,  qui  est 
tangente  à  une  autre  surface  réglée  en  tous  les  points  d'une  génératrice  A 
de  la  seconde  surface,  toutes  les  génératrices  de  la  première  surface  ren- 
contrant la  droite  A. 

12.  Trouver  sur  Ihélicoïde  droit  les  lignes  dont  le  plan  osculaleur  con- 
tient la  normale  à  la  surface. 

[Licence:  Paris;  juillet  1876.] 
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13.  On  (leiiiaiule  les  ligne*  osymptotiques  de  la  surface  réglée  repré- 
sentée par  les  équations 

r  =  (t -^  1/ \  cou-,  )•  =  (  1  —  «)  sine.  z  —  it. 

I  l.iiENci:     Nanr\  ;  novembre   igoo.] 

1-i*.  Pétant,  données  une  surface  S  et  une  droite  i,  les  sections  de  la  sur- 
face par  des  plans  menés  par  la  droite  A,  et  les  courbes  de  contact  de^ 
cùnes  circonscrits  à  S  ayant  leurs  sommets  sur  A.  forment  un  réseau  con- 
jugué. 

j   KOEXIGS.] 

13".  Lors(|ue  tiois  points  d'une  droite  invariable  décrivent  trois  plans 
rectangulaires,  la  droite  demeure  constamment  normale  à  une  famille  de 
surfaces  parallèles.  On  obtient  l'une  de  ces  surfaces  en  prenant  le  lieu  du 
milieu  du  segment,  formé  par  le  point  où  celte  droite  coupe  l'un  des  plan^ 
coordonnés  et  par  le  pie<l  de  la  perpendiculaire  abaissée  île  l'origine  sur 
la  droite. 

|r>\Ri)Oix,   Comptes  le  lut  in.  \.  \(,\\.   i8Si.  p.   Ii0.| 

16*.  Sur  toute  surface,  on  cnnnuil  une  ligne  île  courbun'  imaginaire  : 
c'est  le  lieu  des  points  pour  lesquels  on  a  \  -\- p'^ ---  q- =:  o. 

On  montre  pour  cela  que  l'équation  différentielle  des  lignes  de  courbure 
peut  être   mise  sous  la  forme 

(  ilp  dr  —  (l(j  il.f  Ml     -  /)'-  —  </■-  I  —  \  p  dy  —  i{  ilx  )  (  p  dp  -h  i)  dij  »  =  o. 

I  liAiiuoiN.    \nii'iles  de  VKcole  Normale  :  1884.] 

17'.  Formule  de  Laguerre.  —  Soit  K(,r,  I'.  :;;  =  o  l'équation  d'une 
-urface  S;  lorsque  le  point  {x,  y,  z)  décrit  une  courbe  Y  sur  cette  surface, 
les  dilférentielles  jusqu'au  'i'  onlre  vérifient  le*  Irciis  relations  (  n"  26i 

.*1'  ./I-  oV 

\  I  —  d.r dy dz-  =  «. 

(i.r  II  y    ■'  f)z 

oV    ,  ./K    ,  dV    ,  /0\'    .         di-    ,  'A- 

I  ■!  I       -—  a-  .c  —  — •  f/-  Y  -'r- 


Oz'-"        \0.r'^'''    Oy    -^     '     riz'")  '' 


O.r  <^X  f*- 

-i-  (  —  dx  -. dy  -, — — ■  dz       =  o. 

\iix  ôy    •'         dz        J 

ilont  la  première  exprime  qu'il  y  a  un  plan  tangent,  tandis  que  la  seconde 
r-t  équivalente  au   théorème  de  Meusnier.  Pour  interpréter  géométrique- 
I'..,  I.  î> 
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,  dF    dF    dF  ,  . 

ment  la  troisième,  nous  pouvons  v  remplacer  -r— >  — >  —  par  les  cosinus 
'  -  '  dx    dy     Oz  ^ 

directeurs  ).,  y.,  ■/  de  la  normale.  On  a,  en  effet, 


où  l'on  a  posé 


dF       .  „  ÔV 

ox  oy 


«-vm-m-{t 


et.  en  tenant  compte  de  la  relation  (•.>,),  la  troisième  équation  peut  s'écrire 

Xd'^x  -\-  [ji  d^y  -h  •!  d^  z 

■+-  3[cfX  d-x  -+-  dix  d-y  -4-  di  d-z]  =  'P(x,  y,  z,  dx,  dy,  dz), 

*  étant  une  forme  cubique  en  dx,  dy,  dz  dont  les  coefficients  ne 
dépendent  que  de  x,y.  z.  En  divisant  par  ds^,  on  en  conclut  que  l'expres- 
sion 

,  d'  X  d'y  d' z 

'  T/s^  '~  •'■'  ds^  "^  '  Tis^ 


/i3  "^  "  [dJ  1^  '^  ds  Tît^"^  dl  1^1  ~  ^ 


a  la  même  valeur  en  un  point  de  la  surface  pour  toutes  les  courbes  situées 
sur  la  surface  et  tangentes  en  ce  point,  résultat  que  l'on  pourrait  aussi 
obtenir  en  dill'érentiant  la  formule  (7  1  du  n"  iM),  et  en  tenant  compte  des 
expressions  de  D,  D',  D". 

Remplaçons  maintenant  les   dérivées—; — ,  — ; — >   ...  par  leurs  valeurs  dé- 
as^     ds^ 

duites  des  formules  de  Frenet  (n°233).  L'expression  précédente  de^ient 
I     rfR  sinO         3   /   ,  dl        ,^,da         ,  d-j\ 

~~  TP  m''"    "  "rt  "^  H  r  Th  ^  '"  in  ""  "'  Ts I  ' 

0  étant  l'angle  de  la  normale  à  la  surface  avec  la  normale  principale. 
D'autre  part,  en  dillérentiant  la  relation 


cosO  =  Xï'-H  |jL[i' -,- ■/-;', 

il  vient 

.    ,  rfe          ,  d'i.        ^^,  d\x          .  di       .  !  1 

-"""57  =  ^  di~^in-^"ds-'\^- 

4} 

et  par  suite 

,  d'/.        ,,d[i          ,  d;         .    .  /  1         d<l  , 

^d-s-^^d7-^~'d-s=''""(T-d;) 

. dl        ,  , du         ,d> 
En    remplaçant   a  — — h   i  -j — 1-  ";  -r   pai"    cette    valeur,    on    voit    que 
'^     •  ds  ds         '   ds 

l'expression 

I    dR        „       sinfl/2        ^dB\ 


EKERCICES.  Il  I  > 

(I  la  iiK'tne  valeur  pour  tontes  les  courbes  de  la  surface  tau^eute.s  en 
un  point.  [  Lagierue.] 

18*.  Formule  d'I-.'nncper.  —  l,;i  torsion  d'iiiic  lii;ne  :i>\  in|)luliqUL'  est 
(lonnce  par  la  formule 

T=rn'—  liir, 

1!  cl  I!'  riant  les  rayoïs  de  cuiiriniie  principaux. 

K.  l'oni'  le  dc-nioiiiiei',  il  suflil  'I  appliquer  à  une  ligne  a>Mnptotii|Lie  la 
t'oiinule  tie  Fienot 

7/7  ^  T' 

en  obsei\anl  (|uc  la  binoiiuale  coïncide  avec  la  normale  à  la  surface.  (  h\ 
facilite  le  calcul  en  prenant  pour  origine  un  point  de  la  surface,  le  plan 
tangent  pour  plan  des  .ry,  et  la  tangente  à  la  ligne  asymptotique  |)Our  axe 
<lcs  r.  On  peut  aussi  déduire  la   formule  d'Iiuneper  de  la   formule  (  ji  bis) 

(  p.   (i'20  t. 

19'.  Formule  de  Beltranii .  —  Soient  -.,„  le  rayon  de  courbure  d'une 
ligne  asymptotique,  z  le  rayon  de  courbure  de  la  branche  de  l'intersection 
de  la  surface  par  le  plan  langent  qui  est  tangente  à  la  ligne  asymptotique; 
on  a 


\\.   La  surface  étant  représentée  par  l'équation 

z  ^  ib  xy  -i-  çy-  -+-  A  .r  '  -(-  .>  U  x-y  -^ .  .  . . 

la  section  de  la  surface  par  le  plan  ;  =  o  a   une  braui  Ue  laugenlc  à   l'axe 
des  ar,  dont  l'équation  est 

'  -  —  Ifl  _ 

et  l'on  a  pour  l'oiigine 

A 

•>-  =  "■     -''=-7;- 

D'autre    part,  la  valeur  de  y"  à  l'origine  pour  la  ligne  asymptotique  se 
déduit  aisément  de  l'équation  différentielle  de  ces  lignes 

(G  A  a- +.  .  .)  +  (4* -i-. .  .)y-f- (ac -r- .  .  .  1/2  =  o. 

[Belïrami,  Nouvelles  Annales  de  Malhémdtir/ues, 
a'^  série,  I.  IV,  p.  258;  (86i.] 


NOTE. 


SUR  LES  FORMULES  DE  DIFFÉRENTLVTION 
DES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 


La     formule     classique     de     ililléienliatidn     sous     le    signe     /    (n° 


98) 


s'étend  immédialenient  aux  intégrales  curvilignes  et  aux  intégrales 
multiples  lorsque  le  chemin  d'intégration  ou  le  champ  d'intégration  est  inva- 
riable, pourvu  que  la  fonction  soumise  à  l'intégration  soit  continue  et 
admette  une  dérivée  continue  par  rapport  au  paramètre  variable.  Celle 
extension  présente  plus  de  difficulté  lorsque  le  chemin  d'intégration,  ou 
le  champ  d'intégration,  est  lui-même  variable.  Nous  supposerons  que  les 
fonctions  sous  le  signe  d'intégration  sont  continues,  ainsi  que  toutes  leurs 
dérivées  qui  figurent  dans  le  calcul,  dans  les  limites  de  l'intégration. 

1.  Intégrales  curvilignes.  —   Un   arc  de  courbe   r  représenté  par  les 
formules 

•'■=./('),       j-  =  v»".        ;  =  'H"- 

où  t  varie  de  <o  à  'i  >  'o>  est  dit  régulier,  si  les  fonctions  /,  o,  'i,  conti- 
nues de  ^0  à  ^1,  ont  des  dérivées/'(/  ),  !j)'(Z),  4'  (')i  continues  dans  le  même 
intervalle.  Une  courbe  ordinaire  est  formé  par  un  nombre  fini  d'arcs 
réguliers  mis  bout  à  bout;  une  telle  courbe  peut  avoir  un  nombre  fini  de 
points  anguleux,  c'est-à-dire  que  les  dérivées  y  (  ;),  *'(<),  4' (')  peuvent 
avoir  un  nombre  fini  de  points  de  discontinuité  de  première  espèce  entre 
<o  et  il.  Nous  ne  considérons  que  des  intégrales  curvilignes  prises  le  long 
de  courbes  ordinaires. 
Soient 

,/■  =/(  /.  -/  I,  y  ;-=  Ol  I.  ■j.\,  Z  =  •]/(  I.  3  1 

les  équations  dune  famille  de  courbes  T,  dépendant  d'un  paramètre  va- 
riable a;  les  fonctionsy,  œ,  J/,  ainsi  que  toutes  les  dérivées  qui  vont  figurer 
dans  le  calcul,  sont  supposées  continues  dans  le  domaine  dit  varient  a  et  t. 
Soient,  d'autre  part,  <o(a)  et  /i(a)  deux  fonctions  continues  de  a,  ayant 
aussi  une  dérivée  continue;  l'arc  AB  de  la  courbe  F  obtenu  en  faisant 
varier  <  de  to  à  /|  se  déplace  en  se  déformant  d'une  manière  continue 
lorsque  le  paramètre  a  varie.  Les  extrémités  A  et  B  de  cet  arc  se 
déplacent  aussi  en  général  et  décrivent  respectivement  doux  courbes  yn.  "j  • 
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Les  coordonnées  de   Le>  deux    points  (./„,  ^'o.   ^o ) ,  (^ii  >'i.  -i)  sonl  des 
fondions  de  a  qui  onl  pour  expressions 

.r„=/(7„,  a),        _)-9=  9(^,  a),         ;o='i(<o,  «), 
x,=/(/„a),         ^,=  -i(^,a),  z,  =  'l(t„a). 

Étant  données  trois  fonctions  continues  P(.r,  y,  z,  a).  Q(x,  y,  z,  a), 
\i{x,  y,  z,  a),  avant  aussi  des  déiivées  partielles  continues  du  premier 
ordre,  l'intégrale  définie 

(i)     l(ai=   /       P(x.  y,  z,%)  e/a:-^  0(x,  y,  z,  X  I  e/y  —  fi^T,  y.  z.i)dz 

•    I  Ml , 

est  une  fonction  de  a,  dont  nous  nous   proposons  de  calculer  la  dérivée.  11 
suffit  évidemment  de  faire  le  calcul  pour  l'intégrale 

[.rfa)  —   /       l'ix.  y,  z,  y.)d:r, 
^'ab, 

que  nous  écrivons,  en  la  ramenant  à  une  intégrale  définie  ordinaire. 


I^(>)=   f  'p(/.-^.'l, 


.)^cO. 


\  celte  intégrale  nous  pouvons  appliquer  la  formule  classique  de  diffé- 
rentiation  (n"  98).  ce  qui  donne 

•*      '      ,'^       \rfï         <Jr   rl3.        dy  03.         ôz    0%  j  Ot  J^  OtlôI 

en  intégrant  par  parties  la  seconde  intégrale,  on  a 

J^  didt  \     O-xji^     Ji       0'x\dx  dt         Oy   dt        Oz   Ot  J 

et   il  vient,  en  revenant  à  la  première  notation, 

Le    terme    tout   intésré    a     une     signification     évidente  ;     en     elïet     la 


G  4  fi 

NOTIÎ. 

déiiv 

ve  —r-  de  1 
di. 

a  fonction  composée  x„i=f(t^, 
ùt^    àot  ~^          ily. 

/{!(!■  z)  de  a  est  égale  à 


Le  teime  intégré  est  donc  égal  à  \,i  dillViencp 

Les  expressions  <les  dérivt-es  des  intégrales 

l,(,ri=    r      Qdr  et  lc(ai=    /        K  f/; 

se  calculent  delà  même  façon;  on  peut  du  reste  les  déduire  de  lj(a)  par 
perniulation  circulaire  sur  les  lettres  x,  y,  z,  et  en  ajoutant  ces  trois 
expressions  on  obtient  finalement  la  valeur  suivante  de  !'(«): 

•  '  m;,     ".'■         "■'■/    \'^''-  OoL    •'  ) 

J^^^K  0:r         Oz  /  V^a  dx        / 

l'onv  passer  au  cas  d'une  cnurld'  plane,  il  suffit  de  supposer  ;  =  'i  =  o, 
et  hi  formule  deviciil 

./^li    (/ï  rix     ■'         \dy         i).T  ]  \(l7.  ()-i    ■   I 

Nous  écrirons  ces  formules  sous  une  forme  un  peu  différente  en  intro- 
duisant une  notation  empruntée  au  calcul  des  variations.  U  étant  une 
fonction  du  paramètre  a,  pouvant  dépendre  d'autres  variables,  on  appelle 
variation  de  U  et  l'on  représente  par  oU  le  produit  —  3ï,  c'est-à-dire  la 
partie  principale  de  l'accroissement  de  U  quand  on  donne  à  a  l'accroisse- 
ment oa,  les  autres  variables  dont  peut  dépendre  U  étant  supposées  con- 
server la  même  valeur.  ,\insi  on  a 

o.r  =  -^'j-j.,  01'=  —  ox,  
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Relalivement  au\  coonlonnées  des  poinls  limites  A  el  B,  une  distinction 
est  encore  nécessaire;  par  exemple  .r^  =/(/„, ot)  peut  être  considérée  comme 
une  fonction  des  deu\  variables  in<lépenilantes  t^  et  a,  el  l'on  a 


Mais  comme  /»  est  une  fonction  de  a.  j-,,  est  en  réalité  une  fonction  com- 
posée de  a,  et  nous  poserons 

_  dx„  ,     _\o  l'y  t„.  2  i  cil.,        df{  /„,  ail, 

el  nous  définirons  de  même  ^y's,,  \z^,  -i-ii,  \)'i,  Ac,.  Kn  multipliant  les 
deux  membres  de  la  formule  (  >)  par  ox,  on  obtient  rex|)ression  de  la 
variation  ol  =  V {i  l?a, 

i)  rA  =       f     iPcl.r~oOdj-^ZRJc 

r    /dP      <)Q\   ,    ,       ,     , 

-;-  /        { ^  M  ^j K  <i.r  —  or  dy ) 

■+-   I     ( (  dx  d:  —  o;  dx  ) 

-h[P  ix-^qiy^  R-i-li- 
où  l'on  pose  par  exemple 

[P  A.r]!;=  rVa-,,  >'i,  -1.  a)  A^i—  Pix„.r„,  ^o-  2)  A^o- 

Le  second  membre  delà  formule  (4  )  comprend  trois  termes;  la  première 
intégrale  est  due  à  la  variation  des  fonctions  P,  Q,  R  lorsque  a  croit  de  Sa, 
et  s'obtiendrait  immédiatement,  en  négligeant  la  déformation   du  chemin 

d'intégration.  Le  ternie  en  dehors  du  signe  /  ne  dépend  que  des  dépla- 
cements infiniment  petits  des  extrémités  A  et  B  du  chemin  d'intégration; 
on  obtiendrait  ce  terme  en  ajoutant  à  l'intégrale  le  long  de  AB  les  deux 
éléments  d'intégrale  le  long  de  A'A  et  de  BB',  A'  el  B' étant  les  extrémités 
du  nouveau  chemin  d  intégration  A'B'  qui  correspond  à  la  valeur  a-+-oa 
du  paramètre.  La  seconde  intégrale,  sur  laquelle  on  reviendra  tout  à 
l'heure,  provient  de  la  déformation  du  chemin  d'intégration  lui-même. 

Les  formules  (2)  et  (4),  qui  n'ont  été  établies  que  pour  un  arc  régulier, 
s'étendent  aisément  au  cas  où  le  chemin  d'intégration  présente  un  nombre 
fini  de  poinls  anguleux.  Si  par  exemple  l'arc  AB  se  compose  de  deux  arcs 
réguliers  .\C,  CB  se  rejoignant  en  un  point  G  de  coordonnées  {x,,  y,,  Co), 
on  peut  appliquer  la  formule  (  4  )  à  chacun  des  arcs  .AC,  CB  ;  en  ajoutant  les 
deux  formules,  le  terme  P{Xi,j'î,z,,  a}\Xt-h  . . .  disparait,  et  la  formule  (4) 


(.  |,S  MtW.. 

^'applique  encore  à  1  arc  lolal  Ali.  lin  particulier,  si  l'intégrale  csl  prise  1.- 

long  rl'un  contour  fermé,  le  terme  en  dehors  du  signe    /    disparait,  quelle 

que  soit  le  nombre  des  arcs  réguliers  dont  se  compose  le  contour.  On  en 
déduirait  aisément  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'inté- 
grale curvilig;ne 

/    Vi  X,  y,  :  )  d.r  -+-  Q  (  .t,  y.  z  )  dy  ■-  K  (.r,  y,  z)dz, 

pi  ise  le  loirg  crrrric  r-ourbe  quelconque  1"  joignarri  deux  points  .\  et  B,  ne 
\arie  pas  ijuand  on  déforme  cette  coirrbe  d'une  manière  continue  sans 
rlianger  les  extrémités  (n'  133). 

Revenons  à  l'intégrale  de  la  seconde  ligne  de  la  formule  (4)  provenant 
de  la  déformation  du  contour.  Posons 


6/1- 


,ly  <J.r 


e    soient  '/',  'p',  ■{'  les  angles  de  la  direction  positive  de  la  tangente  à  T  avec 
les    directions    positives   des    axes;     l'intégrale    en     question    n'est    autre 

qrre    /       H  ds.  or'r  II  est  égal  an  déterminant 


I. 

fosa' 


O  déterminant  II  est  égal,  au  signe  près,  arr  volume  drr  parallélépipède 
construit  sur  les  trois  vecteurs  suivants  :  i°  le  vecteur  mm',  dont  l'origine 
est  le  point  m  (a-,  j',  z)  àe  V  et  l'extrémité  le  point  m'{x -i- or,  y -i- ôy, 
z-i-oz)  de  la  courbe  variée  infiniment  voisine  F';  i"  le  vecteur  mE  ayant 
pour  origine  m  et  pour  composantes  L,  M,  N  (vecteur  tourbillon):  3°  le 
vecteur  m  t  obtenu  en  portant  une  longueur  égale  à  l'unité  sur  la  directioir 
positive  de  la  tangente.  Soient  V  =  \/L--t-  iVP-h  M'-  la  longueur  du  vecteur 
tourbillon,  S«  la  distance  du  point  m'  à  la  tangente  mt,  6  l'angle  (de  o  à  7t) 
du  vecteur  tourbillon  avec  l'élénrent  plarr  déterminé  par  mt  et  mm'.  On  a, 
au  signe  près. 


Irr'l, 


et  la  formule  est  générale  si  l'on  convient  de  donner  un  signe  à  o«, 
signe  -+■  si  le  Irièdre  mt  m'  (^  a  la  disposition  du  trièdre  O  xyz,  et  le  signe 
dans  le  cas  contraire. 

I,a  formule  générale  (4)  peut  donc  s'écrire  sous  forme  abrégée 


•  I  \ri , 


lollMll.KS    m:    1)11  I  KHI-.N'TIATION    l>i;S    INTÉUilALES    DKIIMKS.  <■  j^ 

Dans  le  cas   particulier  d'une   coiirlie   plane,   on  peut   écrire    la  seconde 
intégrale 

•     :V!!,         ■ 

a'  et  'i'  étant  les  angles  de  la  direction  positive  de  la  tangente  avec  les  axes  : 
o/t  =  cosx'o_|'  —  cos3'oj^  représente  la   projection  du    veciteur  min'  sur  la 

direction  de  la  normale  en  /ti  à   1'  ipii   fait    un    angle  -     -  avec  la  direction 

positive  de  la  tangente  i  compté  de  Oa:  vers  (-I_k  ),  et  la  formule  qui  donne  ol 
devient 

G)     ol  =    f      oP  dx-^iq  r/y^   f       (—  —  '^\  5/1  cls^  [  P  Aj-—  Û  il']"  . 

Dans  ces  dernières  formules,  la  portion  deol  provenant  de  la  déformation 
du  chemin  d'intégration  ne  dépend  que  du  déplacement  infiniment  petit 
de  chaque  point  m  de  f  normalement  à  la  tangente  en  m.  Ce  résultat 
s'explique  a  priori,  car  tout  déplacement  infinitésimal  mm'  peut  toujours 
se  décomposer  en  un  déplacement  infinitésimal  tangent  à  F,  et  un  dépla- 
cement normal.  La  portion  de  ol  provenant  d'un  déplacement  langenliel 
est  nulle,  car  la  courbe  T  se  change  en  elle-même  par  cette  déformation, 
et  chaque  élément  de  l'intégrale  est  remplacé  par  un  élément  infiniment 
voisin.  11  est  clair  d'ailleurs  qu'il  entre  un  élément  arbitraire  dans  les  for- 
mules qui  définissent  le  chemin  d'intégration,  c'est  le  choix  de  la  variable 
auxiliaire  t.  On  peut  remplacer  /  par  une  autre  variable  -:,  liée  à  t  par 
une  relation  t  =  z(t,  a),  telle  que  /  croisse  de  to  à  /j  lorsque  ■;  croit  de 
lo  à  T].  Par  ce.  changement  de  variable,  les  expressions  de  ?ar,  oy,  oa  sont 
modifiées,  tandis  que  i{x)  et  par  suite  ol  sont  indépendantes  du  choix  de 
la  variable  /.  D'autre  part,  le  premier  et  le  troisième  terme  de  ol  sont 
eux-mêmes  indépendants  de  ce  choix;  il  en  est  donc  de  même  du  terme 
de  ol  qui  contient  seul  Zx.iy.  o-.  Cette  remarque  permet  de  choisir  à  vo- 
lonté le  mode  de  correspondance  entre  un  point  m{x,y.z)  du  chemin  AB, 
et  le  point  infiniment  voisin  m'(x  -t-  ix,  y  -^  oy,  z  ^  S z)  de  la  courbe  V 
infiniment  voisine,  en  respectant  bien  entendu  les  conditions  de  conti- 
nuité. En  particulier,  on  peut  faire  correspondre  à  un  point  m  de  T  le 
point  m'  situé  sur  le  plan  normal  en  m  à  V,  ou  encore  choisir  t  de  façon 
que  les  valeurs  limites  to  et  ^i  soient  indépendantes  de  a;  dans  ce  cas,  les 
deux  arcs  AB  et  A'B'  se  correspondent  point  par  point  d'une  façon  uni- 
voque.  Pratiquement,  il  est  inutile  d'avoir  les  expressions  explicites 

j-  —  f'  I.  7.  ..         y  =■-  2'  /,  ï  I,         :  =  'il  t.  ai, 

que  nous  avons  supposées  connues  pour  le  raisonnement.  Connaissant  les 


deux  courbes  infiiiimeiil  voisines  F,  1",  qui  correspondent  aux  valeurs  a  et 
a -i- oî(  du  paramètre,  il  suffira  de  piendre  pour  ùx,  o/,  iz  des  infiniment 
petits  du  premier  ordre  en  oct.  tels  qu'à  un  point  (.r,  y,  z)  de  l'arc  AB 
cori-esponde  un  point  (./•  -h  ox,  y  +  îv.  c  +  os  )  situé  sur  1". 

Exemples.  —  i"  Supposons  que  la  courbe  Y  soit  un  segment  de  droite  AB 
joignant  le  point  A  i  o.  ■/ )  an  p.iiiit  B  ;a,  o).  On  peut  poser 


ce  qui  donne 


Si  l'on  a 


on  aura  donc 


rn  =  «:         3:1  =  a,         r,  =  o.         ij-  =  o, 
A,r„  =  A_r,  =  (1,         ly„  —  02.         A.r,  =  îï, 

1  =    /    r  (  .r.  j',  0;  )  rf.r  -h  Q  (  r,  K.  a  I  dy, 


SI  =   r      oP  rf.r  +  ô(^.  ,/,•  +   f      {'^-'^\  7,,  J,. 
+  [I'(a,  o,  ot)  —  Q(  o,  ï,  7.  )]  ca 
ou,  en  observant  que   dy  +  d.v  =  o  le  long  de  AB, 


/•  3:  / 


dP        dO'- 


-H  I  P(  ï,  o,  a)  —  Q(o,  7.  a)]  oa. 

On  pourrait  poser  aussi 

•f  =  a/,  Krsod'i  —  ;  ),         /„  =  o,         '1  =  1. 

ce  qui  conduit  au  même  résultat. 

2"  Quand  une  partie  du  chemin  d'intégration  est  conservée,  la  seconde 
intégrale  provenant  de  cette  partie  est  nulle,  puisque  le  déplacement 
normal  correspondant  Zn  est  nul.  (^.onsidérons  par  exemple  ie  contour 
fermé  ABMA,  composé  du  segment  AB  de  Oa^  allant  du  point  A( — '',0) 
au  point  B(/',  o)  et  de  la  demi-circonférence  décrite  sur  AB  comme  dia- 
mètre au-dessus  de  Oa",  ce  contour  étant  décrit  dans  le  sens  direct.  Soit 
I  (  /•)  l'intégrale 

/  P ( .r ,  y  )d.r  -i-Q(  j-,  y )  dy 

prise  le  long  de  ce  contour.  I^e  loni;  de  AB  on   a  î«  =  f)   et   on  =  —  6r  le 
long  de  BMA;  on  a  donc 

01  =  ^0,- r  (:^_^),y.=_.>f(f  _?!),.</,. 
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2.  Intégrales  doubles.  —  Soit 


f(a[)  =    /     /     P(.T,  y,  ■x)<:/.r  </}■ 


uiif  intégrale  tloulili'  Ltemlue  à  tiii  ilDiiuiiiu-  1^  liriiiléc  par  une  courbe 
fermée  V  variable  avec  2.  et  cnnipusée  d'un  uoiiibie  fini  ilarcs  régulieir. 
Désiirnons  par  U(jr,  )',  a;  une  fonction  dont  la  dérivée  par  rapport  à  .r 
est  F.  Si  le  domaine  D  est  limité  par  une  seule  courbe  fermée  T.  qui  ne 
peut  être  rencontrée  en  plii«  de  deux  point*  par  une  parallèle  à  Ox,  ce 
que  nous  supposerons  tout  d'abord,  on  peut  [)rendre  pour  L(r,y,  a)  une 
fonction  uniforme  et  continue  dans  D.  Il  suffira  de  prendre  l'intégrale  de 

l'équation  —  =  F,  qui  s'annule  en  tous  les  points  d'une  courbe  auxiliaire 
de  D  qui  coupe  en  un  seul  point  les  parallèles_)-  =  C.  (_)n  a  aussi,  d'après 
la  formule  de  Green. 

l(a  1=   /  U(.r.  j',  X  )</)', 

liutégrale  étant  piise  dans  le  sens  direct.  La  variation  51  a  pour  expres- 
sion, d'après  la  formule  générale  il")), 

'A  =  I    'A  r/y —   /   — -t^,\(lj-  —  rjxdy). 
l'r  .'r  "■'■ 

puisque  la  courbe  e-t  fermée:  ix  et  oy  désignent  les  variations  de  x 
et  y  quand  on  passe  d'un  point  (.r.  y)  de  1"  au  point  infiniment  voisin 
(x^  5x,y-i-  iy)  du  nouveau  contour.  La  première  intégrale  peut  s'écrire, 
en  appliquant  de  nouveau  la  formule  de  Green, 

f  oU  dy  =  Z.f'^  dy  =  oa  /  '  f    ^  d.r  dy  =  l.  f  f    '^  dx  dy, 

el  l'on  a  finalement 

rA  =   f  f    iFd.rdy^    f  V(f,xdy  —  r,vdx). 
•-'   .',1.  ■         .'1- 

l'ar  un  raisonnement  bien  souvent  employé,  la  formule  s'étend  au 
cas  où  le  contour  T  peut  être  rencontré  en  plus  de  deux  points  par  une 
parallèle  à  Ox^  et  même  au  cas  où  le  domaine  D  est  limité  par  plusieurs 
courbes  fermées;  dans  la  dernière  intégrale,  le  contour  total  r  doit  être 
supposé  parcouru  dans  le  sens  direct.  On  voit  que  ol  se  compose  de  deux 
termes  :  l'intégrale  double  provenant  de  la  variation  de  F  el  l'intégrale 
simple  provenant  de  la  variation  du  contour.  Soient  a',  3"  les  angles  que 
fait  avec  les  axes  la  direction  extérieure  de  la  normale;  la  i-ariation  nor- 
male in  étant  comptée  positivement  suivant  cette  direction .  on  a 

ix  =  5n  cosa".         Zy  =  î«  cos';'. 

et.  d'autre  part  (cf.  n"  96). 

dx  =  —  ds  cos  'i'.         dy  =  ds  cos  i'. 


Ii'i2  NOTE. 

On  a  donc 

ox  cly  —  oy  dx  =  ds  o/(, 

et  linlégrale  curviligne  qui  représente  la  vaiialion  de  I  ])rovenant  de  la 
variation  du  contour  est  égale  à    /  F  on  rfi. 

Jv 

Ce  résultat  s'explique  aisément.  Supposons  par  exemple  o/i  >  o  ;  l'accrois- 
sement de  I,  quand  on  passe  du  domaine  limité  par  1"  au  domaine  limite 
par  r',  est  égal  à  l'intégrale  double  étendue  au  domaine  compris  entre  1' 
et  r'.  Or,  ce  domaine  ayant  une  dimension  o«  infiniment  petite,  l'intégrale 
double  se  réduit  à  une  intégrale  curviligne  le  long  de  1";  l'élément  de  celle 
inlégrale  curviligne  est  précisément  F  on  ds,  car  on  ds  représente  l'aire  du 
domaine  infinitésimal  limité  par  un  arc  ds  de  T,  les  normales  aux  deux 
extrémités  de  cet  arc  et  l'arc  correspondant  de  T  . 

3.  Intégrales  de  surface.  —  Soit 
1(7.)=   /    /   \i  .r,  y,  :-.■}.)  dy  dz  +  ?> l'.r,  y,  z.  ot)  dz  d.r  +  C i .r.  y.  z.  y.)d.r  dy 

une  inlégrale  de  surface  étendue  à  une  portion  régulière  de  surface  S  qui 
se  déforme  d'une  manière  continue,  ainsi  que  le  contour  1"  qui  limite  celle 
surface,  lorsque  le  paramétre  a  varie.  Les  fonctions  A,  B,  G  sont  elles- 
mêmes  continues,  ainsi  que  toutes  leurs  dérivées  partielles  qui  figurent  dans 
le  calcul.  Nous  prendrons  pour  côté  positif  de  S  le  côté  suivant  lequel  on 
prend  l'intégrale;  à  ce  côté  correspond  un  sens  de  parcours  du  contour  P 
( n"  139),  que  nous  appellerons  sens  positif .  Supposons  la  surface  S  définie 
par  les  formules 

.r  ^=  f(ii,  (\  1),         y  =  œ((/,  V,  a),         3  =  'l(  II,  (',  a), 

qui  fait  correspondre  point  par  point  la  surface  S  à  un  domaine  R  du 
plan  {u,  i),  limité  par  un  contour  fermé  L  qui  se  déforme  lui-même  d'une 
manière  continue  avec  a.  Nous  supposerons  de  plus  les  axes  Ou,Of  dis- 
posés de  telle  façon  qu'au  sens  positif  de  F  correspond  le  sens  direct  surL 
(n°  139).  Comme  les  variables  auxiliaires  ;(,  c  disparaissent  du  résultat 
final,  on  peut  toujours  faire  cette  hypothèse. 

L'intégrale  de  surface  1  (a)  est  égale  à  une  intégrale  double  étendue  au 
domaine  R  du  plan  (ii,  c)  (  n"  138) 

..    D(/.  ?.l,,.,,,, 


ce/, 


i>(  ",  1-) 


Pour  avoir  ('(aj,   il  suffit  d'appliquer  à  cette  inlégrale   la  formule  {7). 
après  avoir  d'abord  divisé  tous  les  termes  par  oa,  en  y  remplaçant  .v  cly 
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par  H  et  f  respeclivemenl.  Celle  dérivée  s»;  compose  de  deux  parlics  :  une 
inlégrale  double  étendue  à  H  et  une  intégrale  curvilij;ne  prise  le  long  de  L. 
Nous  nous  occuperons  dabord  de  l'intégrale  double;  un  dos  termes  de  cette 
intégrale,  celui. qui  dépend  de  ('..  est 

J   .  ' ,,    i\iKc  0%        Oy  fjy.  ~^  oz    ui         ô7lJD(u,i} 

et  les  deux  autres  termes  s'en  déduisent  par  une  permutation  circulaire  >ur 
(A,  B,  C)  et  sur  (/",  o,  i).  En  réunissant  les  termes  en  —,  — ,  — .  on  a 
en  premier  lieu  l'intégrale  doiibli- 

f  f    \0A_  Di5,-:i        oH   Dii.fi  _  <^  l)(/'.  -^1  ]    ,      , , 
J  ./,.   [rta    D(ii.i)        Ox    U(«,.)    ■    -/a    rii»..ij     "     '' 

qui  est  égale  à  l'intégrale  de  surface 

(l)  /     /     —  ciyilz^ (h  df dj-  dr. 

J  J  ^,  'IX  dx  <ix 

L  intégrale     douljle   /     /      C —    - —   "  ^    1  du  dv    peut     se     transformei- 
comme  il  suil.  L  n  calcul  facile  montre  que  l'on  ,\ 

t/ïLIJ*"-'lJ  ""LiMï.llJ  1/,     I     |l|   ï.   HlJ' 

la  formule  de  Green  nous  donne  ensuite  (  n"  li^  i 

/■  /■  cf  r^L^l^„,A  =     f  c^LLll^,..r  f  -S:^;i_L^dud. 

,'.',.        iH\_\\.x.  u\\  J^         D(x.U)  .1    J  ,.di-    lUy.  u, 

Après  cette  transformation,  les  termes  provenant  de  ('.  dans  l'intégrale 
double  restante  sont 

l'àC  df  ^  </C  do        dC  d'Vi   /  df^  iH        ^  '^\  __ 
■d.r  di    '    dy  dx         dz  dx)  \dn   d\-         d\-   du)       '"' 

les  deux  teimes  non  écrits  se  déduisant  du  premier  en  pennntaiil  circulai- 

remenl  «,  c,  x.  Les  coefficients  de  — ^  et  de  — -^  sont  nuls,  tandis  que  celui 
dx  êy 

de  —  est 
Oz 

Of  D(u,  J/)  _^  do  D(4<,/)  ^  0^  D(/,  9> 
Ox    D(h,  t')        Ox    \i(ii,i}     '    dx   D{ii,v) 


Par  raison  de  svinétrie,  les  coefficients  de  —  el  de  -—  sous  le  siirne   /    / 

cr  ■        ^   'M    ox    ,m    d\i  , 

sont  les  mêmes,  tandis  que  les  coetiicients  de  —  .  — .  — i  -—  sont  nuls. 

'  dy      HZ     cil'     à: 

Il  reste  donc  dans  l'fa)  une  nouvelle  intégrale  double 

f  f  /'^  _  ^  ^  '^\  r^ iiiiiii  _  'n  D('^.'/j  _ ^  ^(■/•■?)]  ^„ ^/,. 

J  J,„|\'->-i-    '    Oy    '    Oz  /  \ô%  D(«,  (')        07.    D(H,i')         H%   L)((/.  i)J 
qui  est  égale  à  l'intégrale  de  surface 

(II)        /      /      ( : r--—      f-^  'h  ((z  -. '-  (Iz  d.r ■-  dx  t/y     . 

'     J  J:i,\('-r        Oy         Oz  I  \0i.    ■  ai  O-L  '■  j 

Nous  avons  en  outre  une  intégrale  simple  provenant  de  l'intégration  par 
parties  précédente,  dans  laquelle  le  ternie  qui  contient  C  est 

./,        [l. ,.,,-,  IXa,,,,        J 

Enfin    nous  avons   une   intégrale  simple  provenant   de   la    variation    des 
contours  l"  et  L:  soient 

"o=  ~{t,  a),  r„=  yi  /.  t.  i 

les  coordonnées  d'un  point  de  L  exjjriinées  au  iiioven  du  paramètre  a  et 
d'une  variable  auxiliaire  l  qui  définit  la  position  du  point  sur  le  contour. 
Dans  r(a),  l'intégrale  simple  qui  pro\ient  de  la  variation  du  contour  est, 
on  vient  de  le  voir  [formule  (7)]. 

en  faisant  la  somme  de  ces  deux  intégrales  simples,  on  voit  que  le  coeffi- 
cient de  C  sous  le  signe   /  e«l 

r)(/.ç>;  ,         D(/.r)   ,  UiJ\j,/,Ju„  .Je„       \ 

-= — - — —  dv  -^  -z^ — —  du  -+-  -= — —  I  — —  di dn     . 

D(a.  c)  I>(a, '<;  D((',  ••j\'J2  /Va        / 

où  l'on  doit  remplacer  u  el  c  par  u«  et  i\|.  Soient  (xu,  ^'„,  Zf,)  les  coor- 
données du  point  de  P  qui  correspond  au  point  (  ;<„,  ''n  )  de  I;;  :ro,  y^,  So 
sont  des  fonctions  composées  de  a 

.r„  =  /(«„,  !■„;  a),         _)-„=  ç(i<„,  r„.  a).  ;„  =  'i.(  «„,  c,,,  2;, 
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et  l'on  a 


et  le  coeflicient  de  C  [jout  encore  s'écrii 


'/r-o 


l'ai-  jaisoii  rie  svinétiie,  un  \oil  en  ilclinitive  que  l'inléyialc  ciuviligiie  le 
long  de  L  qui  (iguie  dans  l'expression  de  r(ai,  peut  être  reinplacée  par 
nue  intégrale  curviligne  le  long  de  1' 

\i\\  ajoulanl  les  dois  inlé;;  raies  (  II,  (11).  (  III;,  on  a  donr  enfin 
(8;     !'(.)  =--        Ç   Ç    '±  dy  dz  -^  "^d.  d.r  -^  ^  d.r  dy 

-i-/      / *--T-H-  <'y  "-  ^ dz  d.r  -1 ■-  d.r  dv 

J    J^^\dx         dy         dzj\d-j.    '  6-j.  ih.  ■  / 

\  </ï  d-Ji  j 

En  luulliplianl  les  deu\  rneuibres  par  oa,  ou  ol)tient  l'expression  de  ol 

(9)      ol  =        /    f  iX  dy  dz  +  r,H  dz  d.v  ^- oC  d.r  dy 


d\        dli        àC' 


-L 


(  ùx  dy  dz  -H  oy  dz  dx  -4-  0;;  dx  dy) 


dy         az  , 

A(i7o  dz  —  A;„  dy)  -1-  B(A;o  dx  —  A.;-,,  dz) 
+  G(  A.ro  dy  —  A^)-,,  dx), 


f/A, 


S.\  =  — 


O.r  =   -^  rjy. 

dx 


(^«0    Oï  c'a  / 


On  voit  que  ol  se  compose  de  irois  tenues,  dont  le  premier  provient  de 
la  variation  des  fonctions  A,  B,  C  avec  a,  le  second  de  la  déformation  de 
i;i  surface  S  et  le  deiiiier   de  l.i    drforniiUion    liu    ruiilunr    1'.  Soient  X.   'x,  v 
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les  angles  de  la  iliieclion    positive   de   la   noniiale    à    S  avec  les  axes,  dn 
l'élémenl  d'aiie;  on  peut  écrire  la  seconde  intégrale 

r  r  (dX      t)i)      ôC  •,        .  ,  ,  ,      , 

(10)  /      /      (- 1 \ (cosA  ù.r -I- C(js;ji  or  +  cusv  01  i  n'a 

.      l'i  s    V ''-^        '(X         à:  J  ■' 


r  r  fà\      r)B      d(:\  ,     . 

/      / h 1 0«  i/rs. 


iit  claiiL  la  projeclion  sur  la  direction  positive  de  la  normale  du  vecteur 
qui  joint  le  point  (or.  y,  z)  de  S  au  point  { .r -i-  5.r ,  y  -h  oy ,  s +  03)  de  la 
surface  infiniment  voisine  S',  c'est-à-dire  le  déplacement  normal  infini- 
tésimal d'un  point  de  S  dans  la  déformation.  On  voit,  comme  plus  haut, 
que  la  seconde  intégrale  ne  dépend  que  de  ce  déplacement  normal;  on 
peut  prendre  pour  ora  la  longueur  infiniment  petite  de  la  normale  comprise 
entre  S  et  S',  ce  qui  revient  à  établir  un  certain  mode  de  correspondance 
entre  S  et  S'. 

Quant  à  l'intégrale  simple,  on  peut  l'interpréter  comme  l'intégrale  ana- 
logue de  la  formule  (4).  SoientV  la  longueur  du  vecteur  d'origine (.To,yo!  -o> 
et  de  composantes  A,  B,  C;  0  l'angle  de  ce  vecteur  avec  l'élément  de  plan 
déterminé  par  la  tangente  à  1"  et  le  déplacement  infinitésimal  A^o.  Ako-  A;» 
du  point  (a:u,  Ko,   =o)der;    0,',   la   distance  du   point 

(.r^-l- A.ï-„.      Ko— A)-„.      ;„—  Ac„i 

a  la  tangente  à  1'  au  point  (j-,,,  _^„,  ^0)  all'ectée  d'un  signe  convenable.  Cette 
intégrale  simple  peut  aussi  s'écrire 

(II)  1      V  sinO  o'„  ds. 

•'(D 

Gomme  dans  le  cas  d'une  intégrale  curviligne,  on  peut  faire  corres- 
pondre suivant'  une  loi  arbitraire  à  un  point  de  1'  un  point  infiniment  voisin 
du  contour  déformé  1".  Supposons  en  particulier  que  l'on  fasse  correspondre 
au  i)oint  «j(:r„,  y^,  -0)  de  1'  le  point  m'(x„-h  \X(,, yo-\-  Xvo-  ^a+ ^z») 
situé  dans  le  pian  normal  à  F  au  point  m;  on  a  alors 

Axo  =  5'„  cos).",  Al'o  —  oj,  cos ;ji',  A^o  =  'j'«  cosv", 

o'„  étant  la  distance  mm'  et  a".  ;jl',  v"  les  angles  de  la  direction  mnt  avec 
les  axes.  Soient  de  même  a',  [j.',  •/  les  angles  de  la  direction  positive  de  la 
tangente  à  V  avec  les  axes;  l'intégrale  (11)  est  encore  égale  à 

[A(co5;ji"cosv'  —  cosv"cos|jl'_)-i-B(cosv"cosA'  -cos X" cosv') -t-  C...]o'^ds, 


X' 


ce  qui  peut  encore  s  écrire 

/  (A  cosXi  -h  B  cosi-ii  -I-  C  cos 


FORMULES    DE    DIFFÉIIKNTIATIOS    DES    INTKGRALES    DÉFIMIIS.  65; 

Al,  a,,  V,  élanl  les  angles  que  fait  avec  les  axes  la  normale  à  la  bande  de 
surface  S"  décrite  par  le  contour  F  quand  le  paramétre  a.  augmente  de  Sa. 
Mais  'j'itds  représente  l'élément  d'aire  infiniment  petit  décrit  par  l'arc  ds 
de  r  quand  n  augmente  de  oa,  élément  que  l'on  peut  assimiler  à  un  rec- 
tangle. L'intégrale  simple  'précédente  représente  donc  la  valeur  de  l'inté- 
grale double 

j    [  >^  dy  dz^\<,  dz  dx~Cdx  dy 

étendue  à  la  bande  de  surface  inlinimenl  étroite  .S'  suivant  un  côté  déter- 
miné par  les  explications  qui  précèdent. 

Le  résultat  obtenu  peut  s'expliquer  très  aisément  au  moyen  de  la  for- 
mule de  Green.  Supposons  que  l'on  passe  de  S  à  S'  en  faisant  subir  à 
chaque  point  de  S  un  déplacement  infiniment  petit  o/i  suivant  la  normale 
dans  le  sens  positif.  Alors  les  deux  surfaces  S,  S'  et  la  bande  de  surface 
inlininient  étroite  S"  limitent  un  domaine  D.  L'accroissement  de  I,  prove- 
nant de  la  déformation  de  S  et  de  F,  est  égal  à  la  somme  des  intégrales  de 
surface  étendues  à  S  et  à  S'  suivant  le  côté  extérieur.  D'après  la  formule 
de  Green,  cette  somme  est  égale  à  l'intégrale  triple 


//.i 


: )  dx  dv  dz. 

dy        dz]  -^ 


étendue  au  domaine  D.  augmentée  de  l'intégrale  de  surface 
k  dy  dz  -i-B  dz  dx  -i-  G  dx  dy. 


IL 


prise  suivant  le  côté  intérieur  de  la  bande  S". 

Le  domaine  D  ayant  une  dimension  infiniment  petite  o«,  l'intégrale  triple 
étendue  à  ce  domaine  se  réduit  à  une  intégrale  double  étendue  à  S,  dont 
.....  /àA       âB       c*G  \  ,      ,  ,      ,  ,,.,.  ,        , 

1  élément  est  ( r- ; 1  on  da.  car  on  as  est  I  élément  de  volume 

\dx        dy         Oz  I 
du  cylindre  droit  infiniment  petit  compris  entre  S  et  S',  et  ayant  pour 
base  un  élément  de  S  d'aire  rfs.  De  même,  la  surface  S"  ayant  une  dimen- 
sion infiniment  petite,  l'intégrale  double  étendue  à  cette  surface  se  réduit 
à  une  intégrale  curviligne  étendue  à  F,  dont  l'élément  est 

(K  cosX,-!-  B  cosijti-i-  G  cosvi)  5J,  ds, 

car  0,',  ds  est  l'aire  de  l'élément  de  surface  compris  entre  les  deux  normales 
infiniment  voisines  aux  extrémités  d'un  arc  ds  de  F,  et  les  contours  F,  F'. 

La  formule  (9)  s'étend,  comme  au  n°  1,  à  toute  surface  formée  d'un 
nombre  fini  de  morceaux  de  surfaces  régulières;  si  la  surface  est  fermée, 
l'intégrale  curviligne  disparaît. 

On  rattacherait  de  même  à  la  formule  de  Slokes  le  résultat  obtenu  pour 
la  variation  d'une  intégrale  curviligne. 

G..  I.  42 
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i.  Intégrales  triples.  —  Considéions  enfin  l'intégrale  triple 

(12)  l(  ï  i  =    /     /     /     V{x,  y,  z,  X)  dx  dy  dz, 

•'    •'   •  '  I) 

étendue  à  un  domaine  D  limité  par  une  surlace  fermée  S  variable  avec  le 
paramètre  a.  Nous  supposerons  d'abord  qu'une  parallèle  à  l'un  des  axes,  O  z 
par  exemple,  ne  peut  rencontrer  celte  surface  en  plus  de  deux  points.  Il 
existe  alors  une  fonction  U  (  a-,  y,  z,  a),  continue  dans  D,  et  vérifiant  la 
relation  (voir  n°  2) 

—  =  F{x,y,  z,  a), 

et  l'on  a  aussi 


(i3) 


\(a)=  I     j     {J{x,  y,  z.  7.)d.idy. 


l'intégrale  étant  étendue  au  côté  extérieur  de  S.  En  appliquant  la  formule 
générale  (8)  à  celle  intégraTe,  il  vient,  puisque  la  surface  S  est  fermée, 

r(ai=    /     /     —-dxdy^l     I     — l-^dydz-^ -d:d.r-\ dx  dy  ] , 

ou,  en  multipliant  par  oa  et   tenant   compte   de   la   relation  entre  U  et  F, 

(14  )       51  =       f  (    f    ÔV  d.rdydz 

^   /     /     V  (x,  y,  z,  a  )  (  o.r  dy  dz  ■+-  oy  dz  dx  -+-  Se  dx  dy), 

'    (S 

ox,  0/,  oz  désignant  les  variations  des  coordonnées  d'un  point  (x,  y,  z) 
de  la  surface  limite  S,  et  l'intégrale  de  surface  étant  prise  suivant  le  côté 
extérieur.  La  formule  s'étend  comme  plus  haut  (n"  2)  à  une  surface  de 
forme  quelconque.  On  peut  aussi  éciire  l'intégrale  double  qui  figure 
dans  SI 

/     /     F(x,  y.  z,  a)  o/i  da, 

da  étant  l'élément  d'aire  de  S,  et  an  le  déplacement  normal  infiniment 
petit  compté  suivant  la  normale  extérieure. 

Or  Bn  d<J  esl,  au  signe  près,    le   volume  du  cylindre  droit  infinitésimal 
ayant  pour  base  da   et  pour  hauteur  Sn,  de  sorte  que  l'intégrale  double 

représente  la  valeur  de  linlégi  aie    /     /    /   F</.r  rf/ rfa  étendue  au  domaine 

compris  entre  les  deux  surfaces  infiniment  voisines  S  et  S',  chaque  élément 
de  cette  intégrale  étant  affecté  d'un  signe  convenable. 
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